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  استاد  ودانشجو   سخني با  
  

ابـزاري دقيـق و    جبـر  سـت، بـي ترديـد   هاي دانشمادر همه شود،، آنگونه كه گفته ميرياضياتاگر 
  !       توانمند در دستان اوست

 شوند وبه بهترين وجهي نمايان مي هاي منطقياستدلالدر اين مبحث از رياضيات است كه 
  !گيرندكار مي هاي خاكستري مغز را بهسلول

 نقش. هاي رياضياتي داردهايش به سؤالي تبديل مسئلهميزان مستدل بودن هر علمي بستگي به درجه
بسـياري از سـاختارهايي   . توان با همين نقش رياضيات در علوم مقايسه كـرد شايد برا در رياضيات جبر 

آينـد و  در مـي  مجردبه صورت جبر شوند، در مبحث ظاهر ميعلوم رياضي هاي مختلف كه در شاخه
  .شودي رياضيات ميگيرند كه باعث پيشرفت بيشتر هر دو شاخهمورد مطالعه قرار مي

دانـاني چـون   بـه همـت رياضـي    كلاسيك جبر. است هاي جبريدستگاهي مطالعه ،جبرمبحث      
و ، مـدول ، حلقه، گروهبا معرفي رسمي و اصل موضوعي دستگاهاي جبري  امي نوترو  در واردنوان

  ولي. هاي كلاسيك دست يافتهاي بسزايي در حل مسئلهبه وجود آمد و به موفقيت فضاي برداري
  !طلبندمينيز  نوينامروز، ابزاري  نوينهاي پاسخ به سؤال

جبـر  ، شبه گـروه ، هاسيستم، تكواره، نيمگروهتري چون هاي جديدامروزه ناگزيريم از دستگاه     
جبـر  ، جبرهاي جامع مرتب، ي مرتبگروه و حلقه، رسته، اتوماتا، جبر بول، مشبكه، هيتينگ

هاي جديد علـوم رياضـي، علـوم كـامپيوتر، فيزيـك،      نيز براي پاسخگويي به سؤال ،و از اين قبيل، فازي
  .بهره بگيريم ،اين قبيلشيمي، زيست شناسي، نانو، اقتصاد، محاسبات نرم، و از 

هاي جبري كلاسيك متوجه شدند كه برخي از مفاهيم و ابزارهـا  ي دستگاهدانان در مطالعهرياضي        
هـاي جبـري   پارچـه كـردن دسـتگاه   از اين رو، نياز بـه يـك  . شوندها به اشتراك مطرح ميي آندر همه

هاي تر، تعريف رسمي دستگاهي جديدضمن معرفي چند دستگاه جبر بيرخوفاحساس شد، و سرانجام 
از ايـن حالـت    هـايي مثالهاي جبري كلاسيك دستگاهاي معرفي كرد كه جامع جبري را به گونه

  !هاي كلي نيستندها چيزي جز حالت خاص ويژگيهاي بنيادي آن، كه ويژگيكلي شدند
ها و مفاهيم كلي مربوط به آن هاي جامع جبريساختار مبانيكتاب،  اين از اين رو، در فصل اول     

مطالعه  زباني سادهرا، با توجه به زمان محدودي كه براي اين قسمت تعيين شده است، به اختصار و به 
 علوم رياضي و كاربردهادهيم، كـه در دروس  هايي متنوع، كلاسيك و جديد، ارائه ميكنيم و مثالمي

شوند كه به نظـر مـا هـر دانشـجوي     فصل مطرح ميمطالب جامع و كلي جالبي در اين . شوندمطرح مي
كار هاي جديدتر سروهاي كلاسيك سروكار دارد يا روزي با دستگاهرياضي، صرف نظر از اينكه با دستگاه

خواستگاه، بنياد، منبع، سرچشمه، و علت معرفي مفاهيم  بايد! ها را  بدانـد خواهد داشت، بايد آن
اين طـور  ! ي مفاهيم جديد باشيمسازندهر ببريم و خود، هنگام نياز، ها را به كاتا بهتر آن را بدانيم
جبـر،  هاي درسديگر رياضي، به ويژه  هايي درسمطالب اين فصل دانشجويان را براي مطالعه نيست؟
هـاي معرفـي ايـن كتـاب در دانشـگاه شـهيد       به پيشنهاد برخي از همكاران كه در گارگاه. كندآماده مي
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ي را بـراي مطالعـه  مطـالبي   هاي ديگر شركت يا پيش نويس كتاب را مطالعـه كردنـد،  بهشتي و دانشگاه
  .ايمآوردهكتاب اختياري در پيوست 

هاي جبري كلاسيك آموختيم براي دستگاه 1سپس در دو فصل ديگر كتاب، مطالبي را كه در فصل      
و تاريخي برخوردار هستند، با جزييات بيشتر مورد مطالعـه و بررسـي    ، كه از اهميت ويژهو حلقه گروه

     .دهيمقرار مي
  
  

  علوم رياضيدانشجويان عزيز 
قصـد مـا در   . از اينكه اين كتـاب را انتخـاب كرديـد    سپاسهاي علوم رياضي و با به رشته آمدخوش با

، نيسـت از رياضـييات  مبحث زيبا صرفاً آشنا كردن شما با مفاهيم مجرد اين  مباني جبركتاب درس 
كـار را طـوري بياموزيـد كـه      فوت و فنبه كمك خود شـما   گونهخودآموز گپخواهيم در اين بلكه مي

اي باشد كه سعي شده است كه زبان نگارش كتاب به گونه. تان شودي ذهنتان و قسمتي از بصيرتملكه
  !خود ببينيدما را نزديك ي آن، احساس تنهايي نكنيد و هنگام مطالعه

-شوند و در ذهن نميدرك نمي بلافاصلههيچ مبحثي از رياضيات، به ويژه مباحث مجرد، 
  !نشينند

-كشد كه چنان بـا مفـاهيم و روش  طولي نمي. طلبدبنابراين، صبر و حوصله، پشتكار و اميد شما را مي 
  !كنيدها را فراموش ميگيريد كه مجرد بودن آنهاي جبري انس مي

  .ويژه جبر، هستندبخش كليدي آموزش رياضيات، بهمسايل 
هاي كردن تمرينبراي حل جز با تلاشهايش كسب تبحر در اين مبحث از علوم رياضي و درك ظرافت

ها تحصيل و تدريس نويسندگان ي سالتجربه! ممكن نيست) چه به جواب نهايي برسد يا نرسد(آن 
كننـد كـه   هـاي مجـرد، تصـور مـي    به مسئله نخستيناين كتاب نشان داده است كه دانشجويان در نگاه 

يي كه مصمم هستند، ترسي به هاولي آن). ما نيز چنين بوديم(كنند توانند حلها را نمييك از آنهيچ
  :گويند كهدهند و با خود ميدل راه نمي

  !اند قابل حل هستندو يقيناً با ابزاري كه آموختهاست ها طرح شده ها براي آناين مسئله
آوريد و از زيبايي اين بازي فكـري لـذت   دست مي ها بهكشد كه چنان تبحري در حل مسئلهطولي نمي

 گرديد و خود نيز تلاشهاي جديد و مبارز طلب ميهاي ديگر به دنبال مسئلهدر لابلاي كتاب وبريد مي
  آلبرت آينشتين گفته است كه! كنيد مسئله طرح و حل كنيدمي

  هوشم نه چنان است     تلاشم آنچنان است
  
تواند سرفصل درس را به به هر حال، وقت محدودي در اختيار استاد درس است و بدون كمك شما نمي 

  !ده گرفتها را بالا زد و قسمتي از وظيفه را خود به عهبايد آستين پسخوبي آموزش دهد، 
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  درس مباني جبرهمكار ارجمند 
آشـنا   شيرين جبـر با مبحث ) رياضي و علوم كامپيوتر(آنجا كه اين اولين باري است كه دانشجويان  از

توانند استعدادهاي خود را پرورش دهنـد،  مي انديشه ورزيشوند، و در اين درس مجرد است كه با مي
  ! تر باشيم تا به هدفمان برسيم بايد محطاط

، و از اين "جبر مجرداساس "،  "جبر مجرد"هايي چون هاي سنتي و متداول با عنواناكثر كتاب     
دهنـد، و صـحبتي از   را مورد مطالعه قرار مي حلقهو گروه قبيل، در واقع تنها دو دستگاه جبري خاص 

هـاي  بـراي مثـال، خـارج قسـمت دسـتگاه     . نيست كنند، كه انصافبه معني عام آن نمي )جبر( اساس
هاي نرمـال يـا خـارج قسـمت     ها با استفاده از زيرگروهجبري به چه معني است؟ چرا خارج قسمت گروه

هـا  ها و حلقـه شود؟ آيا اين تنها راه ساختن خارج قسمت گروهها تعريف ميآلهها با استفاده ار ايدحلقه
هاي جبري قابل اجرا اسـت؟ ايـن كتـاب    ي دستگاهت براي همهاست؟ آيا اين روش ساختن خارج قسم

جبـر  آمـوزد كـه   مـي  جبـر  مبانيپردازد و به دانشجويان درس مي جبر مبانيابتدا به زباني ساده به 
سـپس،  . شـوند در آن مطرح مي جامع يبه گونه اند، و چه مفاهيميهاي متنوع آن كدام، مثالچيست

جامع را براي دو دستگاه خاص و مهم گـروه و حلقـه بـا جزييـات بيشـتر      در دو فصل ديگر، اين مطالب 
هـاي  ، منبع، سرچشمه، و علت معرفي مفاهيم را در اين دسـتگاه  1مطالب جامع فصل . يمكنبررسي مي

اگر چه زمـان چنـدان زيـادي بـه ايـن درس      . كندتر ميها را آساندرك آنخاص و كلاسيك بيان و 
دريـغ   قرن بيست و يكمدانشجويان علوم رياضي بايد اين مطالب را از اختصاص داده نشده است، ن

كنيم، هر چقدر كـه زمـان اجـازه    همچنين، بايد در عين حال كه مطالب مورد نظر را تدريس مي! كنيم
به فعاليت تشويق كنيم، تا اينكـه خـود    بحث در كلاساز بندهاي  برخيدهد، دانشجويان را نيز در مي

  ! بياموزندماهي گيري 

 75ي جلسـه  6را بـراي   3، و 13را بـراي   2، 9را بـراي   1هـاي  ايم كه مطالـب فصـل  ما سعي كرده     
نمـايش  اگـر امكـان   . ايـم نيز بـراي خطايمـان بـاقي گذاشـته     البته، چند جلسه. اي تدوين كنيمدقيقه

بـا  هايي از متن درس باشد، يقيناً فرصت بيشتري براي به بحـث گذاشـتن مطالـب    قسمت الكترونيكي
                                   . خواهيم داشتدانشجويان 

  
 با آرزوي موفقيت ما، شما، و دانشجويان عزيزمان       

کار          ،  ୀاਖ࣓ঘیا                                                                                                                                                                                                                                                                                 िࢤودی  ،سالषख़  
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  فصل م
  مقدمه  

هايي كه از تعـدادي معـين از   مجموعهاست، يعني  هاي جبريدستگاهي خواهيم ديد كه جبر مطالعه
اي همـراه بـا   مجموعـه  گروهـواره بـراي مثـال،   . توان عضـوي از آن را بـه دسـت آورد   هاي آن ميعضو

از ايـن  . توان عضوي از آن مجموعه را بـه دسـت آورد  عضو مجموعه مي دودستورالعملي است كه از هر 
  .ها هستندمجموعههاي جبري، ي دستگاهي سازندهرو، اشياي اوليه

ايـن  ي  نيـاز  پذيري اعـداد، بـه انـدازه   ها، توابع و بخشي مجموعهدر اين مقدمه، مطالبي را در باره     
هـاي ايـن فصـل را بـه     قسمت اكثرمعمولاً استاد درس مرور . كنيمكتاب، به اختصار يادآوري مي

  .  گذاردي شما عزيزان ميعهده
  

  مجموعه و تابع   1.م
-ها و توابع را به اختصار يادآوري ميهاي مربوط به مجموعهدر اين بخش برخي از مطالب و نمادگذاري

  :زير مراجعه نماييد كتاب، به تربيش در صورت نياز. كنيم
، دكتر محمد مهدي ابراهيمي و دكتر مژگان محمودي، انتشارات دانشگاه شهيد مباني علوم رياضي

  1391بهشتي، 
ي اعـداد  ، بـه ترتيـب، مجموعـه   ^،\،_،[،`كنـيم كـه  يادآوري مـي   .نمادگذاري  1.1.م

}همچنـين، بـراي مثـال،    . طبيعي، صحيح، گويا، حقيقي، و مختلط هستند | }x x∗ = ∈ ≠] ] D ،
{ | }x x+ = ∈ >\ \ D و ،{ ,1, 2, , 1}n n= −] D ".  

  
f:احكام زير براي تابع   .قضيه  2.1.م A B→ معادل هستند: 
   است، يعني، يك به يك fتابع  -1

( , ) ( ) ( )x y A f x f y x y∀ ∈ = ⇒ =  
   مي شود، يعني، چپ حذفاز  fتابع  -2

( , : )g h C A f g f h g h∀ → = ⇒ =D D  
Aاگر  -3 ≠   دارد، يعني، وارون چپ fآنگاه تابع، ∅

( : ) Ag B A g f id∃ → =D 
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  بحث در كلاس  3.1.م
  !جالب است. آن را در منزل اثبات كنيد ،2.1.مي پس از بحث روي صورت قضيه  -1
 .بنويسيد، و سپس آن را در منزل اثبات كنيد تابع پوشارا براي  2.1.مي دوگان قضيه -2
f:اثبات كنيد كه تابع   -3 A B→  يكاست اگر و تنها اگر ) يعني، يك به يك و پوشا(دوسويي-

) يـا همتـوان  ( ريخـت يك Bبـا   Aگوييم كهدر اين صورت، مي. باشد) پذيروارونيعني، ( ريختي
Aنويسيم است و مي B≅. 

لزومي نـدارد درسـت    هاي جبريدستگاهبراي  ،و دوگان آن،  2.1.مي دهيم كه قضيهميهشدار   -4
 ).را ببينيدپيوست (باشند 

)}ضرب دكـارتي حاصل ويژگيترين مهم  -5 , ) | , }A B a b a A b B× = ∈ ي جالـب  ، قضـيه ∋
اي كـه  به اين معني كه، هـر مجموعـه  . است ءاين شي يمشخص كنندهاين ويژگي در واقع . زير است

هـاي  با ايـن مجموعـه از زوج  اً نيقي ، حتي اگر عضوهاي آن برايمان معلوم نباشد،داراي اين ويژگي باشد
ي منظورمان نشديد، حرف هايمان خيلي مجرد شد، و اگر در اين لحظه متوجه. است ريختيكمرتب 

فعلاً سعي كنيد مطلـب جالـب و    .نگران نباشيد، به مرور با اين چنين مطالب مجرد انس خواهيد گرفت
  :كنيمابتدا توابع تصوير را در زير يادآوري مي. ي زير را درك كنيدساده

  
,

( , ) , ( , )

p qA B A A B B
a b a a b b

× ⎯⎯→ × ⎯⎯→
6 6

  

  
f:و هر دو تابع Xمجموعه چونبراي هر  . )ويژگي جهاني ضرب( قضيه  4.1.م X A→،

:g X B→فرد ، تابع منحصر به:h X A B→ pوجـود دارد بـه طـوري كـه      × h f=D  و
q h g=D .)ي اوليعني،  مولفه( )h x  برابر بـا( )f x  ي دوم آنو مولفـه( )g x   بـه ايـن   . اسـت

fدليل، گاهي  نماد g×  يا  ( , )f g را برايh  بريمكار ميبه .(  
    

) مسـير (يعنـي، تـابع مركـب    . اسـت  پـذير تعـويض زيـر   نمـودار گوييم كه به زبان نموداري، مي     
h pX A B A⎯⎯→ × fX) مســير(همــان تــابع   →⎯⎯ A⎯⎯→ مســير( مركــب تــابع، و(
h qX A B B⎯⎯→ × gX)مسير(تابع همان  →⎯⎯ B⎯⎯→ است:  

  

q p

X

g h f

B A B A
↓

←⎯⎯ × ⎯⎯→

#
  



9 
 

-مـي ضرب همها، كه آن را دوگان مفهوم ضرب مجموعه حال ببينيم كه  .بحث در كلاس  5.1.م

مفهوم نـا آشـنا    نچطور براي تعريف اي 3.1.مبحث  5شويم كه بند حال بهتر متوجه مي. ناميم، چيست
 Aهـاي مجموعههمضرب ي مجموعههاي در اين لحظه ممكن است ندانيم كه عضو! آيدياريمان ميبه 
كـه تـوابعي از  هستيم اي مجموعهها، به دنبال ندانيم كه با برعكس كردن پيكاچه هستند، ولي ميBو

AوB  ،يعنيبه آن وجود دارند  
  

?j iB A⎯⎯→ ←⎯⎯  
  

gچـون  و هر دو تابع Xچون به طوري كه براي هر مجموعه fB X A⎯⎯→ يـك   ،Xبـه  ⎯⎯←
:چون منحصر به فردتابع  ?h X→  باشـند؟  پـذير  هاي زير تعويضطوري كه مثلثوجود دارد به

 ).توجه كنيد ويژگي جهاني ضربنسبت به ها به تغيير جهت پيكان(
  

[?]j i

X

g h f

B A

↑

⎯⎯→ ←⎯⎯
#

  

       
  خاطر بياوريد، اجتماع مجزايبه مباني علوم رياضياگر از درس 

  
( {1}) ( {2})A B A B∪ = × ∪ ×�  

  
رياضـي بسـيار    هـاي ، همتاي اين نوع مطالـب را در درس اثبات كنيد(پاسخ به اين سؤال است 

در مبحث جبر ) نه لزوماً اجتماع مجزا(ها همتاهايي دو مفهوم ضرب و همضرب مجموعه). خواهيد ديد
  . دارند كه خواهيم ديد

         
همان طور كـه   .ارزي استي همضروري است يادآوري كنيم، رابطهبسيار مفهوم مهم ديگري را كه      

نيستند بـه  ) مساوي(يكي در درس مباني علوم رياضي گفته شد، گاهي لازم است دو شئيي را كه با هم 
  :به تعريف مجرد زير توجه كنيد. دلايلي يكسان در نظر بگيريم

  
  ناميم اگر مي ارزيهمرا  Aروي ∽يرابطه  .تعريف  6.1.م

xبراي هر: باشد انعكاسي -1        A∈،x x∼. 
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x,براي هر: باشد متقارن -2       y A∈ ،"." x y y x⇒∼ ∼  
,براي هر: باشد متعدي -3       ,x y z A∈ ،"."( & )x y y z x z⇒∼ ∼ ∼  

  
ي ي همـه در اين صـورت، مجموعـه  . باشد Aارزي روياي همرابطه ∽فرض كنيم  .تعريف  7.1.م

ــايرده ]ه ] { | }x x y X y x= = ∈ ــي  ∽ ــراز، يعن / اف {[ ] | }A x x A= ــارج را  ∽∋ خ
 .ناميممي ∽بر Aقسمت

 
چنـد  . اسـت  بسيار با اهميتهاي جبري خواهيم ديد، كه همتاي خارج قسمت را نيز براي دستگاه     
هاي رياضـي، بـه   دستگاهبسياري از م وجود دارند كه همتاهايي در وي بسيار مهم مرتبط با اين مفهنكته
  .هاي ديگر مطرح خواهند شددر اين كتاب و چندين بار در درس رجبري، دارند كه سه باويژه 

  
f:فرض كنيم  .تعريف 8.1.م A B→ يدر اين صورت، رابطه. تابع باشد  

{( , ) | ( ) ( )}x y A A f x f y∈ × =  
. دهيمنشان مي fK، يا f∼ ،Kerf نمادهايي چون اين رابطه را با. ناميممي fيهستهرا 

 بنابراين،

( ) ( )fx y f x f y⇔ =∼  
   

     
  

1
2

3

4
5

6

f

a

b
A B

c

− − − −

− − − − ⎯⎯→
  

  
  .ي توابع هستندي زير گوياي اهميت هستهلم و قضيه 
 

f:فرض كنيم   .لم  9.1.م A B→ در اين صورت، . تابع باشد  
 .است Aارزي روياي همرابطه fيهسته -1
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تفاوتي اساسي بـين   يعنـي، ( .تابع استي يك ، هستهAروي ∽ارزيي همو برعكس،  هر رابطه -2
 . )ي توابع وجود نداردارزي و هستهي همدو مفهوم رابطه

f:تابع -3 A B→ ريك به يك است اگر و تنها اگ{( , ) | }f AK a a a A= Δ = ∈.   
 

  اثبات
f ارزيهم يي مستقيم تعريف رابطهنتيجه  -1 fK=∼ تعريفي تابع و خوشf چطور؟ .است 

  تابع طبيعي . باشد Aارزي روياي همرابطه ∽بر عكس، فرض كنيم  -2
  

: /
[ ]

A A
a a

γ → ∼
6

  

  
اسـت، يعنـي   γي تـابع برابر با هسـته  ∽ارزيي همدهيم كه رابطهدر زير نشان مي. را در نظر بگيريد

γ =∼   ):مراحل زير را توضيح دهيد(. ∽
  

( ) ( ) [ ] [ ]fa a a a a a a aγ γ′ ′ ′⇔ = ⇔ = ⇔∼ ∼∼ ∼  
  
fكافي است توجه كنيم كه  -3 AK = Δ اگر و تنها اگر  
  

{( , ) | ( ) ( )} {( , ) | }a a f a f a a a a A′ ′= = ∈ 
  يعني

( ) ( )f a f a a a′ ′= ⇔ =  
     

چيـزي جـز   ) ي توابع پوشايا همان همدامنه(ي توابع كند كه نگارهبيان مي ي اساسي توابعقضيه     
هـاي  ي دسـتگاه ي همههاي آن را در مطالعههمتاي اين قضيه و كاربرد. ها نيستخارج قسمت مجموعه

، كننـد  مطالعـه  هاي جبـري اين قضيه را تنها در دستگاهدهند كه ترجيح ميبرخي . جبري خواهيم ديد
هـاي  ها اثبات كنيم، زيرا بيشتر قسـمت ولي تصديق خواهيد كرد كه بهتر است ابتدا آن را براي مجموعه

  !ي آن در واقع مربوط به مبحث مباني علوم رياضي استصورت و اثبات ساده
  
f:فـرض كنـيم      .ي اساسي توابعقضيه  10.1.م A B→   ارزيي هـم تـابع و رابطـهf∼ 

  در اين صورت،. ي آن باشدهسته

                       / ( )fA f A≅∼  
/پوشا باشد، آنگاه fبه ويژه، اگر   fA B≅∼.  
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، به دليل اهميت آوريدبه خاطر مي مباني علوم رياضيكتاب  ازاثبات آن را احتمالاً اگر چه  . اثبات

ي توجه شما را به اثبات سـاده كم سه بار ديگر آن را در همين كتاب خواهيد ديـد،  آن و اينكه دست
  تابع طبيعي. كنيمآن جلب مي

: / ( )

[ ] ( )
ff A f A

a f a

→∼
6

  

  
در درس مبـاني علـوم رياضـي    . در نظـر بگيريـد  ) توانستيد تعريـف كنيـد  آساني ميكه خود شما به (را 

تعريف شـود، حتمـاً بايـد    ارزي ي همي يك رابطههاهاي ردهآموختيم كه هرگاه تابعي بر حسب نماينده
ي ي رده، يعني نماينـده aبه انتخاب fتعريفي آن را بررسي كنيم، يعني نشان دهيم كه تعريفخوش
[ ]aزير توجه كنيدساده و طبيعي به اثبات . ، بستگي ندارد:   

  
[ ] [ ]

( ) ( )
([ ]) ([ ])

fa a a a

f a f a
f a f a

′ ′= ⇒

′⇒ =

′⇒ =

∼
  

  
پوشـا  . يك بـه يـك و پوشـا اسـت     fدهيم كهاثبات شد، نشان مي fتعريف بودنحال كه خوش     
  ، بايد نشان دهيم كهfبراي اثبات يك به يك بودن اين طور نيست؟روشن است،  fبودن

  
([ ]) ([ ]) [ ] [ ]f a f a a a′ ′= ⇒ =  

  
-مراحل آن را وارونه كنيم، بـه نتيجـه مـي    شويم كه اگر، متوجه ميfتعريفيبا نگاهي به اثبات خوش

  ז. كننداين مطالب قضيه را اثبات مي. رسيم
  
  بحث در كلاس  11.1.م
  .ي اساسي توابع مفيد استخاطر سپردن صورت و اثبات قضيه پذير زير براي بهنمودار تعويض -1
  

( )

/

f

f

A f A B

f

A K

γ

⎯⎯→ →
↑

;

#
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  :به خاطر بياوريد [را روي nيي همنهشتي به پيمانهرابطه -2  
  

( )nx y k x y kn≡ ⇔ ∃ ∈ − =]  
  

nxگاهي به جاي y≡  مي نويسيم(mod )x y n≡  يبه پيمانه(يا (x y n≡ . روشن است كه  
  

/ {[0],[1], ,[ 1]} {0,1, , 1}n nn n≡ = − ≅ = −] " ] "  
  

، تـابع پوشـاي   براي اين كـار . ي اساسي نيز نشان دهيمخواهيم اين مطلب را با استفاده از قضيهولي مي
  :زير را در نظر بگيريد

  
                     : nf →] ]  

  n (x6بر xتقسيمي ماندهباقي(                                
  

يعنـي  (اسـت   ≡nبرابـر بـا    fKارزيي هـم رابطـه  توانيد نشان دهيد كهدر اين صورت، به آساني مي

nx y≡ ي تقسيمماندهاگر و تنها اگر باقيx برn ي تقسيمماندهبرابر با باقيy برn  حـال،  ). باشـد
  ي اساسي،بنابر قضيه

  
/ /f n nK = ≡ ≅] ] ]  

   
  .ببينيدنيز اين بخش را   8به عنوان كاربرد ديگري از اين قضيه، تمرين مهم      
 

. ها قسمت بسيار مهمي از هر درس رياضي هستندهمان طور كه در سخني با دانشجو گفتيم، تمرين    
بـراي حـل كـردن يـك     تلاش . در صورتي كه بار اول موفق نشديد تمريني را حل كنيد، نا اميد نشـويد 

  .ي چند تمرين حل شده استتر از مطالعهن، حتي اگر به جواب كامل منتهي نشود، مفيدتمري
 !شويدموفق مي
 
 

  1.م  تمرين
  

 .را فراموش نكنيد 3.1.مهاي بحث پاسخ به سؤال -1
 نمودار ) ويژگي جهاني ضرب( 4.1.مي با استفاده از قضيه -2
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?

p q

p q

A A B B

gf

A A B B′ ′

←⎯⎯ × ⎯⎯→

↓
′ ′ ′ ′←⎯⎯ × ⎯⎯→

#
  

  
را بـه عضـوي    Aهر عضـو متعلـق بـه    fتابعتوجه كنيد كه ( زير كامل كنيدطبيعي با تعريف تابع را 

  : ) چطور؟ gتابع . كندنظير مي ′Aمتعلق به
  

:
( , ) (? ,? )

h A B A B
a b A B

′ ′× → ×
′ ′∈ ∈6

  

-شما ميترسي به دل راه ندهيد، ( .كنيد، دوگان تمرين بالا را بيان و حل5.1.مبا استفاده از بحث  -3
 ). توانيد

-مجموعهو  Xيهاي روي مجموعهي افرازي همه، به ترتيب، مجموعهXEو XPفرض كنيم كه -4
نشان دهيد كه تناظري دوسـويي بـين ايـن دو مجموعـه     . باشند Xارزي رويهاي همي رابطههمهي 

Xوجود دارد؛ يعني،  X≅P E. )براي هر افراز رويX ارزي رويي هميك رابطهX  تعريف كنيد، و
  ).  برعكس

fAبه دو روش تابع  -5 B⎯⎯→ را به صورتf h g= D تجزيه كنيد به طوري كهg  پوشـا وh 
 :پذير باشداي كه نمودار زير تعويضگونهيعني به. يك به يك باشد
 

fA B
g h

C

⎯⎯→
           

  
)}فرض كنيد -6 , ) | , , 0}X m n m n n∗= × = ∈ ≠] ]    تابع. [

 
:

( , )

f
mm n
n

∗× →] ] _

6
 

   
ي اساسي توابع، نتيجـه  را مشخص كنيد و سپس با استفاده از قضيه fيابتدا هسته. را در نظر بگيريد

)بگيريد كه  )/ f
∗× ≅] ] ∼ _ .  
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f:تابع پوشاي) مهم( -7 X Y→ فرض كنيد. را در نظر بگيريدYE هاي ي رابطههمه يمجموعه
    و Yارزي رويهم

{ | }X X f∈ ⊆∼ ∼ ∼T = E  
نشـان دهيـد كـه    . هسـتند  fيباشد كه شامل هسـته  Xرويارزي هاي همي رابطهي همهمجموعه

  .تناظري دوسويي بين اين دو مجموعه وجود دارد
f:گوييم كه تابعمي) تمريني مهم و جالب است( -8 A B→ از طريق تابع:g A C→ )  تحـت

g|شود، و مي نويسيممي تجزيه) تركيب f اگر تابع ،:f C B→ با ويژگيf f g= D  وجود
 به زبان نمودار، . داشته باشد

 
fA B

g f
C

⎯⎯→
  

|كند كهي اساسي توابع بيان ميبراي مثال، قضيه. پذير استتعويض  fγ . ي قضيه مهم تعميمحال
  : را، كه به صورت زير است، اثبات كنيد اساسي توابع

gشود اگر و تنها اگر تجزيه مي gاز طريق fتابع  )الف( fK K⊆. 
 .، در صورت وجود، منحصر به فرد استfتابع) ب(       
gيك به يك است اگر و تنها اگر  fتابع  )پ( fK K=. 
 .پوشا باشد fپوشا است اگر و تنها اگرfتابع  )ت(      
  . ي اساسي توابع حالت خاص اين قضيه استقضيه  )ث(      
 

 

  ي اعدادنظريه   2.م
، كه در ايـن كتـاب مـورد    پذيريي اعداد، به ويژه در مورد بخشدر اين بخش كوتاه مطالبي را از نظريه

  . آوريموار مينياز هستند،  فهرست
  
تـرين عضـو   طبيعـي داراي كوچـك   ي ناتهي از اعـداد هر زيرمجموعه. ترتيبياصل خوش  1.2.م

  . است
  
)فرض كنيم  . اصل استقرا  2.2.م )p n نمايي روي اعداد طبيعي باشد به طوري كهگزاره  
  .درست است p(1)  )الف(
)"ي گزاره  )ب( ) ( 1)p n p n⇒   .درست استنيز " +

)در اين صورت،  )p n  براي هرn∈` درست است.  
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نويسـيم  ، و مـي شـمارد ميرا  nعدد طبيعي mگوييم كه عدد طبيعيمي .پذيريبخش  3.2.م

|m nاگر عدد طبيعي ،q با ويژگيn mq= وجود داشته باشد.  
  
   :برقرار هستند `احكام زير در  .قضيه  4.2.م
a|                                             )الف( a          )ب(                 | |a b a bc⇒  
|              ) پ( , | |a b a c a bx cy⇒ |           )ت(          + , | |a b b c a c⇒  
|                     )ث( , |a b b a a b⇒ |                )ج(            = |a b ka kb⇒  
  
m,فرض كنيم  .الگوريتم تقسيم  5.2.م n∈] 0وn -در اين صورت، اعداد صحيح يكتا. ≠

  وجود دارند به طوري كه rو qيي چون 
0 | |m nq r r n= + ≤ <  

  
است،  nو mاعداد طبيعي  ترين مقسوم عليه مشتركبزرگ dگوييم كه عدد طبيعيمي  6.2.م

)نويسيم و مي , )d m n=اگر ،  
|    )الف(              , |d m d n                 )ب(   | , | |e m e n e d⇒   

  
است، و  nو mاعداد طبيعي ترين مضرب مشترككوچك kگوييم كه عدد طبيعيمي  7.2.م

]نويسيم مي , ]k m n=اگر ،  
|            )الف(             , |m k n k          )ب(   | , | |m l n l k l⇒        

  
1pعدد طبيعي  .)عدد اول( 8.2.م  pو 1هـاي آن  گوييم اگر تنهـا مقسـوم عليـه   مي اولرا  <

p|" توان نشان داد كه اين تعريف معادل است بامي. باشند b  يا| |p ab p a⇒." دو عددm و
n  گوييم اگرمي نسبت به هم اوليا  متباينرا( , ) 1m n x,، كه معادل است با وجـود = y ∗∈] 

1mxبه طوري كه  ny+ =  .  
  
)فرض كنيم   .قضيه  9.2.م , )d m n= وk∈` .،در اين صورت  

1-                                 ( , ) 1m n
d d

=  

2-        | , ( , ) 1 |m nk m n m k= ⇒   

3-                         | |mm nk k
d

⇒                 
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1mفرض كنيم   .ي اساسي حسابقضيه  10.2.م   در اين صورت، . <
1وجود دارند به طوري كه  1p،"،rpاعداد اول   -1 2 rm p p p= ".  
  :اين تجزيه به تعبير زير يكتا است -2

1 2 1 2 1 2 1 2&{ , , , } { , , , }r s r sm p p p q q q r s p p p q q q= = ⇒ = =" " " "  
  
  
  

 2.م  تمرين
  

  شويديقين داريم كه موفق مي
  
 نشان دهيد كه  -1

1 2 1 2 1 2( , ) 1, | ( ! , ), , | , |m n d mn d d d d d d m d n= ⇒ ∃ =  
  

mnnmnmنشان دهيد كه -2   و نتيجه بگيريد كه ),](,[=
 

( , ) 1 [ , ]m n m n mn= ⇒ =  
  

)1نشان دهيـد كـه   . عددي طبيعي باشد kعددي اول و  p فرض كنيد -3 )k k kp p pϕ −= − ،
)با تعريف تابع في اويلر  ϕكه در آن  ) |{0 | ( , ) 1}|n k n k nϕ = < <   .است =

  
  نشان دهيد كه . دو به دو نسبت به هم اول هستند 1n ، . . .،knاعداد طبيعي  فرض كنيد -4
  

1 1( ) ( ) ( )k kn n n nϕ ϕ ϕ=" "  
 
نشــان دهيــد كــه. نســبت بــه هــم اول باشــند a، و m،nاز ســه عــدد عــدددو  فــرض كنيــد -5
),)(,(),( namamna ),(1),(ثابــت كنيــد كــه اگــر   بــه ويــژه،  . = nama آنگــاه ==
1),( =mna.  
kmكوچكترين عدد صحيح و مثبت باشد به طوري كهkفرض كنيد -6 knو | ثابـت كنيـد كـه   . |
],[ nmk =.  
),(1فرض كنيد -7 =ba،ma mbو | mabنشان دهيد كه. | |.  
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  1فصل 

   جبري هايدستگاهآشنايي با 
  

 باشـد تنها كـافي   ممكن است يك پزشكبراي كنيم كه، توجه مي مزاياي اين فصل چيست؟هدف و 
شناخت  نيازمند ،مرتبط با پزشكي علوم دانشمندرا بداند، ولي  داروي استفاده از كه چگونگي و اندازه

ي گياهـان  بـاره همچنان كه گياه شناس لازم است اطلاعـات بيشـتري در    ؛است مواداز اين  تريعميق
هـاي كـامپيوتري ممكـن اسـت نيـاز      به همين ترتيب، كـاربر برنامـه   !بداند تا گياه فروش يا ميوه فروش

هـاي  هر چـه از جزييـات برنامـه    نويساننداشته باشد، ولي برنامه هاچنداني به چگونگي توليد آن برنامه
تر تهيه ي كارايهاتوانند برنامهداشته باشند، بهتر مي اطلاع بيشتري طور عام ها بهخاص و زيربناي برنامه

    !اين طور نيست؟. كنند
 ، و)رياضـي، آمـار، و علـوم كـامپيوتر    ( دانشجوي علـوم رياضـي   روشن است كه با اين مقدمـه،      

به طـور   ،شوداي كه به مقطع تحصيلي او مربوط ميتا اندازه، لازم استبه طور عام،  دانشجوي علوم 
و ماهيـت و نقـش    اسـت رياضيات، با چه مفاهيمي مواجه علم، به ويژه بداند كه در هر مبحث از  دقيق
مفـاهيم را بـدانيم تـا     علت معرفـي ، منبع، سرچشمه، و بنيادبايد خواستگاه، ! اين مفاهيم چيستدقيق 

   طور نيست؟اين ! ي مفاهيم جديد باشيمها را به كار ببريم و خود، هنگام نياز، سازندهبهتر آن

بـين   بنيادي مشـترك هـاي  ، تشخيص و كشف مفاهيم و ويژگيجبر جامعيكي از اهداف مبحث      
ي و مطالعـه ، . . .، برداري، مـدول  يگروه، گروه، حلقه، فضااي چون نيمشناخته شدههاي جبري دستگاه
بـا   ييناآشنادستگاه جبري ها در اين مفاهيم يا ويژگي ، وقتيدر اين صورت. ها استتر آنتر و كليدقيق

هـا  با آن و اصولي ها را شناسايي كنيم و برخوردي فنيآنتوانيم بهتر مي شوندميظاهري مبدل نمايان 
  . داشته باشيم

به تر آموز بيشبه صورتي نسبتاً خود ،4تا  1هاي بخشاين فصل، به ويژه در  مطالب خواهيم ديد كه     
گيرنـد تـا اينكـه زمـان     پردازد و وقت چنداني از كـلاس درس را نمـي  ي مثال ميتوصيف مطالب و ارائه
  .باقي بماند اين فصل تر بعديهاي اساسيبيشتري براي بخش

  
  
  



19 
 

  تايي –nعمل   1.1
-از ايـن رو گـاهي مـي   . است عملهاي جبري، مفهوم ترين مفهوم در شناخت و معرفي دستگاهبنيادي 

  گويند كه 
  ها استي عملجبر مطالعه

 ، رفته رفته. . .، 3، 2، 1پس از آشنايي با اعداد طبيعي. ها از همان دوران كودكي آشنا شديمبا عمل     
 با انواع ديگر اعداد، مانند اعداد صحيح، گويا، اصم، حقيقي، و اعداد مختلط آشنا شـديم  در سالهاي بعد،

بـرديم كـه اشـياي     بـه مـرور پـي   . جمع، تفريق، ضرب، و تقسيم اعداد را آموختيم چهار عمل اصلي و
همچنـين،  . كنيم ، يا با هم تركيبدر هم ضرب ،توانيم با هم جمعديگري چون توابع و بردارها را نيز مي

بـراي  . ها، مانند حجم اجسام، به بيش از دو كميت نياز اسـت برخي از كميتي ديديم كه براي محاسبه
  به چند كلمه يا به چند حرف نياز داريم؟  مباني جبرنوشتن عبارت 

تابعي بـا يـك   چيزي جز شويم كه هر يك ها، متوجه ميگونه به اين عملتر و رياضيبا نگاهي دقيق     
  .را داريمزير  جامعجرد و از اين رو، تعريف م. نيست يك خروجيو  ورودي چنديا 
  

   تابعهر . عددي طبيعي يا صفر است nمجموعه و Aفرض كنيم  .تعريف  1.1.1
:A nA Aλ →  

  .ناميممي Aروييا  در تايي−nعمل را يك 
  
  ضرب دكارتي همان حاصل nAكنيم كهيادآوري مي     
  

1 2 3, , ,A A A A A A A A A= = × = × × "  
  

  چطور؟. اي تك عضوي استمجموعه 0Aيجموعهو م
  

گرچه تعريف بالا روشن است و نيازي به تفسير ندارد، ولي از آنجا كـه در    .بحث در كلاس  2.1.1
هسـتند، خوانـدن مطالـب زيـر      اي برخـوردار از اهميت ويژه دوتايي، و يك، صفر هايعملاين درس 
  !مفيد است

هـاي تحصـيلات   هاي رياضي، برخي از دانشجويان، حتي دانشجويان دورهي همايشگاهي در حاشيه -1
شود و از اعتبـار  اين موضوع باعث تعجب نمي. مشكل دارند تاييصفركنند كه با عمل براز ميتكميلي، ا
بـه هـر   ! برنـد مـي شود، به بديهي بودن آن پـي البته، وقتي توضيح داده مي. كندها نيز كم نميدانش آن

  !پرسيدن عيب نيست حال،
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}مانند اي تك عضويمجموعه 0Aچونبه زباني ساده،       }∅،{0}،{ براي هر عدد  ،زيرا( ، است∗{
,1,2}ي توابعبا مجموعه nAي، مجموعهnطبيعي , }nA ,1,2}از( " , }n" بهA (ريخت اسـت،  كي

  طبيعي است كه پس
0 { : }A A A∅≅ = ∅ ∅→  

  
 Aيبه هـر مجموعـه   ∅يتابع تهي از مجموعهيك تابع و آن اي تك عضوي است، زيرا تنها مجموعه

  چون تاييعمل صفر  آيا درست است كه هر). وجود دارد
  

0: {0}A A Aλ = →  
  

تـايي از اين رو، گاهي براي راحتـي، عمـل صـفر   ! درست است كه كند؟ البتهرا مشخص ميAعضوي از
Aλ  (0)0اشنگارهرا باA a Aλ =   نويسيمدهيم و مينشان مي ∋
  

0

0

:{0}
0

a A
a

→

6
  

در  چطـور؟  `يتـوان تعريـف كـرد؟ در مجموعـه    اي پنج عضوي ميتايي در مجموعهچند عمل صفر
  چطور؟ ∅ي تهيمجموعه

بسـيار آشـنا   و كاربردهاي آن در سراسر علوم ) يمنامنيز مي يكانيكه آن را عمل (تايي  -1با عمل  -2
1Aچـون در حقيقـت،  . كار نبرده باشيد ، ولي ممكن است اين نامگذاري را بههستيد A=   هـر عمـل ،

:، مانندAروي تابعيچيزي جز Aيكاني در A Aλ ي چند عمـل يكـاني در مجموعـه   ! نيست، →
هـاي  عمـل . تعريـف كنيـد   [چطور؟ تعدادي عمل يكـاني در  ∅توان تعريف كرد؟ درپنج عضوي مي

  :برد مكار خواهيرا بسيار به  گيريو وارون يابييكاني قرينه
  

1

1

: :
n n x x

− ∗ ∗

−

− → ⋅ →

−

] ] \ \
6 6  

  
:ممكن است تصور كنيد كه با عمل آشناي دوتايي -3 A A Aλ × چنـين   يقيناً! مشكلي نداريد →

كنـد، اجـازه   عمل دوتايي نقشي اساسي ايفا مي ،هاي آنو كاربرد رياضي سوولي از آنجا كه در در .است
اينكه، براي ساده نويسي حاصل عمل دوتايي،  نخست. اي بيشتر به آن اختصاص دهيمدهيد چند دقيقه

دهـيم و بـه جـاي نمادگـذاري طـولاني     ضرب اعـداد را الگـو قـرار مـي    هاي مجموع و حاصلنمادگذاري
(( , ))x yλ نويسيم ميx yλجايرا به ∗رويم و نمادهايي چون، و حتي از اين هم فراتر ميλ   بـه

xنويسيمبريم و ميكار مي y∗ !بريم و يا حتي گاهي نمادهاي متداول جمع و ضرب اعداد را به كار مي
xنويسيممي y+ ،x y⋅،يا ساده تر از همه ،xy حتي اگـر ،x وy    يعنـي،  (!) ( اصـلاً عـدد نباشـند
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همـان  اغلـب  ويـژه در ايـن فصـل،     ها، بـه ولي ما تا مدت ).صرفاً به عنوان نماد و علامت به كار مي روند
xنمادگذاري y∗  بريم تا اشتباه برانگيز نباشدكار ميرا به.  

93آيـا (عضـوي وجـود دارد؟    سهي چند عمل دوتايي در مجموعه      در ) درسـت اسـت؟   =19683
∅:( چطور؟ي تهي ي يك عضوي يا در مجموعهمجموعه   آيا دستورالعمل  ). ∅→∅×∅

  
min :

( , ) min{ , }m n m n
× →` ` `
6

  

 2تعدادي عمل !) اين عمل به ويژه در علوم كامپيوتر نظري با اهميت است(است؟  `دوتايي درعملي 
  براي مثال،. تعريف كنيد \تايي در -3 و

( , , ) 5x y z xy xz
× × →

+ +
\ \ \ \

6  
ي متغيــــره -3 تــــابعاز هــــر  ، بــــراي مثــــال، احتمــــالاً برايتــــان جالــــب اســــت كــــه  -4

:f A B C D× × aهرو  → A∈ ،يك تابع با دو متغير  

:
( , ) ( , , )

af B C D
b c f a b c
× →
6

  

جالـــب اســـت كـــه از هـــر عمـــل دوتـــاييبـــه همـــين صـــورت ســـاده، . آيـــدبـــه دســـت مـــي
: A A A∗ × aو هر → A∈ دو عمل يكاني ،  

: , :
,

a ar A A l A A
x x a x a x
→ →

∗ ∗6 6
 

از ايـن رو، از هـر   . ناميممي aيبه اندازه انتقال چپ را alو انتقال راسترا  arآيند كه به دست مي
  :  دنآيهاي يكاني به دست ميي زير از عملعمل دوتايي، دو خانواده

( ) , ( )a ar l
a A a AA A A A∈ ∈⎯⎯→ ⎯⎯→  

  چطور؟. دهندميباز پس را  * و برعكس، هر يك از اين دو خانواده عمل دوتايي
  

:چـون  تـابعي  Aتـايي در  -nتوجه كنيد كه هر عمـل    .تعريفيخوش  3.1.1 nA Aλ → 
  :است، وبنابراين بايد داراي دو شرط زير باشد

1براي هر)  بسته بودن( )1ع(   2, , , na a a A∈" ،داريم    . 1 2( , , , )na a a Aλ ∈"  
  يعني،. دارد Aتنها يك نگاره در nAهر عضو) يكتايي( )2ع(  

1 1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )n n n na a b b a a b bλ λ= ⇒ =" " " "  
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اســت، منظــور ايــن اســت كــه  تعريــفخــوش Aدر ∗گــوييم كــه عمــل دوتــاييوقتــي مــي      
: A A A× ايـن  . كنـد صـدق مـي   بالا يكتاييو  بودنبسته  به واقع تابع است، يعني در شرايط ∗→

xشرايط با نمادگذاري y∗ شوندبه صورت زير نوشته مي:  
  
x,براي هر )  بسته بودن( )1ع( y A∈،x y A∗ ∈.   

)يكتايي( )2ع(
a a

a b a b
b b

′=⎧ ′ ′⇒ ∗ = ∗⎨ ′=⎩  
  
از ايـن رو، بـا دقـت بيشـتري در     . داشته باشيدها مشكل تعريفي عملخوشدر بررسي ممكن است      

  !هاي زير شركت كنيدبحث
  

هاي زير منفي است، مشخص كنيد كه كـدام  اگر پاسخ به هر يك از سؤال  .بحث در كلاس  4.1.1
  !)و كدام برقرار است(برقرار نيست  يكتايييا  بسته بودنشرط 

,1,2}اعداد درآيا جمع و ضرب معمولي  -1  تعريف هستند؟خوش "{9,

ــتراك در    -2 ــاع و اش ــا اجتم }}آي },{ },{ , }}a b a b ــل ــوش عم ــايي خ ــتند؟ ه ــف هس در  تعري
({ , })a bP چطور؟ 

 
كمي ديگر بايد صبر كنيد تـا   دستگاه جامع جبري چيست؟بدانيد كه باشيد  ممكن است منتظر     

ها، در آينـده مشـكلي   تعريفي آنها، به ويژه بررسي خوشخيال ما و استاد درس راحت شود كه با عمل
  .بريمها را كمي بالاتر ميدر بحث زير سطح سؤال. نخواهيد داشت

  
  بحث در كلاس  5.1.1

} رض كنيمف -1 ,1, , 1}n n= −] D تعريـف  خوش [nزير در دوتايي هايروشن است كه عمل. "
  :هستند

  
aي حاصل از تقسيمماندهباقي( b+ برn (na b⊕ =  

n (naبر abي حاصل از تقسيمماندهباقي( b =:  
  

  يحال مجموعه! است، ولي تشابه آن مخفي است 1 بندبا اين سؤال بسيار مشابه  -2
   

/ {[ ],[1], ,[ 1]} { , 1, , 1}n n n≡ = − = −] D " D "  
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بررسي كنيد  .را در نظر بگيريد nيي همنهشتي به پيمانهارزي نسبت به رابطههاي هممتشكل از رده
  :تعريف هستندزير در اين مجموعه خوش دوتايي هايكه عمل

[ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]n na b a b a b ab⊕ = + =:  
 

]ي رده توجه كنيد كه هر ]x متعلق به/ n≡] 3در   [100] براي مثال،. است/  [1]برابـر بـا    [≡
 همچنين، براي مثال، چطور؟ .است n⊕   زيرا كند،در شرط يكتايي صدق مي 

  
[ ] [ ]

( ) ( ) ( )
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]n n

a a a a nk
a b a b n k l

b b b b nl
a b a b
a b a b

′ ′= − =⎧ ⎧ ′ ′⇒ ⇒ + − + = +⎨ ⎨′ ′= − =⎩ ⎩
′ ′⇒ + = +

′ ′⇒ ⊕ = ⊕  
  
  كه روشن است  -3

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

n n

n n

a b a b a b
a b ab a b
⊕ = + = ⊕

= =: :
  

  
,0,1}را در  :nو ⊕nهـاي  كنـد كـه عمـل   اساساً تفـاوتي نمـي   ،از اين رو , 1}n n= −]  يـا  "
/را در  ،:nو  ⊕n ها،هاي آنهمتاي {[0],[1], ,[ 1]}n n≡ = −] بنابراين، . در نظر بگيريم "

را بـراي نمـايش    +nجمعي آزادانه نمادگاهي ، و اگر امكان اشتباه نباشد اجازه بدهيد، براي راحتي كار
/و  [nي را براي هر دو مجموعه [n يمجموعه و، ⊕nو ⊕nهر دو عمل  n≡] كار ببـريم، و  به

n+  يجمع همنهشتي به پيمانهراn كننـد هايمان به خودي خود مشخص مينوشته البته،( بناميم 
,0,1}ها را در كه اين عمل , 1}n ,[1],[0]}دهيم يا در انجام مي …− ,[ 1]}n به همـين  ). …−

 ضـرب آن را  وبـريم،  بكار به :nو :nرا براي نمايش هر دو عمل ⋅n ضربي نمادتوانيم ميصورت، 
  .ناميمب nيهمنهشتي به پيمانه

-مـي هايي كه با دستور يا فرمولي حق به جانب تعريف ممكن است تصور كنيم كه عمل) اختياري( -4
لزومي ندارد كه هر شئ با ظـاهري  بدهيم كـه   هشداربراي اينكه ! تعريف هستندشوند، يقينا خوش

  .در بحث زير شركت كنيدكند، حق به جانب درست هم كار 
  

  دستورالعمل طبيعي توان  .بحث در كلاس  6.1.1
  

[ ][ ] [ ] [ ] [ ]b ba b a a∗ = =  
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/3را در ــد د [≡ ــر بگيري ــم  . ر نظ ــال، داري ــراي مث [2]ب 2[2] [2 ] [4] [1]= = ــرا  = 34زي 1≡  .

/3كنيم كه دستور عمل بالا ظاهري حق به جانب و موجه دارد و حتي ملاحظه مي  ،نسبت به اين [≡
هايي را در توانيد قضيههمچنين، با اين دستور فريبنده حتي مي. است بستهبه ظاهر عمل دوتايي توان، 

  براي مثال،. ي قوانين توان اثبات كنيدباره
  

3[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
3 3[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] (!!)b c b c b c b c b c b ca a a a a a a a a⊕ + += = = = =: :

        
بـراي مثـال، داريـم    !نيسـت  تعريـف خـوش اصلاً  ∗، زيرا ها خوش خيالي استي اينولي، همه     

[2] [2]و  =[5]    ، در حالي كه=[2]
  

[2] 2[2] [2 ] [4] [1]= = [5]  و   = 5[2] [2 ] [2] [1]= = ≠  
    

را رسـوا   ∗موجـه  ظـاهر بـه  اي دستور چه نكته !شودنقض ميتعريفي عمل خوش يكتاييپس، شرط 
هـاي متفـاوت   نـده ارزي نمايي هـم يـك رده : داديم هشداري باريك همان است كه قبلا نيز كرد؟ نكته

از اين رو، بايـد اطمينـان حاصـل    . ي آن رده استارزي نمايندهي همدر واقع، هر عضو در يك رده! دارد
ندارند، كه متاسـفانه در مـورد بـالا چنـين      ∗هاي متفاوت اثري در حاصل دستوركرديم كه نمايندهمي
/در  ⋅n و +n هايخوشبختانه اين اشكال در عمل! نبود n≡] آيدبه وجود نمي .  
-تر اين عملمورد كلي( كنيدتر شركت حال كه به اهميت اين موضوع پي برديد، در بحث زير فعال     

  ).خواهيم ديد 3ها را در فصل 
  

  بحث در كلاس  7.1.1
شـوند، خـوش تعريـف    نشان دهيد كه جمع و ضرب معمولي اعداد گويا كه به صورت زيـر داده مـي   -1

  ):است سهل و ممتنع دبستاني اين مثال(هستند 
 

,m r ms rn m r mr
n s ns n s ns

+
+ = ⋅ =  

  
  .تعريفي را اثبات كنيمخوش )2ع(و  )1ع(بايد درستي شرايط 

n,چون ): بسته بودن( )1ع( s ≠ Dداريم [، پس درns ≠ D   هـر دو  دسـتور  و در نتيجه، حاصـل
  .عمل، اعدادي گويا هستند

  بايد نشان دهيم كه) يكتايي( )2ع(
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&

m m
m r m r m r m rn n

r r n s n s n s n s
s s

′⎧ =⎪ ′ ′ ′ ′⎪ ′ ⇒ + = + ⋅ = ⋅⎨ ′ ′ ′ ′ ′⎪ =
⎪ ′⎩

  

دقت كنيـد كـه تنهـا اعـداد      .ها را در منزل انجام دهيداثبات اين تساويخواهيم كه مي خوباناز شما 
  !حذف كرد [در توان از دو طرف يك تساويرا مي ناصفر

Xزير رويي كه رابطه مدانيمي )تر استمجرد مثال قدرياين ( -2 ∗= ×]   :ارزي استهم [
  

( , ) ( , )m n m n mn nm′ ′ ′ ′⇔ =∼ 
  

/هـاي زيـر در  حال تحقيق كنيد كه عمـل  {[( , )] | , , }X m n m n n= ∈ ≠∼ ] D  تعريـف  خـوش
هاي ها همتاي همان عمل، اين عملپرانتز ترسي نداشته باشيد-ي كروشهاز نمادگذاري پيچيده( هستند

  :) اين طور نيست؟(!) جمع و ضرب اعداد گويا هستند 
  

[( , )] [( , )] [( , )]
[( , )] [( , )] [( , )]

m n r s ms nr ns
m n r s mr ns

∗ = +
′∗ =

 

    
Aچيزي جز يك تابع از Aاز آنجا كه هر عمل دوتايي در      A× بهA هاي بسياري از نيست، مثال

جبر بيشتر مطرح دروس بياوريم كه در به مرور هايي را كنيم مثالسعي مي. دادتوان ارائه اين مفهوم مي
  .بريماين بخش را با معرفي جدول كيلي به پايان مي. شوندمي
 

}1اگر  .جدول كيلي  8.1.1 , , }nA a a= آنگاه با الگو قرار دادن جدول ضرب اعـداد كـه در   ، "
را با جدولي بـه   Aدر ∗، حاصل هر عمل دوتايي)!بخير خوش آن دوران ياد(ديديم  دبستاني دوره

  ):بريمميرا به كار  xyنماد  براي سادگي،( دهيمصورت زير نشان مي
  

1

1 1 1 1 1

1

1

j n

j n

i i i j i n

n n n j n n

a a a
a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

∗ ⋅⋅⋅ ⋅⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

# # # # # #

# # # # # #
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و [3در  بـراي مثـال،   .نامنـد مـي  جدول كيلـي آرتور كيلي،  ،اين جدول را به نام رياضيدان انگليسي
3/  ، داريم[≡

  
3 1 2

1 2
1 1 2
2 2 1

⊕ D
D D

D
D

                                   

3 1 2

1 1 2
2 2 1

: D
D D D D

D
D  

 
  

3 1 2
1 2

1 1 2
2 2 1

⊕ D
D D

D
D

                                  

3 1 2

1 1 2
2 2 1

: D
D D D D

D
D

  

    
را  5.1.1بحـث   3بند ( توجه كنيد :3با :3و ⊕3با  ⊕3هايهاي بسيار زياد جدولبه شباهت     

  . اشاره خواهيم كردهاي كيلي ي جدولهاشباهتچنين به  ابعداً باره ).نيز ببينيد
 
  

   1.1 تمرين
  هاي خود كم اهميت ندهيمبه توانايي

  
  :كنندتعريف مي ي داده شدهها عمل دوتايي روي مجموعههاي زير كداماز ضابطه -1
  ._∗؛ و روي[روي ؛`تفاضل روي )الف(
nm )ب( n m∗   .\و روي؛ [روي ؛`روي =
A\  )پ( B A B∗ )روي= )XP.  
a )ت( b a b ab∗ = +   .\و روي ؛[روي −
))ث( ) / 3a b a b∗ =   .\و روي ؛_روي   +
) )ج(  , ) ( , ) ( , )a b a b a a ab a′ ′ ′ ′ ′∗ = + 2روي  + = ×] ]   .\2و روي ؛[
f  )چ( g f g∗ = Dپيوسـته از توابـع  ي مجموعـه  و روي ؛\به  [متشكل از توابع از \[روي
  .\به \

f)ح( g f g∗ = ) با تعريف + )( ) ( ) ( )f g a f a g a+ = ي روي مجموعهو  ؛ \[وي، ر+
  .\به \توابع پيوسته از
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a) خ( b a b∗ = aو) دلخـواه  bو aراي اعـداد زوج  ب( + b ab∗  aو ،bبـراي اعـداد فـرد   ( =
   .[روي) دلخواه

) )د( , ) ( , ) ( , )a b c d ad bc bd∗ = [×*روي + ].  
tA )ذ( B A∗ 2است، روي Aماتريس يترانهاده tAكه در آن= ( )M ].  
  ؟جود داردو ∅ يا عضوي چهاري هامجموعههر يك از در  ، يكاني، يا دوتاييتاييچند عمل صفر -2
 خوش ،داده شد  5.1.1 بحث 1كه در بند  ،[nدر  :nضرب همنهشتي  بررسي كنيد كه عمل -3

  .استتعريف 

  .را  اثبات كنيد 7.1.1بحث  1هاي داده شده در بند عملوش تعريفيخ -4

Xي زير رويرابطهنشان دهيد كه  )الف( -5 ∗= ×]   :ارزي استهم [
( , ) ( , )m n m n mn nm′ ′ ′ ′⇔ =∼ 

  
/هاي زير درتحقيق كنيد كه عمل )ب(      {[( , )] | , , }X m n m n n= ∈ ≠∼ ] D تعريفخوش  
  :هستند    

[( , )] [( , )] [( , )]
[( , )] [( , )] [( , )]

m n r s ms nr ns
m n r s mr ns

∗ = +
′∗ =

 

 
A{1,2,3}ي با تعريف زير روي مجموعه ∗جدول كيلي عمل دوتايي -6   : را بنويسيد=
  

     *       (1,1)  (1,2)  (1,3)  (2,1)  (2,2)  (2,3)  (3,1)  (3,2) (3,3)           
  

                    1      3          1        2         3        3       1          2        2  
  

  :سپس مقدارهاي زير را محاسبه كنيد
  

(1 1) 2, 2 (3 1), , (3 3) (1 2), (1 (2 1)) (1 2)∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  
  
  

  جبر -Pو  هاي جبريدستگاه  2.1
هاي متنوع آن آشنا كرديم و با مثاليادآوري، شايد  ،ايي را معرفيت -nدر بخش قبل، مفهوم كلي عمل

از  هاي مجهز به تعدادي عمل هستند كـه معمـولاً  ، مجموعهمبحث جبراشياي مورد مطالعه در . شديم
   .كنندقوانين مشخصي پيروي مي
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  هاي جبري استي دستگاهجبر مطالعه

هـاي  معرفي رسمي دسـتگاه با  اصل موضوعيو  مجرد جبرگفتار كتاب گفتيم كه مبحث در پيش     
هـاي  جبري گروه، حلقه، مدول، و فضاي برداري آغاز و سپس، با توجـه بـه نيـاز علـوم جديـد، دسـتگاه      

  .شدندتري معرفي جديد

  دستگاه جامع جبري چيست؟

 هـاي عمـل همراه با  [يا، و عمل دوتايي جمع [يتواند متشكل از مجموعهمييك دستگاه جبري 
طور كلي و به بيان ساده، تعريف  به. ها عمل ديگر باشدده ويابي، يكاني قرينه ، عملضرب دوتايي جمع،
  .زير را داريم

نـاميم،  نيز مي جبراختصار  يا به جبر جامعرا  نآ، كه جبري )جامع(دستگاه يك   .تعريف  1.2.1
)اي چونو مجموعه Aچون ي زمينهمجموعهاز يك  )AF λλ ∈Ω=    از تعدادي عمـلnλ− تـايي

: nA A Aλλ )ي در اين صورت، خانواده .تشكيل شده است → )nλ λτ ∈Ω= يـا    نـوع  را از اعداد
Aجبر نشان   ).كنندها در آن تغيير ميλاي است كه مجموعه Ωتوجه كنيد كه ( .ناميممي  

  بحث در كلاس  2.2.1
، جبري جامع هااز عملي متفاوت يهاممكن است همراه با مجموعه Aيكنيم كه مجموعهتوجه مي -1

)هايي به صورترا بايد با جفت يجبرهاي دستگاهاز اين رو،  .تشكيل دهد ; )A F  بـراي   .نشان دهـيم
)مثال، ; )+]،( ; τ(2)هايي از نوع جبر [⋅( )و = ;{ , })+ τ(2,2)جبري از نـوع  [⋅  .اسـت =

جبـري   Aگـوييم كـه  مـي ، متداول به غلطولي، گاهي براي راحتي كار، البته اگر امكان اشتباه نباشد، 
، Aرويهـاي  از عمـل  Fاي چـون همراه بـا مجموعـه   Aمنظور اين است كه  است، كه يقيناً جامع

   .جبري جامع است

ي جبرهـاي از  كلاس همـه . رودكار مي به نوعبه جاي  نشاني در علوم كامپيوتر نظري بيشتر واژه -2
)lgرا با  τ)نشانيا ( يك نوع )τA هاي جبر جامعي عملاگر مجموعه. دهيمنشان ميA  متنـاهي

باشد، براي مثال،
1

( , , )
kn nF λ λ= 1 به طوري كه ،" kn n≥ ⋅⋅⋅ را τ، دسـتگاه جبـري از نـوع   ≤

توان به صورتمي
1

( ; , , )
kn nA λ λ" گاهي همچنين،.  نيز نشان دادAλرا باAλ و دهـيم،  نشان مي

  . كنيمحذف مينيز را Aاگر امكان اشتباه نباشد، نماد

را نـاتهي در نظـر    Fيعنـي  هاي عملمجموعه و، Aي زمينه، يعنيدانان مجموعهبرخي از رياضي -3
  !يموشميگيرند، ولي ما چنين شرايطي را قايل نمي
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اگر بخواهيد جبري، براي مثال، از نوع . توانيد ارائه دهيدهاي جبري ميهاي بسياري از دستگاهمثال -4
(3,2,2,1,1,0,0)τ }يا حتـي  [يارائه دهيد، كافي است براي مثال مجموعه = , , }A a b c= 

و دو  ،4λ،5λيكـاني دو عمـل   ،2λ،3λتـايي   -2، دو عمل 1λتايي -3را در نظر بگيريد و يك عمل 
ــت عضــو 1 ثاب 2,a a A∈ )ــوان عمــل ــه عن ــاييهــاي صــفرب ــن صــورت. را انتخــاب كنيــد) ت ،در اي

1 2 3 4 5 1 2( ; , , , , , , )A a aλ λ λ λ λ از ايـن رو،   !بـه همـين سـادگي   ! جبري از نوع مورد نظر است
هـا را بـا   مثـال . شـوند هـا مطـرح مـي   زنيم كه در مبحثي از علوم رياضي و كـاربرد جبرهايي را مثال مي

  .كنيمآغاز مي نشانيا  نوعترين سادههاي جبري از دستگاه

)تـرين دسـتگاه جبـري   تعجب نكنيد، ساده  !مجموعه   3.2.1 ; )A F    دسـتگاهي اسـت كـه در آن
F مبـاني علـوم   صحبت از يك مجموعه است، كـه معمـولا در درس    صرفاً، كه در اين حالت، ∅=
  .هاي جبرشود نه در درسمطالعه مي هاي مجموعهنظريهو  رياضي

τ(0)، جبر جامع از نوع، كه جبري با هيچ عمل استپس از مجموعه      ، يعنـي تنهـا داراي يـك    =
  .ترين استسادهعمل صفرتايي، 

در اين صورت، دسـتگاه جبـري  . باشد Aياز مجموعه ثابت عضوي aD فرض كنيم  .تعريف  4.2.1

0( ; )A a (0)از نوعτ   . ناميممي اينقطه يمجموعه را=

 كـه در ايـن صـورت   ممكـن اسـت بـيش از يكـي باشـد      در تعريف بـالا  شده  تعداد عضوهاي انتخاب    
,0,0,0) از نوع جبري دستگاهي )τ = لازم است بگوييم كـه، اغلـب حاصـل عمـل      .مطرح است "
تـر  تـر و پـر كـاربرد   هاي جبري زيـر جالـب  دستگاه .نامندجبري مي ي دستگاههاابتثتايي را رهاي صف
  .هستند

  تعريف  5.2.1

)جبر جامع -1 ; )A F  گوييم اگرمي جبر يكانيراF تشـكيل  ) يكـاني (تـايي   -1 هـاي تنها از عمل
:و هر عمل ي وضعيتمجموعهرا  Aيمجموعه. شده باشد A Aλ  تابع تغييـر وضـعيت  را  →

  .يمناممي

}اگر -2 }F λ= تنها از يك عمل يكانيλ  تشكيل شده باشد، جبر جـامع( ; )A λ  جبر تـك را- 
 .يمناممي يكاني

:كنيم كه هر عمل يكانيتوجه مي      A Aλ xوضعيت عضو → A∈   ممكـن اسـت يـك    كه (را
)به وضعيت) ي فيزيكي يا قيمت كالايي باشدذره )xλ همچنين، ايـن تغييـر وضـعيت    . دهدتغيير مي

براي مثـال، ممكـن اسـت     !يا چنين نباشد) وارون داشته باشد λيعني،(پذير باشد ممكن است برگشت
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پذير نباشد، ولي ممكن اسـت قيمـت كـالايي    ديگري تبديل شود گه برگشتعنصري شيميايي به عنصر 
  !پذير باشدتغيير كند ولي به قيمت اول برگشت

هاي بسياري در ها و مقالهطلبند و كتابي مستقلي را مييكاني مطالعه -تك حتي جبرهاي يكاني و     
مباحـث  جبـري  هاي جبـري زيربنـاي   دستگاهاين نوع . ها نوشته شده استها و كاربردهاي آني آنباره

كـه   هسـتند نيـز   ر رياضـيات د )بحـث زيـر را ببينيـد   (هاي ديناميكي و اتوماتا سيستم نسبتاً جديـد 
ايـن نـوع جبرهـاي    . ، دارنـد . . . هاي بسياري، به ويژه در اقتصاد نظري، علوم كامپيوتر، فيزيـك،  كاربرد

  .هستندنيز چون كنترل از راه دور تلويزيون، و بسياري ديگر،  ابزاريجبري زيربناي يكاني، 

  بحث در كلاس  6.2.1

، بـراي مثـال  Aيهر مجموعه! توانيدهايي از جبر يكاني ارائه دهيد؟ البته كه ميتوانيد مثالآيا مي -1
 .، جبري يكاني استAبه Aاز از توابع Fمانند ناتهي ايمجموعهزير، همراه با [

:اگــــر -2 A Aλ يهمــــراه بــــا مجموعــــه   Aآنگــــاه عملــــي يكــــاني باشــــد،    →
{ , , , , }F idλ λ λ λ λ λ λ= = ⋅⋅⋅D D D D  حـال   .اسـت   سيستم دينـاميكي يك جبري زيربناي

اگـر دسـتگاه يكـاني    . ي باشـد يك تكـواره  Mفرض كنيم. دهيماين مطلب را به صورت زير تعميم مي
( ; )A F  طوري باشد كه{ : | }mF A A m Mλ= → mبـه طـوري كـه     ∋ n mnλ λ λ=D  و

e Aidλ )، آنگاه = ; )A F  جمع اتوماتون استاتوماتا ي واژه(ناميم مي اتوماتونرا يك .(  

  :هاي يكاني زير جالب هستند، عمل`∋aبراي هر -3

: , :a ar r
n n a n na

′→ →
+

` ` ` `
6 6

  

)در اين صورت ; ( ) )a ar )و ``∋ ; ( ) )a ar ∈′ د؟ در هر كدام چـه تعـداد عمـل    هستن τاز چه نوع ``
  يكاني داده شده است؟

)1يكــاني، جبــر  -هــاي جبــري تــكتــرين دســتگاهشــايد يكــي از مهــم -4 ; )r` كــه در آن  ،اســت
1( ) 1r n n= ــالي + اعــداد طبيعــي، و  دســتگاهايــن دســتگاه جبــري را، كــه زيربنــاي . اســت nت

-مـي  جبـر پئـانو  دان ايتاليـايي  ي اعـداد، اسـت بـه نـام رياضـي     همـه  هايدستگاهدر نتيجه زيربناي 
  .نامند

نـوع هـاي جبـري از   ترين دستگاه جبري پس از جبرهـاي يكـاني، دسـتگاه   ساده . گروهواره  7.2.1
(2)τ هاي جبري را، كـه زيربنـاي اصـلي    اين دستگاه. ، يعني تنها شامل يك عمل دوتايي، هستند=



31 
 

 .نـاميم مـي  ماگما يـا  گروهوارهاين كتاب هستند،  3و  2هاي فصلهاي جبري مورد مطالعه در دستگاه
  . ديديم، و بسياري را نيز به مرور خواهيم ديد 5.1.1هايي از گروهواره را در بخش مثال

8.2.1 P- شويم كه مفهوم دسـتگاه جبـري بسـيار كلـي     متوجه مي 1.2.1ا نگاهي به تعريف ب.  جبر
ولـي  . هـا اسـت  آن نشـان يـا   نوع ها انجام داديم، بر حسباي كه تاكنون از آنبنديتنها دسته و است

دارنـد   بـه اشـتراك   هـايي كـه  ويژگيرا نيز برحسب برخـي از   τهاي جبري از يك نوعدستگاه معمولاً
يكـاني را در يـك دسـته     -هاي جبري تكدستگاهآن ي توانيم همهمي براي مثال،. كنيمبندي ميدسته

را در يك دسته قرار دهيم كه  ييهاگروهوارهآن ي همه ؛پذير باشدها وارونقرار دهيم كه عمل يكاني آن
3يها معادلهدر آن ( )x x x x x= ∗ ∗ يـا   ؛دقيقـاً داراي سـه جـواب باشـد     مـثلاً  يا پذير باشدحل =
τ(2,0)از نوع  Aهاي جبريدستگاهي همه  هـاي داراي ويژگـي  را در يك دسته قرار دهـيم كـه   =

   و وجودي استلزامي

2 3 2( ) ( 0 0) & ( )x A x x a A a a∀ ∈ = ⇒ = ∃ ∈ =  

از ايـن رو،   .را در يك دسته قرار دهـيم  τعضوي از يك نوع nهاي جبريي آن دستگاهيا همه. دنباش
   .آوريمزير را ميجامع تعريف 

)lgفرض كنيم  .تعريف  9.2.1 )τA هاي جبـري از نـوع  ي دستگاهي همهدستهτ  فـرض . باشـد 
ر د .)اسـت  ويژگـي به معني  Propertyيحرف اول كلمه P( ها باشدويژگياي از مجموعه Pكنيم
)lgگوييم كهصورت، مياين  )A τ∈A يكP- است اگر جبرA در داده شـده هاي داراي ويژگي
P باشد .  

  بحث در كلاس  10.2.1

 .شـود هاي جبر مطرح ميسراسر درسي مهمي را تذكر بدهيم كه در نكته ي بحث، بايدقبل از ادامه -1
، ولي نباشنداي داراي هيچ ويژگي ممكن استكند كه اي را معرفي ميهاي جبريدستگاه ،1.2.1تعريف 

بنابراين،  .جبر هستند -Pاز نوع ،ها سروكار خواهيم داشتاي كه با آنهاي جبريي دستگاهتقريباً همه
   :البته، اين تعريف نيز بسيار كلي است .طلبدتر شما را ميشود، توجه بيشهر جا صحبت از ويژگي مي

-كار ميتر مورد نظر هستند و در كاربردها بهبيشهاي جبري در دستگاههايي چه نوع ويژگي
  آيند؟

هاي جبري، در بحـث  انواعي از دستگاههاي اساسي مربوط به براي ايجاد انگيزه و كشف برخي از ويژگي 
  .زير شركت كنيد
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2يكـردن معادلـه  چگـونگي حـل   به كمـك يكـديگر   خواهيممي -2 5x+ را در دسـتگاه جبـري   =
( ; و دانيـد، قصـد مـا يـادآوري     كردن اين معادله را به خـوبي مـي  البته، روش حل. بررسي كنيم [+(

جوابي براي اين معادله  [∋x فرض كنيم.  ستا [ي عمل جمع درحقايقي در بارهبرجسته كردن 
  در اين صورت،. باشد

2                 )الف( 5 2 (2 ) 2 5x x+ = ⇒ − + + = − + 

)                             )ب( 2 2) 3x⇒ − + + =          

0                                        )پ( 3x⇒ + =                         

⇒3x                                               )ت( =                                    

  استفاده شده است؟ [درمل جمع حال ببينيم كه در هر مرحله از كدام ويژگي ع

توانيـد بگوييـد كـه    آيا مـي . با دو طرف تساوي جمع شده است −2 در اين مرحله، عدد صحيح )الف(
تعريفي عمـل  يكتايي مربوط به خوش بنابر ،روشن است، تساوي برقرار است؟ +بنابر كدام ويژگي عمل

   :[جمع در 

2 2
2 (2 ) 2 5

2 5
x

x
− = −⎧

⇒ − + + = − +⎨ + =⎩
  

2در اين مرحله، از تساوي )ب(  (2 ) ( 2 2)x x− + + = − + در حالت كلـي  . استفاده شده است +
  دانيم كهمي

))      +پذيريشركتويژگي ( , , ) ( ) ( )a b c a b c a b c∀ ∈ + + = + +]  

2تساوي )پ(  2 0− +   :است [در +ويژگي ديگري از عمل  =

))    قرينه وجود( ) ( ) ( ) 0 ( )a a a a a a∀ ∈ ∃− ∈ + − = = − +] ]   

   :در اينجا از ويژگي عدد صفر در ارتباط با عمل جمع استفاده شده است )ت(

))    صفر ويژگيو  وجود( 0 ) ( ) 0 0a a a a∃ ∈ ∀ ∈ + = = +] ]  

)ي بالا دركردن معادلهروش ديگر حل يك ;   :به صورت زير است [+(

                                 2 5 2 2 3x x+ = ⇒ + = +    
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⇒3x          )           از دو طرف 2حذف( =   

)به طور كلي در دستگاه جبري ;   :داريم [+(

))            +براي قانون حذف( , , )a b c a b a c b c∀ ∈ + = + ⇒ =]  

2يآيا معادله -3 5x+ نيز داراي جواب است؟ اگر چه پاسخ به اين سـؤال مثبـت اسـت و     `در =
3xروش اول بالا براي يافتنولي جواب معادله است،  3عدد طبيعي زيـرا عمـل   ! آيـد به كـار نمـي   =

وجـود   `و صـفر در  −2براي مثـال، . نيست [هاي عمل جمع دري ويژگيداراي همه `جمع در
كردن ايـن  ي كامپيوتري براي حلبرنامه يقيناً(بالا را انجام دهيم  )ت(تا ) الف(ندارند تا بتوانيم مراحل 

-در نظـر مـي   [درونرا  `شايد بگوييد كه، ابتدا. !)شوددچار مشكل ميبه روش اول  `درمعادله 
2يحال معادله. گيريم 5x+ متعلـق بـه   ) هـاي (كنيم و سپس جواببه روش بالا حل مي [را در =
تر، به هاي كليهاي جالبي است كه در حالتاين يكي از روش !بسيار عالي است! كنيمرا جدا مي `

 روش زيـر ايـن معادلـه را بـا اسـتفاده از     . گيـرد ، مورد بحث قرار ميو دروس ديگر جبر 3 ويژه در فصل
  : استفاده كنيد `در ويژگي حذفاز  .دكنميحل  `در +هاي عملويژگي

( , , )a b c a b a c b c∀ ∈ + = + ⇒ =`  

2يتوان معادلهنمي `در +يهااي از ويژگيهيچ دستهبا كنيم كه توجه مي      1x+  `را در =
قرار دهيم و معادله  [درونرا  `حتي اگر مشابه بالا توان؟مي آيا !و جوابي به دست آورد درحل ك
1xحل كنيم، جواب  [را در  =   . نيست `آيد كه متعلق بهبه دست مي −

بالا است،  )ت(تا  )الف( يهايي همتااز آنجا كه اتفاقاً عمل ضرب اعداد ناصفر گويا نيز داراي ويژگي -4
2همتاي ضربي 5x+ 2يعني = 5x /1در اينجـا ! حل كرد _توان به روش بالا دررا نيز مي = 2  

2ياسـت كـه معادلـه    روشن. كندنقش صفر را ايفا مي 1و  −2نقش 5x اي از را بـا هـيچ دسـته    =
   چطور؟ _ درون [به روش قرار دادن چرا؟! كردتوان حلنمي [هاي ضرب درويژگي

. بسـيار كلـي اسـت    9.2.1در تعريـف   مـذكور ويژگي ، مفهـوم  ديديمطور كه همان  .معادله  11.2.1  
براي نمونـه، در  . ها هستندمربوط به معادلهاي به گونهشوند، كه بيشتر مطرح ميها ي از ويژگيهايدسته

يمعادلـه  برقراري [در )ب(پذيري مذكور در بند شركت، 10.2.1هاي مطرح شده در بحث بين ويژگي
( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ در ايـن  . اسـت  x،y،z جـاي بـه  [انتخـاب از عضـوهاي   براي هر ∗

)گوييم كهصورت، مي ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗  سـور عمـومي  تنها بـا  زيرا (است،  اتحاد [در ∗
هـاي معادلـه ي دسـته پـذيري  مربوط به حل) پ(قرينه در بند  وجود؛ )توصيف شده است "براي هر"

0x a a x+ = = هـــايپـــذيري معادلـــهمربـــوط بـــه حـــل) ت(صـــفر در بنـــد  وجـــود و +
x a a a x+ = = ديد،  مكه خواهي به دلايلي. اين دو ويژگي اتحاد نيستندالبته  است، كه [در +
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ي نيـاز  به اختصار و بـه انـدازه  زير در  .هستند اي برخوردارهاي جبري از اهميت ويژهاتحادها در دستگاه
  . دهيممفاهيم را با مثال توضيح مياين اين كتاب، 

 1e ،2eنمـادي بـراي عملـي يكـاني، و     λهايي دوتايي، نمادهايي براي عمل ∗2،∗1فرض كنيم      
  هاي صوري در اين صورت هر يك از عبارت. هايي صفرتايي باشندنمادهايي براي عمل

1 2 2 1 1 2 3 1 2 3 1 1 1 1

1 2 3 1 4 3 2 2 4 1 2 2

, ( ) ( ) , ( ( ) )
( ( )) ( ( )) ( ( )) , ( ) ,
x x x x x x x x x x x x x e
x x x e x x e x x x x e

λ
λ

∗ = ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ =

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ = "
  

بـراي مثـال،   . است 1e،2eهايو ثابت، 1x،2x،3x،4xهايمتغيرها و حاصل از اين عمل معادلهيك 
1

1 2 1 2( ) 1x x x x− + − + =،1
1 2 1 2 1 0x x x x−− + + هـاي دوتـايي   هايي حاصل از عملمعادله =

دو و  1و 0)هـاي ثابت(تايي  -هاي صفرگيري، و عمليابي و وارونهاي يكاني قرينه، عملجمع و ضرب
هـاي بـه صـورت بـالا را يـك      هر عبارت در يك طرف تساوي .هستنددر اعداد حقيقي  2xو  1xمتغير
)1فرض كنـيم به زبان غير رسمي، تر، به طور كلي. گوييممي جمله , , )np x x⋅ ⋅ )1و  ⋅ , , )nq x x⋅ ⋅ ⋅ 
}1هـاي ي متغيـر مجموعـه هـا و  بالا باشـند كـه از عمـل   هاي مثالهايي مانند جمله , , }nX x x= " 

  در اين صورت، . اندساخته شده

  صوري تساويهر  )الف(

1 1( , , ) ( , , )n np x x q x x=" " 

}1هاياز متغير معادلهرا يك   , , }nX x x=   .ناميممي "

  داشته باشيم Aاگر براي دستگاهي جبري مانند  )ب(

1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )n n na a A p a a q a a∃ ∈ =" " "  

),...,(كه در آن  1 naap از جايگذاريia ها به جـايix  يهـا در جملـه),...,( 1 nxxp    بـه دسـت
1يگوييم كه معادلهميآمده است،  1( , , ) ( , , )n np x x q x x⋅ ⋅ ⋅ = ⋅⋅    .است پذيرحل Aدر ⋅

  داشته باشيم Aاگر براي دستگاهي جبري مانند )پ(

1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )n n na a A p a a q a a∀ ∈ =" " "  

1يگوييم كه معادلهمي  1( , , ) ( , , )n np x x q x x⋅ ⋅ ⋅ = ⋅⋅ اسـت، و   اتحـاد  ، يـا برقرار، درست Aدر ⋅
|نويسيم مي ( )A p q= |نويسيم، ميو در غير اين صورت= ( )A p q≠ اي از مجموعـه  Pاگر. =

)ي معادله طوري كه براي هر ها باشد بهمعادله )p q P= |داشته باشيم، ∋ ( )A p q= = -مـي ،  
A|نويسيم  P= .  
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1اگر  )ت( 1p q= ، . . .،k kp q=   هر عبارت به صورتمعادله باشند، آنگاه  

1 1( ) ( )p q p q= ⇒ 1يا     = 1( ) ( ) ( )k kp q p q p q= ∧ ∧ = ⇒ ="  

,1هربراي  اگرحال،  .ناميممي شبه معادلهيا  استلزامي نماي گزارهرا يك  , na a A∈" ،  

 1 1 1 1 1 1

1 1

( ( , , ) ( , , )) ( ( , , ) ( , , ))
( ( , , ) ( , , ))

n n k n k n

n n

p a a q a a p a a q a a
p a a q a a

= ∧ ∧ =

⇒ =

" " " " "
" "

  

1ي گوييم كه شبه معادلهمي 1( ) ( ) ( )k kp q p q p q= ∧ ∧ = ⇒ شـبه   برقرار يا Aدر "=
  .بالا 10.2.1 بحث )ت(مانند قانون حذف در بند  .است اتحاد

  
  

  2.1  تمرين
 

  دان نگيريتخودها را از نيلذت حل كردن تمر
  

)آيا .ي اعداد صحيح فرد استمجموعه Oفرض كنيد -1 ; )O )گروهواره است؟  + ; )O   چطور؟ ⋅

را در نظـر   Xمتشـكل از توابـع يـك بـه يـك روي      Aيمجموعـه . X=}3,2,1{فرض كنيـد  -2
  هاي آيا معادله .بنويسيدبا عمل تركيب توابع يك گروهواره است؟ جدول كيلي آن را Aآيا  د.بگيريد

f g g f=D D  يا( ) ( )f g h f g h=D D D D  

   .اتحاد هستند؟ پاسخ مثبت يا منفي خود را اثبات كنيددر اين گروهواره 

  :بررسي كنيد 1.1 از بخش 1هاي حاصل از تمرين هاي زير را براي عملمعادله يا نادرستي درستي -3
  

( ) ( )
x y y x

x y z x y z
∗ = ∗

∗ ∗ = ∗ ∗
  

  
  .بياوريد نقض مثال دارند،ن گرا ها را دارند، اثبات كنيد واگر اين ويژگي

)يجبرهاي دستگاه -4 ; ,1)A = )و `⋅ ; ,1)B = τ(2,0)، از نوع\⋅ بـا   .را در نظـر بگيريـد  ، =
  ي معادلهنشان دهيد كه هر دو شبه دليل

2 21 , 2 1x x x x x= ⇒ = = ⇒ =  
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)آيا هر دو در. هستند) اتحادشبه(برقرار  Aدر ; 4درنيز برقرار هستند؟  \⋅(1, 4( ; چطـور؟   [⋅(1,
  ، يعنيهامعادله نياجمعي  همتاي

2 0 , 2 2 0x x x x x= ⇒ = = ⇒ =  

)در  ; ,0)+]، ( : 4، يا \+(0, 4( ;    چطور؟ [+(0,

  

  

  تكوارهگروه و نيم  3.1
هـايي كـه   ويژگـي برخـي از  را برحسـب   τهاي جبري از يك نوعبيان شد كه معمولاً دستگاه 8.2.1در 

هـايي  در ويژگـي اي را كـه  جبري هايدستگاه 9.2.1كنيم و در تعريف ميو نامگذاري بندي دسته ،دارند
شـبه   ،اتحـاد  هـا بـر حسـب   سپس ديديم كه برخي از اين ويژگـي . ناميديم جبر -P،دنكنصدق مي

  . شوندمي طرحم هامعادله جواب وجود ، يا اتحاد
هـا بـه كمـك    هاي دو طـرف آن هايي هستند كه جملهها تساويمعادله كه ديديم 11.2.1 تعريفدر      

كه مطالعه خـواهيم  اي هاي جبريدستگاههاي اغلب از آنجا كه عمل. شوندساخته ميها و متغيرها عمل
در ايـن  را به مـرور  ها معادلهو شبه هالهدترين اين معاكرد، صفر، يك، و دوتايي هستند، برخي از متداول

و  كلاسـيك  هـاي جبر -Pسـپس برخـي از  . كنـيم ي بعدي نامگـذاري مـي  معرفي و براي مراجعهفصل 
 .دهـيم مـورد بحـث و بررسـي قـرار مـي      انـدكي و  ،كنيممينامگذاري نيز  را ترجديدتعدادي همچنين 

اي انجـام  هاي جداگانهدرس يا  3و  2هاي فصل هاي جبري درتر هر يك از اين دستگاهي عميقمطالعه
جبر بيشتر مطـرح   در دروسهاي جبري هستند كه از دستگاه صرفاً چند نمونهجبرها  -Pاين. شودمي
ي آن، چون علوم كامپيوتر، فيزيك، شيمي، مهندسي، اقتصاد، شوند و در سراسر رياضيات و كاربردهامي

  .آيندكار مي اي صريح و ضمني بهعلوم نانو، رياضيات زيستي، و از اين قبيل، به گونه
  

 هـا، همـراه بـا نامگـذاري آن    ∗هاي متداول مربوط بـه عمـل دوتـايي   برخي از معادله . تعريف  1.3.1

  از  اندعبارت
))  پذيريشركت( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗.  
x )پذيريتعويض( y y x∗ = ∗.  
x )خودتواني( x x∗ =.  
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ها و تركيب توابـع،  و ماتريسشناسيم، مانند جمع و ضرب اعداد هاي دوتايي كه ميبسياري از عمل     
 تقسـيم و صحيح روي اعداد  تفريقبسياري نيز، مانند البته  .كنندپذيري صدق ميي شركتدر معادله

  .آوريماز اين رو، ابتدا تعريف زير را مي. چنين نيستند ،\∗در
  

)يگروهواره. تعريف  2.3.1 ; )A  ،پـذيري در آن اتحـاد  شـركت ي معادلهناميم اگر مي گروهنيمرا  ∗
  يعني، . باشد

)        )اتحاد شركت پذيري( , , ) ( ) ( )a b c A a b c a b c∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  
       
τ(2)از نوع جبر -Pيك ،Aگروهكه هر نيم مكنيميتوجه       = اتحـاد بـودن    Pاست كه در آن  

( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ )گروهاگر نيم. است ∗ ; )A باشد، معمـولاً  نيز هاي ديگري داراي ويژگي ∗
آوريم و البته گاهي نامگـذاري جديـدي نيـز معرفـي     گروه ميي نيمها را به صورت پسوند واژهآن ويژگي

)گروهـي چـون  نـيم  گروه متنـاهي نيم براي مثال،. كنيممي ; )A  Aياسـت كـه در آن مجموعـه    ∗
)نيمگروهـي چـون  ) آبلييا ( پذيرگروه تعويضنيم. متناهي است ; )A ي معادلـه  آن دراسـت كـه    ∗

a,يعني، براي هر دو عضو. باشد اتحادپذيري نيز تعويض b A∈ ،a b b a∗ = -نيمهمچنين، .  ∗
 مشبكهنيم، كه آن را پذير خودتوانگروه تعويضنيمنامند، و نيز مي باند، كه آن را گروه خودتوان

پذير تعويضمتناهي، هاي صفتتوانيم روشن است كه مي. شوندبه صورت مشابه تعريف مينامند، نيز مي
  .گروهواره نيز قرار دهيمي واژهو خودتوان را پسوند 

  
  بحث در كلاس  3.3.1

)روشن است كه -1 ; )و [+( ; . پـذير هسـتند، ولـي خودتـوان نيسـتند     هـايي تعـويض  گـروه نيم [⋅(
)هايگروهواره ; )و `+( ;  چطور؟ `⋅(

nmهمراه با عمل توان `نشان دهيد كه -2 n m∗  1.3.1تعريـف  هـاي  يك از ويژگـي داراي هيچ =
  چطور؟همراه با عمل دوتايي تفريق  [يمجموعه .نيست

)يهردو گروهواره -3 ( ); )X℘ )و ∪ ( ); )X℘ ) مشـبكه نـيم (پذير و خودتوان گروه تعويضنيم ∩
)يگروهواره. هستند ( ); )X℘ Δ تفاضل متقارنكنيم كه عمـل  يادآوري مي چطور؟Δ    بـه صـورت

( ) \ ( )A B A B A BΔ = ∪ }هاي زير را براي جدول. شودتعريف مينيز  ∩ , }X a b=   كامـل
  :كنيد

{ } { } { } { }
? { } { } ? ? ? ?

{ } ? ? ? { } ? { } ?
{ } { } { } ? { } ? ? ?

? ? ? { } { } ?

a b X a b X
a b

a X a a
a b a X b
X X X X a b

∪ ∅ ∩ ∅
∅ ∅ ∅

∅
∅
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{ } { }

? { } ?
{ } ? ? ? { }
{ } ? ? ?

? { } ? ?

a b X
a X

a b
b
X b

Δ ∅
∅

∅

  
  

)هاي جبريدستگاه -4 ; )n n+]،( ; )n n⋅]،( / ; )n n≡ +] ،( / ; )n n≡ پذير گروه تعويضنيم [⋅
 . هستند، ولي خودتوان نيستند

تـوان  راحتـي مـي   با جدول كيلي داده شده باشد، بـه  Aمتناهي يدر مجموعه ∗اگر عمل دوتايي -5
-ولي بررسي شركتپذيري و خودتواني را با نگاه كردن به جدول معلوم كرد، صدق يا عدم صدق تعويض
}براي مثال، عمل زير را در . پذيري چندان راحت نيست , , }A e a b= درنظر بگيريد:  

  
e a b

e e a b
a a a e
b b e b

∗

  

  
يعنـي حاصـل   (پذيري برقرار است، زيـرا عضـوهاي درون جـدول    كنيد كه تعويضراحتي مشاهده مي به

متقــارن اســت، يعنــي) ي راســت پــاييني چــپ بــالا بــه گوشــهاز گوشــه(بــه قطــر نســبت ) ∗عمــل
x y y x∗ = توانيـد   مـي آيـا  حـال ببينيـد   ) چطور؟( هستخودتوان نيز  ∗در ضمن .اتحاد است ∗

البته  !كامپيوتري بنويسيد ايبرنامه شايد بهتر باشد نبودن اين عمل را معلوم كنيد؟يا بودن  پذيرشركت
عمـل  البته. پذيري وجود دارد، كه به مرور خواهيم ديدهاي غير مستقيم براي اثبات شركتگاهي روش

ــن∗ ــال در ايـ ــركت مثـ ــرا  شـ ــت، زيـ ــذير نيسـ ) پـ )a a b a b e∗ ∗ = ∗ ــه  = ــالي كـ در حـ
( )a a b a e a e∗ ∗ = ∗ = ≠ .   

  با جدولعمل آن اي كه كه گروهوارهنشان دهيد  -6 
  

e a
e e e
a a e

∗
 

  
ــيچ  ــده اســت در ه ــيمشــخص ش ــك از ويژگ ــف ي ــاي تعري ــدصــدق نمــي 1.3.1ه ــال، . كن ــراي مث ب

( )a e a a e a∗ ∗ = ∗ ).در حالي كه = )a e a a a e∗ ∗ = ∗ = 
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) هاي جبريدستگاه -7 ; )A )و ∗ ; )A x,، براي هر طوري كهرا در نظر بگيريد، به  ∗′ y A∈،  
   

,x y x x y y′∗ = ∗ = 
  
پـذير و خودتـوان   شـركت  ،)ساده ولـي مهـم  ( توانيد نشان دهيد كه اين دو دستگاه جبريراحتي مي به

|هستند ولي اگر  | 1A   .پذير نيستندتعويض، <
  

)فرض كنيم   .تعريف 4.3.1 ; )A leگوييم كه عضودر اين صورت، مي. باشد گروهواره ∗ A∈  يك
) هماني چپ ; )A aبراي هر گراست ا ∗ A∈،le a a∗ re؛ عضو= A∈   همـاني راسـت  يـك 

( ; )A aبراي هر است اگر ∗ A∈،ra e a∗ e عضو و ؛= A∈  يدوطرفه( همانييك (( ; )A ∗ 
aبراي هر است اگر A∈،e a a a e∗ = = ∗.  

  
  

  بحث در كلاس  5.3.1
اي بـه  ه ـمعادلـه ي همهي دسته مشترك جواب le هماني چپ ، عضوكنيم كه، براي مثالتوجه مي -1

xصورت a a∗ aاست، كه در آن  = A∈  .  
)ي عضو هماني گروهواره e به جاي اينكه بگوييم گاهي -2 ; )A همـاني   eگـوييم كـه   اسـت مـي   ∗

همچنـين،   .است [رهماني ضرب د 1و عدد  [در+يروشن است كه عدد صفر همان. است ∗عمل
 .پذير باشد، سه مفهوم بالا يكسان هستندتعويض ∗اگر عمل

nmآيا عمل توان -3 n m∗ عمـل   اسـت؟ ) دوطرفـه (داراي هماني چپ، راست، يا همـاني   `در =
 چطور؟ [تفريق در

  
كـه يـك    خواهيـد كـرد  ، مشـاهده  3.3.1بحث   7بند  در پاسخ به سؤال . بحث در كلاس  6.3.1

هماني راست داشته باشد، ولـي حتـي يـك    عضو عمل دوتايي در يك مجموعه ممكن است بيش از يك 
 همـاني هـاي  عضويك از انواع هيچ  `در +همچنين، عمل! عكسهماني چپ نداشته باشد، و برعضو 
. ي زير است كه اثباتي بسـيار سـاده دارد  كنيم، قضيهاي كه در اين فصل مطرح مياولين قضيه. ردرا ندا

و حل  هاي ديگرهستند كه در اثبات برخي از قضيه فنونيها حاوي قضيهتوجه كنيد كه اثبات برخي از 
ابتـدا  . كار ببريـد  بهها و حل تمرينها مرور در اثبات اين فنون را بياموزيد تا به. روندكار ميبه  هاتمرين

  .آوريمرا ميگذاريم، سپس كمي بعد آن ي شما ميعهده اثبات را به
  

همـاني راسـت  عضو و يك  leداراي يك عضو هماني چپ Aدر ∗عمل دوتايياگر .  قضيه   7.3.1
re باشد، آنگاهl re e=.  
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  بحث در كلاس  8.3.1
ي بـالا را  قضـيه (داشته باشد؟ ) دوطرفه(تواند بيش از يك عضو هماني مي Aدر ∗آيا عمل دوتايي -1

 !)دوباره ببينيد

پذير باشد، آنگاه روشن است كه سه مفهـوم همـاني   تعويض ∗اگر عمل دوتايي قبلاً نيز بيان شد كه -2
آن را بـا   )نـه لزومـاً  (پذير باشد، معمولاً تعويض ∗همچنين، اگر. هستندچپ، راست، و دو طرفه يكسان 

-مـي نيـز   عضو خنثيدهيم و آن را نشان مي 0و عضو هماني آن را، در صورت وجود، با نماد +نماد
  .  ناميم

  .دليل هر مرحله را بيان كنيد. به صورت زير است  7.3.1ي ي قضيهاثبات ساده -3
r l r le e e e= ∗ =  

 e، يـا  1 ،0هـايي چـون  با نمـاد آن را معمولاً  )در صورت وجود( عضو هماني يكتاييبا توجه به   -4
  .نيستند عددلزوماً  1و 0هاينماد البته در اينجا. دهيمنشان مي

  
) گروهنيم  .تعريف 9.3.1 ; )A   يعني،. هماني باشدعضو ناميم اگر داراي مي تكوارهرا  ∗

( ) ( )e A x A x e x e x∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = = ∗  
  
  .آوريممثال، مطلب بسيار مهم زير را مي ي چندقبل از ارائه     
  

كه با سـور عمـومي داده شـده     پذيريشركتكنيم كه ويژگي توجه مي . بحث در كلاس 10.3.1
داده شـده اسـت، و در نتيجـه     وجودي با سور عضو همانيوجود ، ولي ويژگي است اتحاد يك است،

شـوند از اهميـت   مـي  هـا داده اتحـاد  هايي كه به صـورت به مرور خواهيم ديد كه ويژگي !اتحاد نيست
هـا  هـا را بـر حسـب صـدق معادلـه     پذير باشد، ويژگياز اين رو، هر كجا امكان. خوردار هستندبر يبسيار

ازتكـواره   نـوع تـوان بـا تغييـر    خوشبختانه ويژگي وجود عضـو همـاني را مـي   . كنيممي بيان) اتحادها(
(2)τ τ(2,0) به =   .صورت زير، برطرف كردبه  =

  
)دستگاه جبـري  .)صورت دوم( تعريف 11.3.1 ; , )A e∗   (2,0)از نـوعτ همـراه بـا عمـل    را  =
  :زير در آن برقرار باشند هاياتحاد اگرناميم مي تكواره eصفرتاييو عمل  ∗دوتايي

))  شركت پذيري اتحاد( , , ) ( ) ( )x y z A x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗   
))    عضو همانيويژگي  اتحاد( )x A x e x e x∀ ∈ ∗ = = ∗  

  
به عنوان عملي صـفرتايي   eوجود) تر مورد پسند استبيش خواهيم ديد كه( تكواره تعريف در اين     

تـوان بـه   كنيم كه از هر يـك از ايـن دو تعريـف مـي    توجه مي .گنجانده شده استAدر ساختار جبري
  .، و ما آزادانه هر دو را به كار خواهيم بردديگري رسيد
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هـايي از  توانيـد مثـال  مـي ، هاي بـالا يا بحث 1با مراجعه به بخش  ،يقيناً . بحث در كلاس  12.3.1

  .آوريمحال چند مثال جديد مي. تكواره ارائه دهيد
)روشن است كه -1 ; )گروهاره است و نيموتك `×( ;  چرا؟ .تكواره نيست `+(

}مفرض كني. آوريممفهومي مهم ميو درك اين مثال را براي آموزش  -2 , }A e f= .  در اين صـورت
42تعداد همـراه بـا    Aيمجموعـه  چطور؟ .تعريف كـرد  توانمي اين مجموعه عمل دوتايي در =16

بايد عضو همـاني   fيا eبديهي است كه يكي از دو عضو ؟شودتكواره تواند ميها چند تا از اين عمل
  :در اين صورت، جدول كيلي ناقص زير را داريم. عضو هماني است eكنيم كه ابتدا فرض مي. باشد

  
1

?

e f
e e f
f f

∗
  

  
fدو انتخاب براي حاصل f∗ آينددست ميهاي زير به جدول و در نتيجه وجود دارد :  

  
1 2

,
e f e f

e e f e e f
f f e f f f

∗ ∗
  

  
پذيري عملي دوتايي كه با جدول كيلي داده شده همان طور كه قبلاً نيز بيان كرديم، بررسي شركت     
توانيـد بـا بررسـي    ، ميو حوصله وقت كمي با صرف ،ساده اين مثال در مورد. چندان ساده نيست ،است

)1 جبري پذيري، نشان دهيد كه هر دو دستگاهشركت ; , )A e∗ 2و( ; , )A e∗ روشـن  . تكواره هستند
-دسـت مـي  هاي زير به ، جدولانتخاب كنيمبه عنوان عضو هماني  eجاي را به fحرف است كه اگر

  : آيند
3 4

,
f e f e

f f e f f e
e e f e e e

∗ ∗
  

  
)3در اين صورت نيز ; , )A f∗ 4و( ; , )A f∗ تكواره هستند.  

ي جالب توجه اين است نكته. كنيدمشاهده مي ∗4با ∗2 و ∗3با ∗1 هاييقيناً تشابهي بين جدول     
. آيـد دست مـي  به ∗3را قرار دهيم، و بر عكس، همان جدول fحرف eبه جاي ∗1 كه اگر در جدول

  :ϕ،تغيير نام حروف يعني، تابع
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( )
x e f
x f eϕ  

  
هـاي گـوييم كـه تكـواره   ، مـي جالـب ي براي بيان اين پديده. كندتبديل مي ∗3را به جدول ∗1جدول
1( ; , )A e∗ 3و( ; , )A f∗  ًبـا  ! هسـتند  )يكسـان  ريخـت داراي عني ي( ريختيكيا  يكساناساسا

ي مناسبي براي بيـان ايـن مطلـب    بودن واژه ريختيك، هاكيلي اين تكوارهي هاتوجه به تشابه جدول
)2توانيد ببينيد كـه مي به همين ترتيب، اين طور نيست؟است،  ; , )A e∗ 4و( ; , )A f∗ريختيك 
 يا بـه جـدول   ∗2 را به جدول ∗1 توانيم جدولنمي دوسويي ولي با هيچ تابعاين طور نيست؟ . هستند

  !نيسـتند  ريختيكها هاي نظير اين جدولبه عبارت ديگر، تكواره  )!امتحان كنيد(تبديل كنيم  ∗4
فعـلاً   .كنـيم بررسي ميمعرفي و  ،گونهو رياضيتر ، دقيق5.1را در بخش  ريختييكمفهوم بسيار مهم 

  .واژه گوياي مطلب است، كافي استاين همين قدر كه 
  :ψ،تابع تغيير نام حروف به اعداد كه استمفيد بسيار  اين نكته نيزبيان ، 2ي بند در ادامه -3
  

( ) 0 1
x e f
xψ

  

  
2 يرا به جدول تكواره ∗1جدول  2( ;   يعني ،[⊕(

  
2 0 1

0 0 1
1 1 0

⊕
  

  
)1پس. پذير استدانيم شركته ميك، كندتبديل مي ; )A بـه همـين    چطـور؟  .پذير استنيز شركت ∗
)3توانيد جدول كيليترتيب مي ; )A 2را به جدول ∗ 2( ; )2هـاي و جدول [+( ; )A )4و  ∗ ; )A ∗ 
2در 2 يعمل همنهشتي ضرب به پيمانه كيلي را به جدول 2( ;   يعني، [⋅(

  
2 0 1
0 0 0
1 0 1

⋅
  

  
ايـن  البتـه،   ؟!جالـب بـود، نبـود   . پذير هستندنيز شركت ∗4و  ∗2تبديل كنيد و نتيجه بگيريد كه 

  .هستند ريختيكنيز ها اين تكوارهدهند كه مطالب همچنين نشان مي
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همـراه بـا عمـل دوتـايي     `روشـن اسـت كـه   . توجـه اسـت   اي جالـب اين مثال نيز شـامل نكتـه   -4
min{ , }m n m n∗  ي جالب اين است كه اگـر نكته . )چطور؟(گروه است، ولي تكواره نيست نيم =

}بيفزاييم و `را به ∞مانندي نماد }∞ = ∪ ∞` نظر بگيريم، و تعريف كنيم كه براي هررا در  `
n∈`،n < }minو در نتيجه، ( ،∞ , }n n n∗∞ = ∞ )آنگـاه ، )= ;min)∞`  اي بـا  تكـواره
 .كاربرد داردنظري اين تكواره در علوم كامپيوتر  !شودمي ∞هماني

)بدون عضو همانيدلخواه گروه ، هر نيم4بند با مشابه -5 ; )A  ،به اصطلاح ،توان به يك تكوارهرا مي ∗
 الحـاق  Aرا بـه  كنـيم و آن انتخاب مـي  Aخارج از eي چوننمادبه اين صورت كه، . داد گسترش

}كنيم، يعنيمي }eA A e=   كنيم كهحال تعريف مي. دهيمرا تشكيل مي ∪
( )ex A x e x e x∀ ∈ ∗ = = ∗  

)در اين صورت،  ; , )eA e∗ تكواره است.  
كارايي  البته ها قايل نشديم، كههيچ ارتباطي بين عمل) 5.2.1تعريف ( يكاني جبركلي  در تعريف  -6

يكـاني  دسـتگاه جبـري   گروه يـا تكـواره،   ، با استفاده از يك نيمحال. دهددستگاه مينوع تري به اين كم
-اين دستگاه جبري، جامع( .كنداي اين نقص را برطرف ميبه گونهكنيم كه را معرفي ميبسيار مفيدي 
و جبـر   هـاي ديگـر جبـر   است، كه به تفصيل در درس مدولو  فضاي برداريهاي جبري تر از دستگاه

علـوم   ،در علـوم انسـاني   جبـري  هاي ايـن دسـتگاه  كاربرد ).پيوست را ببينيد. مطالعه خواهند شد خطي
مطـرح  در آن كـه حركـت و تغييـري     ايلهئمسهر در و  ،مهندسيم تجربي، علو علوم كامپيوتر، رياضي،
وجـود دارنـد كـه ايـن نـوع       هاي ايراندانشگاهدر  يدانـان خوشبختانه رياضي. است بسيار زيادباشد، 
  .برندبه كار ميصرفاً كنند يا مي هاي جبري را مطالعهدستگاه

)فرض كنيم      ; , )M e∗  وتكوارهA  هـر  بـراي اگـر  . مجموعـه باشـدx M∈     يـك عمـل يكـاني
:xl A A→  وجود داشته باشد، آنگاه دستگاه يكـاني( ; ( ) )x x MA l معمـولاً،  . آيـد بـه دسـت مـي    ∋

)حاصل )xl a چپ) كنشيا (گذاري انتقال نماد را باxa آوريمتعريف زير را مي و دهيمشان مين.  
  

)فرض كنيم  .تعريف 13.3.1 ; , )M e∗   بـا عضـو همـاني   يك تكـوارهe وA  هـر  . مجموعـه باشـد
)دستگاه يكاني ; ( ) )x x MA l  -M،اتوماتـا  -M ،دسـتگاه  -Mيـا  ( مجموعـه  -Mيـك را  ∋

x,ناميم اگر براي هرمي چپ  )انتقال هدستگا -M،كنش y M∈  و هـرa A∈ ، اتحـاد زيـر   دو
  :برقرار باشند

))الف( ) ( )x y a x ya∗ )يعني،[                    .= ) ( ( ))x y x yl a l l a∗ xيا = y x yl l l∗ = D[.  
ea  )ب( a=.                                     ] ،يعني( )el a a=  ياe Al id=[.  
  

 بحث در كلاس  14.3.1

)يتكوارهروشن است كه هر  -1 ; , )M e∗  يكخودM- در اينجـا، بـراي هـر    .اسـت  مجموعهx  در
xهمان حاصل M،xaيدر مجموعه aو هر Mيتكواره a∗ يدر تكوارهM است:  
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:x

x M

l M M
a xa x a

∈

→⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∗⎝ ⎠6

  

  
)هاي يكانيعمل يخانوادهكنيم كه توجه مي -2 : )x x Ml A A   تابعي به صورت →∋
  

( , ) ( ( ))

l

x

M A A
x a xa l a

× ⎯⎯→
=6

  

  
دانان براي تعريـف از اين رو، اغلب رياضي. )ببينيدنيز را  2.1.1بحث  4بند ( دهد، و برعكسبه دست مي

M- هاي ديگر جبـر خواهيـد   در درسفضاي برداري يا مدول، كه  مشابه آن، براي تعريف و( مجموعه
طـور   هـاي يكـاني را بـه   عمـل  lولي ما چنين نكرديم، زيرا تابع. كنندتابع استفاده مي نوع ، از اين)ديد

را بـه   )هاي ديگـر، فضـاي بـرداري و مـدول    يا در درس(مجموعه  -Mكند تا بتوانيمصريح نمايان نمي
  .ببينيم 1.2.1از نوع تعريف  دستگاه جبري صورت

ــا تعريــف  -3 xr:ب A A→  بــه صــورت( )xr a ax=بــه  )ب(و  )الــف(هــاي ، و تغييــر اتحــاد
( ) ( )a x y ax y∗ aeو = a=،M- راستي مجموعه ( ; ( ) )x x MA r      .   آيدبه دست مي ∋

  
2يتكــواره -4 2( ; )M = },{را در نظــر بگيريــد و فــرض كنيــد[+ baA هــاي يكــانيعمــل. =
AAl AAlو 0:→   .كنيمزير تعريف مي به صورت را1:→

  

0

1

a b
l a b
l b a

 

0aيعني،  a= ،0b b= ،1a b=،1b a= . نشان دهيد كـه ),;( 10 llA  يـكM-   مجموعـه
idllتوجـه كنيـد كـه   . است =11 D . اگـرM  2يرا تكـواره 2( ; گيـريم، آيـا بـاز هـم     در نظـر ب  [⋅(

},{ baA   ؟مجموعه است -Mبا همان عمل بالا =
)يتكواره -5 ; ، مجموعـه اسـت   -[ي اعداد گويا يـك مجموعهنشان دهيد كه  .را در نظر بگيريد[+(

nl:هاي يكانيعمل كه در آن →_ )به صورت _ )nl q nq= دنشوتعريف مي.   
  

  3.1 تمرين
 

  است     تلاشم آنچنان استهوشم نه چنان 



45 
 

 
  
  .باشدو هر عضو آن خودتوان  پذيركه تعويض بياوريدمثالي از يك تكواره  -1

بـه طـوري كـه    داشـته باشـند  وجود  yو xكه در آن عضوهايي چون بياوريدمثالي از يك تكواره  -2
1=xy 1ولي≠yx.  

   را در نظـر بگيريـد و عمـل    Xيهـاي روي مجموعـه  ي رابطههمه متشكل از XR)(يمجموعه -3
  تركيب را به صورت

}),(,),(,:),{( RyzSzxzyxSR ∈∈∃=D  

)),((آيـا  . روي آن تعريف كنيد DXR  ياگـر بـه جـاي مجموعـه     گـروه اسـت؟ تكـواره چطـور؟    نـيم      
)(XRي، مجموعه)(XE  يارزي روي مجموعـه هـاي هـم  ي رابطهاز همهمتشكلX   را در نظـر

)),(( بگيريم، آيا DXE گروهواره است؟  

nmهمراه با عمل توان `دهيد كهنشان  -4 n m∗   1.3.1هاي تعريف يك از ويژگيداراي هيچ =
  همراه با عمل دوتايي تفريق چطور؟ [يمجموعه. نيست      

)يهردو گروهواره -5 ( ); )X℘ )و ∪ ( ); )X℘   )مشبكهنيم(پذير و خودتوان گروه تعويضنيم ∩
)يگروهواره. هستند      ( ); )X℘ Δ هر سه عمل چطور؟∩،∪،Δ در( )X℘  داراي هماني  
 !ها را مشخص كنيدآن. هستند) دوطرفه(     

)هاي جبري دستگاه -6 ; )A )و ∗ ; )A x,طوري كه، براي هر را در نظر بگيريد، به  ∗′ y A∈ ،  
,x y x x y y′∗ = ∗ = 

دست جالبي به  هايراست، يا دوطرفه هستند؟ پاسخهاي جبري داراي هماني چپ، آيا اين دستگاه      
  ! آوريدمي
  
nmآيا عمل توان -6 n m∗   است؟ عمل) دوطرفه(داراي هماني چپ، راست، يا هماني  `در =

 چطور؟ [تفريق در     

2فرض كنيد كه -7 2( ; )M = كه  fيكاني عمل ا يكب Aمجموعه چون نشان دهيد كه هر  .[+
idffشرطدر  =D به صورت توانميكند را صدق مي),;( fidA تبـديل  مجموعه  -[2يك به
  .كرد

)ي تكــواره -8 { };min, )M = ∪ ∞ }min{را در نظــر بگيريــد، كــه در آن `∞ nm,  همــان
ي بــــه صــــورتنشــــان دهيــــد كــــه هــــر زيرمجموعــــه. اســــت nو mكوچــــك تــــرين 

{ : } {1,2, , }k x x k k↓ = ∈ ≤ =`   .مجموعه است -Mيك minبا همان عمل …
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)نشان دهيد كه. يك تكواره باشد Mفرض كنيد -9 )M℘  بـه  ) موسـوم بـه تقسـيم   (همراه با عمل
ــورت }صـــ : }m X s M sm X⋅ = ∈ ــت -Mيـــــك ∋ ــه اســـ ــل .مجموعـــ ــا عمـــ بـــ

{ : }mX mx M x X= ∈   چطور؟ ∋
)ي تكواره -10 {0}; )M = ∪  مجموعـه چـون   -Mنشـان دهيـد در هـر   . را در نظر بگيريـد  `+

( ; ( ) )x x MA l 1داريم ∋
n

nl l=1، كه در آن
nl 1تركيبl يبا خودش به اندازهn بار است.  

  
  

  ، حلقه، و مشبكهگروهشبه ،گروه  4.1
  

τ(2)از نوع  يكي( حلقهو  گروهكلاسيك مهم   جبر -Pدو براي نمونه، در اين بخش، و ديگري  =
τ(2,2)از نوع  τ(2)يكـي از نـوع  ( مشـبكه و  گروهشبهتر مدرنو مهم  جبر -Pو دو) = و   =

τ(2,2)ديگري از نوع تـرين  هـاي جبـري گـروه و حلقـه از قـديمي     دسـتگاه . كنـيم را معرفي مي) =
 تـر و بـيش  هاي ديگـر جبـر مـورد مطالعـه    و در درس 3و  2 هايهاي جبري هستند و در فصلدستگاه
از  در علوم مـدرن  كاربردهاي فراواني گروه و مشبكه نيزتر شبههاي جديددستگاه. گيرندتر قرار ميدقيق

زيـر را   جـامع  ابتـدا مفهـوم  براي معرفي گروه، . دندارو آمار  هندسه، ،علوم كامپيوتر ،جمله در تركيبيات
  .آوريممي
  

در ايـن  . باشـد  eهمـاني عضـو  داراي  Aيمجموعـه  در ∗فرض كنيم عمل دوتايي . تعريف 1.4.1
aگوييم كه عضوصورت، مي A∈  چون واروني چپدارايla A∈   اسـت اگـرla a e∗ داراي ؛ =

raچون واروني راست A∈ است اگرra a e∗ aچون)  دوطرفه( وارونداراي و  ؛= A′∈  است
aاگر a e a a′ ′∗ = = ∗.  
  

  بحث در كلاس  2.4.1
همچنـين، بـه زبـان    . ايـم را براي وارون دوطرفه بـه كـار بـرده    واروني ساده يتوجه كنيد كه واژه -1

aيجواب معادله aاي، براي مثال، وارون راستمعادله x e∗ ابتـدا وجـود يـا عـدم وجـود      . اسـت  =
هـايي  كنـيم و مثـال  از فرصت استفاده مـي  ، سپسايم، بررسيهايي كه ديدهها را در برخي از مثالوارون

  .آوريمميجديد نيز 
، nهمچنين، براي هر عـدد صـحيح   . است [جمع درعمل روشن است كه عدد صفر عضو خنثي  -2

)وارون آن است، زيرا  −nعدد صحيح  )n n n n− + = = + −D .كنيم كه اين نكته را نيز بيان مي
  .بريمكار ميجاي وارون به را به  قرينهي نشان دهيم، معمولاً واژه ه صورت جمعيرا ب ∗اگر عمل
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4روشن است كه هر عضو در -3 { ,1, 2,3}=] D داراي  قرينـه   +4نسبت به عمل جمع همنهشتي
نسـبت بـه ضـرب     2و  Dولـي   چـرا؟  .ي خودش اسـت قرينه  2 و 3ي قرينه 1 عدد براي مثال،. است

  .وارون ندارند ⋅4همنهشتي
8آيا هر عضو -4 {1,3,5,7}C داراي وارون  ،⋅8، يعنـي 8ي ضرب همنهشتي بـه پيمانـه   نسبت به =

، زيـرا  وارون خـودش اسـت   3بـراي مثـال،    .مشـخص كنيـد   ،وارون داردي را كـه  است؟ وارون هر عضو
83 3 1⋅ نسـبت بـه ضـرب     [n حـدس بزنيدكـدام عضـوهاي   . جدول كيلي اين عمل را بنويسـيد  .=

 ! هستندداراي وارون  ⋅nهمنهشتي

)فرض كنيد -5 )F X ي توابع رويي همهمجموعهX )ازX بهX (روشن است كـه عمـل   . است
)عملي دوتايي در Dتركيب توابع  )F X يدر تكـواره  نـوع تـابع  حال تعيـين كنيـد كـه كـدام     . است

( ( ); )F X D  استداراي وارون چپ، راست، يا دوطرفه . 

}يدر مجموعه ∗جدول كيلي زير را براي تعريف عمل -6 , , , , }A e a b c d= در نظر بگيريد .  
  

e a b c d
e e a b c d
a a e e e d
b b e e c d
c c a e c d
d d d d d d

∗

 

     
)در عضو هماني eروشن است كه      ; )A aحال چون. است ∗ c e∗ cولـي  = a e∗  c، پـس ≠

، وارون هـردو ، bو aكنـيم كـه  مشـاهده مـي  ! آن نيسـت  چـپ است ولي وارون  a راستيك وارون 
  . هيچ نوع واروني ندارد dهمچنين، !هستند a )يدوطرفه(

وارون  از يك بيشدهند كه يك عضو نسبت به يك عمل دوتايي ممكن است ها نشان مياين مثال -7
  !باشد ،نوع واروني نداشته هيچ، يا اصلاً داشته ،دوطرفهحتي چپ، راست، يا 

كه وارون راست يا چپ يك عضو منحصر  رده باشيمتعجب نكبالا  6بند مثال با ديدن ممكن است  -8 
كـه وارون چـپ توابـع يـك بـه       ديده بوديمدر درس مباني علوم رياضي براي مثال، زيرا، ( نيستبه فرد 

كـه    نديده بوديم جـدول  اينقبل از  ولي) منحصر به فرد نيستندلزوماً يك، يا وارون راست توابع پوشا، 
)هاي دستگاه جبريالبته، گاهي ويژگي! وارون دوطرفه منحصر به فرد نباشد ; , )A e∗ كنـد  ايجاب مي

ي جالب زير براي مثال، قضيه. باشد نيز هر عضو، در صورت وجود، منحصر به فرد )يدوطرفه( كه وارون
اثبـات نيـز    فنبـه  (دهد ، يكتايي وارون را نتيجه مي∗عمل دوتايي پذيريشركترا ببينيد كه چطور 

  .!)توجه كنيد
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) فرض كنيم  . قضيه  3.4.1 ; , )A e∗  در اين صورت. باشد )شركت پذير( تكواره، 
aاگر -1 A∈  مانندداراي يك وارون چپla مانند و يك وارون راستra باشد، آنگاهl ra a=. 
aاگر -2 A∈  باشد، آنگاه وارون آن منحصر به فرد است )دوطرفه(داراي وارون.  
  

 اثبات
  :)پذيري توجه كنيدبه كاربرد شركت( دليل هر مرحله را بنويسيد. شودبه صورت زير اثبات مي -1
   

( ) ( )l l l r l r r ra a e a a a a a a e a a= ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ =  
  

 ז چطور؟. شودنتيجه مي 1بلاواسطه از  -2
  

  بحث در كلاس  4.4.1
و يـك وارون   aداراي يـك وارون چـپ چـون    c، عضو2.4.1بحث  6توجه كنيد كه در جدول بند  -1

bاست ولي bراست چون a≠ .  ،همچنـينa    ولـي ايـن مطالـب    . بـيش از يـك وارون دوطرفـه دارد
  براي مثال، : پذير نيستشركتدر آن جدول  ∗ي بالا نيستند، زيرا عملمتناقض قضيه

  
( )a a b a e a∗ ∗ = ∗ )ولي = )a a b e b b∗ ∗ = ∗ =.  

  
)ي با همانيگروهواره -2 ; , )A e∗  جـدول كيلـي آن بـه     و، ارائه داديـم  3.3.1بحث   5بند در را كه

  :صورت زير است، در نظر بگيريد
e a b

e e a b
a a a e
b b e b

∗

  

   
توانيد نشان پذير نيست، ولي به راحتي ميشركت ∗ديديم، عمل دوتايي 3.3.1همان طور كه در بحث 

دهد كه اگر چـه، بـا توجـه    اين مثال نشان مي !است منحصر به فردداراي وارون  Aدهيد كه هر عضو
  . پذيري براي يكتايي عضو وارون كافي است، ولي لازم نيستشرط شركت ،3.4.1ي به قضيه

در هـاي جبـر يـا    در درس(احكام دهند كه هميشه بايد در اثبات مي هشدارها ها و تذكراين مثال  -3
كنيم و ببينيم كه آيا با هايي استفاده ميدقت كنيم كه از چه فرض) و غير رياضي هر درس ديگر رياضي

 .نيستحذف يك يا چند فرض ، باز هم حكم برقرار است يا 
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همـاني  عضـو   خـود  ويژگيصرفاً از   6.3.1ي توجه كنيد كه در اثبات يكتايي عضو هماني در قضيه  -4
 .نقشي در آن نداشت ∗ا نبودنيپذير بودن استفاده شد و شركت

بـه هـر دليلـي     aاست و اگر وارون  وارون پذيرگوييم داشته باشد، مي دوطرفه اگر عضوي وارون -5
نشـان داده   +و اگر نماد عمل را بـا  (  دهيمنشان مي −1aرا با  aمنحصر به فرد باشد، معمولاً وارون

  .)دهيمنشان مي −aناميم و با را قرينه مي aياشيم، معمولاً وارون
      

5x يمعادلـه . بـه مـرور مطـرح خـواهيم كـرد     ها را چند ويژگي ديگر عمل      را بـه ايـن دليـل     2=
)ي نتوانستيم در تكواره ; به همـين  ! در اين دستگاه با معني نبود 2/1كنيم كه عضوي چون  حل [⋅(

aي به صورت توانيم هر معادلهدليل لزوماً نمي x b∗ yيا  = a b∗ ) يرا در تكواره = ; )A حل  ∗
) دسـتگاه جبـري   هايدر زير، با الگو قرار دادن ويژگي .)مثالي بياوريد( كنيم ; ، دسـتگاه جبـري   [+(
  !شوندميها در آن حل كنيم كه اين معادلهرا معرفي ميو كلاسيكي  ، تاريخي،مهم

  
)گروه نيم . تعريف 5.4.1  ; )G باشـد و هـر عضـو آن     همـاني ناميم اگر داراي عضـو  مي گروهرا  ∗

  :مي ناميم گروهزير باشد،  ويژگيسه اي را كه داراي به عبارت ديگر، گروهواره. داشته باشد وارون
)) پذيريشركت اتحاد( )1گ( , , ) ( ) ( )x y z G x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  
)) عضو هماني وجود( )2گ( ) ( )e G x G x e x e x∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = = ∗  
1) هاوارونوجود  ()3گ( 1 1( ) ( )x G x G x x e x x− − −∀ ∈ ∃ ∈ ∗ = = ∗  

      
هاي جبري  بودند كه  به صـورت اصـل موضـوعي تعريـف و مطالعـه      از اولين دستگاهشايد  هاگروه     

در اينجـا  . كنـيم مطالعه مـي هاي ديگر جبر و در درساين كتاب  2فصلها را به تفصيل در گروه. شدند
  .كنيمصرفاً به چند مثال و تذكر اكتفا مي

  بحث در كلاس  6.4.1
پـذير بـودن   ، عضو هماني در هر گروه منحصر به فرد است و بنـابر شـركت  7.3.1ي با توجه به قضيه -1

  ).ببينيدرا  3.4.1ي قضيه(عمل دوتايي گروه، هر عضو در گروه وارون يكتا دارد 
گيري را ، اگر عضو هماني را به عنوان عملي صفرتايي و وارونتكواره 11.3.1مشابه تعريف  )اختياري( -2

  عملي يكاني چون

1

G G
x x−

→

6
  

  
، آنگـاه  )تعريف به دست دهدكند كه اين ضابطه تابعي خوشها ايجاب مييكتايي وارون( در نظر بگيريم 

)1توانيم دستگاهي جبري چـون گروه را مي ; , , )G e−∗ τ(2,1,0)از نـوع    ⋅ و ، در نظـر بگيـريم   =
 سـه  را حذف كنيم و در نتيجه اصول معـرف گـروه را بـه صـورت     )3گ(و  )2گ( درهاي وجودي سور
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بـه ويـژه    ،تريبيششوند طرفداران ها داده ميهايي كه به كمك اتحاداين نوع تعريف .بيان كنيم تحادا
  .دارند نظري، در علوم كامپيوتر

اجـازه  . ها گروه هستندهايي كه تاكنون آورديم كدامتوانيد تشخيص دهيد كه از مثالبه راحتي مي  -3
ي توابـع، توابـع   ي همـه ، به ترتيب، مجموعهXS، وXF،XMفرض كنيد .بياوريم ديگريدهيد مثال 

عمل دوتايي همراه با  XMو XFدر اين صورت، اگر چه. باشند Xيك به يك، و توابع دوسويي روي
تحـت تركيـب توابـع     XSنشان دهيد كه .)چرا؟( ندلزوماً گروه نيست، ولي هستندتركيب توابع، تكواره 

  .گروه است
  

ايـن دسـتگاه جبـري    . كنـيم را معرفي  گروهشبهدستگاه جبري خواهيم ميحال  . گروهشبه 7.4.1
، )در علـم آمـار  (  هـا و طرح آزمايش ، هندسه،تركيبياتعلوم كامپيوتر،  هايي مفيد، براي مثال دركاربرد
   .اصول موضوع آن مفيد هستندمعرفي آوريم كه براي درك و دليل ابتدا مطالبي را مي. دارد
گـروه و  بـه   شبيه ايبه گونه انتظار داريمبناميم،  گروهشبه خواهيم اين دستگاه جبري رامي چون     

ي مفيد زير را، كه معادلي ابتدا قضيه .باشد گروه، مفهوم با اصول موضوع آن در ارتباط، و در واقع تعميم
كه تماماً مربوط بـه  ، 2فصل درآن را  جالب اثباتالبته ( كنيمبيان ميكند، گروه مطرح ميتعريف براي 

  .)آوريممي ،گروه است
  

)فرض كنيم   .قضيه  8.4.1 ; )G گـروه اسـت اگـر و      Gدر اين صـورت، . باشد ناتهي گروهينيم ∗
a,هر  رايتنها  اگر ب b G∈هاي خطي، هر يك از معادله*a x b= وy a b∗  پذيرحل Gدر =

  . باشد )داراي جواب(
  

ولي، قبل از . آيددست ميي بالا به بسيار مفيد و جالبي از قضيهي نتيجه . بحث در كلاس  9.4.1
  پرداختن به آن،

)نشان دهيد كه در گروه  -1 ; )G aهـاي ، جواب هر يك از معادلـه ∗ x b∗ yو = a b∗ = يكتـا    
aجـواب  dو cكنيم كـه هـر دو عضـو   ميدر اين موارد  فرض كنيم كه يادآوري مي. است x b∗ = 

aيعنيهستند،  c b a d∗ = = -مـي نشـان  ، )3گ(-)1گ(، سپس با استفاده از تعريف گـروه  ، و∗
c دهيم كه d= )دهيد نشان.( 

و aفرض كنـيم . كنيمبيان مي ،آيدي بالا به دست ميكه از قضيهرا ي جالب و مفيدي حال نتيجه -2
b  متناهي(عضو گروه(G در اين صورت،. باشند 

aيوجود و يكتايي جواب معادله )الف( x b∗ = ، هـر  Gكند كه در جدول كيلـي گـروه  ايجاب مي  
bعضو G∈  بار در سطر مربوط بهدقيقاً يكبايدa  شودظاهر!  

yي به همين ترتيب، وجود و يكتايي جواب معادله )ب( a b∗ bدهد كه هر عضونشان مي = G∈ 
   !جالب بود چطور بود؟! شودظاهر مي aبار در ستون مربوط بهدقيقاً يك



51 
 

  
  .يمنامچنين جدولي  را مربع لاتين مي

  
}دوتايي درعمل  16ديديم كه از تعداد  12.3.1  بحث 2بند در  -3   , }A e f= جـدول   4 از ، تنهـا

  :  آيددست مي زير تكواره به

1 2 3 4e f e f f e f e
e e f e e f f f e f f e
f f e f f f e e f e e e

∗ ∗ ∗ ∗
 

      
 دهند؟ درست حـدس زديـد،  دست مي گروه به ،هاكدام جدولبگوييد كه حال با استفاده از مطالب بالا، 

اساسـاً  هاي مربـوط بـه ايـن دو جـدول     ديديم كه تكواره 12.3.1در همان بحث . ∗3و ∗1هاي جدول
  .هستند) ريختيك( يكسان

بـالا روي جـدول زيـر     2بند  )ب(و  )الف(را با توجه به دو شرط  12.3.1اگر روش مذكور در بحث  -4
  اعمال كنيد

? ?
? ?

e a b
e e a b
a a
b b

∗

 

  ! شودمشاهده خواهيد كرد كه اين جدول تنها به صورت زير كامل مي
  

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

∗

  

  
شـركت پـذير بـودن ايـن عمـل را      فعـلاً   ي اصلي ايـن بحـث،  ، براي منحرف نشدن از نكتهاگر(بنابراين 
  توانيم بگوييم كه مي ،)را ببينيداين بخش  3 تمرين، بپذيريم

  3، 2،  1 هاياز هر يك از مرتبه ريختي، تنها  يك گروهاساساً، يعني تا حد يك
  !داريم

. را  تعريـف كنـيم   گـروه شبهحال آماده هستيم كه مفهوم . دهيمادامه مي  2اين بحث را در فصل     
  .تعميم مفهوم گروه است گروهشبه ،8.4.1ي خواهيم ديد كه، با توجه به قضيه
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)) پذير و نه لزوماً داراي عضـو همـاني  نه لزوماً شركت(ي گروهواره  .تعريف  10.4.1 ; )Q  شـبه  را ∗
a,ناميم اگر براي هـر مي گروه b Q∈   هـاي ، هـر يـك از معادلـهa x b∗ yو  = a b∗  Qدر =

a,براي هر  يعني، .داشته باشد منحصر به  فردجواب  b A∈،  
) )الف( ! )c A a c b∃ ∈ ∗ )) ب(          = ! )d A d a b∃ ∈ ∗ =  
  

  بحث در كلاس  11.4.1
)) متناهي( گروهشبهتعريف ، 9.4.1بحث  2با توجه به بند   -1 ; )Q كنـد كـه  جـدول آن    ايجاب مي ∗

ولي،  .است )متناهي( گروهمعرف يك شبه) متناهي(هر جدول لاتين  و بر عكس ،باشديك جدول لاتين 
روشن است كه جدول كيلي هر گروه متناهي نيز يك جدول لاتين است، آيا هـر جـدول لاتـين     اگر چه

  : جدول لاتين زير پاسخي منفي به اين سؤال است معرف يك گروه است؟
  

a b c
a c a b
b b c a
c a b c

∗

  

   چرا؟. پذير استنه هماني دارد و نه شركت ∗عمل كنيم كهتوجه مي
  .آوريممثال زير را ميچند . گروه فراوانندهاي شبهمثال ،1با توجه به بند  -2
  .گروه استروشن است كه هر گروه يك شبه )الف(
) )ب( ;   .گروه استشبهيك  همراه با عمل تفريق [−(
)هايهر يك ازگروهواره )پ( ; )∗ )و _÷ ; )∗   .نيز شبه گروه است ولي گروه نيست \÷
)گيريهمراه با عمل معدل \ )ت( ) / 2x y x y∗ =   .است، ولي گروه نيست گروهشبه نيز +
در خواهند افـراد شـركتي را   مي 7تا  1هاي هفت مدرس به شماره مفرض كني) هاطرح آزمايش( )ث(

-عهـده مـي   در هر روز هفته، گروهي سه نفره كار تعلـيم را بـه  . تعليم دهند) شنبه تا جمعه(يك هفته 
  :شوندبه صورت زير با هم ظاهر ميهفته در يك روز  تنهاطوري كه هر دو مدرس گيرند به 

  
 روز هفته    گروه سه نفره                                                      

     6،4،2شنبه                                                       
  5،4،1يكشنبه                                                   

  7،4،3دوشنبه                                                    
   3،2،1شنبه          سه                                         
  7،5،2چهارشنبه                                                

  7،6،1پنجشنبه                                                 
  6،5،3جمعه                                                    
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)گروه متناظر با شبه) طرح آزمايش(ريزي اين برنامه ; )Q هـا  ي مـدرس مجموعه Qاست، كه در آن ∗
xشود كهبه اين صورت تعريف مي ∗است و x x∗ xو = y z∗ در  x،y،zهايهرگاه مدرس =

              :صورت زير استگروه بهجدول كيلي اين شبه. يك روز تدريس كنند
  

1 2 3 4 5 6 7
1 1 3 2 5 4 7 6
2 3 2 1 6 7 4 5
3 2 1 3 7 6 5 4
4 5 6 7 4 1 2 3
5 4 7 6 1 5 3 2
6 7 4 5 2 3 6 1
7 6 5 4 3 2 1 7

∗

  

  
  . پذير و خودتوان استدر اين مثال تعويض ∗كنيم كهتوجه مي

دسـتگاه  با تغيير نوع  توانگروه را نيز ميهر شبهاصول موضوع ، 6.4.1بحث  2مشابه بند  )اختياري( -4
τ(2)ازجبري  τ(2,2,2)به = )فـرض كنـيم    .بيان كـرد  اتحاد به صورت = ; )A گـروه  شـبه  ∗
a,دانيم كه براي هر مي. باشد b A∈ هايمعادلهa x b∗ yو = a b∗ جواب منحصر به Aدر =

x\تقسـيم چـپ  را، به ترتيب، با ي يكتا هامعمولاً اين جواب. فرد دارند a b=  تقسـيم راسـت  و
/y a b=  هاي دوتايي بنابراين، عمل. يمدهنشان مي 

 
\ : / :

( , ) \ ( , ) /
A A A A A A
a b a b a b b a
× → × →
6 6 

  
)تــوان بــه صــورت دســتگاه جبــري از ايــن رو، هــر شــبه گــروه را مــي .را داريــم ; , \, /)A از نــوع  ∗

(2,2,2)τ هـاي  توان نشان داد كه اصول موضوع اين دستگاه جبري اتحـاد مي .در نظر گرفتنيز  =
  :زير هستند

( \ ) (2) \ ( ) (1)
( / ) (4) ( ) / (3)
a a b b a a b b
a b b a a b b a
∗ = ∗ =

∗ = ∗ =
  

  
ــه تعريــف عمــل تقســيم چــپ، عضــو      ــا ب ــال، بن ــراي مث \ب ( )a a b∗   ــرد ــه ف جــواب منحصــر ب

a x a b∗ = \پـس . نيز جواب اين معادلـه اسـت   bاز طرفي. است ∗ ( )a a b b∗ بـه همـين   . =
خوب است بدانيم كه خوشبختانه بـه   .را اثبات كنيد(4)تا  (2)اتحادهايتوانيد ميبه راحتي  ،صورت

  . انديت شدهفعالمشغول كشور  آن در  چند دانشگاه هايدگروه و كاربرتازگي چند متخصص شبه
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τ(2,2) ، هر دو از نـوع جبر ديگر -Pدوحال  . حلقه و مشبكه كنـيم كـه   را معرفـي مـي   ،=
و در  3فصـل كه با جزييـات در  (است  هاي جبريترين دستگاه، يكي ديگر از قديميحلقهاولي، يعني 

هاي جـامع  دستگاه يها، يكي از اولين مثالمشبكهو دومي، يعني  )مطالعه خواهد شدهاي بعدي درس
  . جبري استتر مدرن

  
)دستگاه جبري . تعريف  12.4.1 ; , )R + τ)2,2(از نوع ⋅   مي ناميم اگر  حلقهرا  =

)دستگاه جبري    )1ح( ; )R   باشد، )آبلي(تعويض پذير گروه  +
)دستگاه جبري)  ٢ح( ; )R   باشد، نيمگروه ⋅
,براي هر)  3ح( ,x y z R∈ ،زير برقرار باشند پذيريتوزيع اتحادهاي :  

( ) , ( )x y z x y x z y z x y x z x⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅  
  

     بحث در كلاس  13.4.1

ي هاي اوليـه كه مثال دهيمنشان مي ضرب جمع و نمادهاي با دليلاين  بههاي دوتايي حلقه را عمل -1
  .هاي معمولي جمع و ضرب، هستند، همراه با عمل^، و\،_،[ اعداد هاي جبريدستگاه ،حلقه

 ترآمـد تر و كارمنسجمهنگامي  ،شودجبري كه در ساختار آن بيش از يك عمل مطرح ميهي دستگا -2
يبـراي مثـال، بـه يـاد بياوريـد كـه در تكـواره       . هاي آن وجود داشته باشـد ارتباطي بين عمل كهاست 

( ; , )A e∗و عمل صفرتايي ∗، ارتباط بين عمل دوتاييe  هاي صورت اتحادبه  
 

( )x A x e x e x∀ ∈ ∗ = = ∗  
  

τ(2,1,0)داده شد يا وقتي گروه را به عنوان دستگاهي جبري از نوع  در نظر گـرفتيم، اتحادهـاي   =
پـذيري در  اتحادهـاي توزيـع  . دهنـد هاي گروه را نشـان مـي  ارتباط بين عمل )3گ(و  )2گ( حاصل از

  .كنندبين دو عمل دوتايي حلقه را بيان ميمهم تعريف حلقه نيز ارتباط 
)، دستگاه جبريRياگر در حلقه -3 ; )R -حلقهپذير و با هماني باشد، حلقه را گروهي تعويضنيم ⋅

    . دهـيم نشـان مـي   1زيرا معمـولاً عضـو همـاني ضـربي را بـا نمـاد        ؛ناميممي داريك و پذيري تعويض
هـا را از  كـار دارنـد و از ايـن رو حلقـه     و دار سرپذير و يكهاي تعوضدانان فقط با حلقهبرخي از رياضي

)صورت دستگاه جبري بهو  1داراي عضو هماني ضربي همان ابتدا  ; , ,1)R + τ(2,2,0)از نوع ⋅ = 
البته، برخي ديگر از . گيرندنظر مي در) 1دو عمل دوتايي و يك عمل صفرتايي براي عضو هماني ضربي (

سـروكار   ،دارپذير و يـك تر، نه لزوماً تعويضهاي كليشوند و با حلقهدانان اين شرايط را قايل نميرياضي
،  و بسـيار در  هاي ايران وجود دارنـد دانان در دانشگاهخوشبختانه هر دو نوع اين رياضي. دارند

  .فعال هستند يكار پژوهش
مجموعه است مـدول   -Mهاي جبري حلقه و اي تعميم دستگاهدستگاه جبري ديگري كه به گونه -4

دهـيم و كـاربرد   مورد مطالعه قرار مـي  ي حلقه و مدولنظريهاين دستگاه جبري را در درس . نام دارد
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خـوب  . پـردازيم در اينجا صرفاً به معرفي آن مـي . هاي بسياري در سراسر علوم رياضي و علوم ديگر دارد
ايـن دسـتگاه جبـري از يـك     . مجموعه را به خاطر بياوريـد  -  دستگاه جبري 13.3.1 تعريفاست 

هـاي يكـاني   ، از عمـل  تكـواره ، بـه تعـداد عضـوهاي يـك     ي و خانواده مجموعه
را بـا   روي عضـو  ي عمـل  تشكيل شده است بـه طـوري كـه ، اگـر نگـاره      
حال اگـر  .  برقرار هستند و  هاي نشان دهيم، اتحاد 
در نظـر   ييـك حلقـه    يو به جاي تكـواره    يك گروه آبلي  يبه جاي مجموعه
  :آيدمدول به صورت زير به دست مي -بگيريم، مفهوم 

  
اي از خـانواده  فرض كنـيم  . گروهي آبلي باشد  يك حلقه و  فرض كنيم 

، يا مدول - يك   گوييم كهدر اين صورت مي. باشد روي   هاي يكانيعمل
  :، است اگر اتحاد هاي طبيعي زير برقرار باشنديك مدول روي 

  )  ب(                            )الف(
  ) دار باشديك اگر(    )ت(                             )پ(
  

را  به صـورت تـابع زيـر در        ي ، متداول است كه خانواده14.3.1بحث  2با توجه به بند      
  :نظر بگيريم

  

  
مدول است  -يك  ي ، هر حلقه14.3.1بحث  3براي نمونه، مشابه بند . هاي مدول بسيارندمثال

  مدول است، كه در آن -به طور طبيعي يك همچنين، هرگروه آبلي ). چطور؟(
  

  

  
بـيش از ايـن مطلبـي در     .توان گفت كه مفهوم مدول تعميم مفهوم گروه آبلي نيز هسـت از اين رو، مي 

 . آوريم تا دروس حلقه و مدول و جبر خطي برايتان تازگي داشته باشدها نميي مدولباره

  
. هسـتند  جبـري  دستگاه جامعهـاي  كنيم از اولين مثالدستگاه جبري كه معرفي ميآخرين نوع      

 زنـدگي و ( سراسـر علـوم  فـراوان آن در  طبيعـي و  هـاي  تر، علاوه بر كاربردجبري مدرن اين دستگاه
دانـاني در  خوشبختانه رياضـي . استها، و علوم كامپيوتر ي مجموعهزيربناي اصلي منطق، نظريه، )روزانه

  .كنندرا مطالعه مي جبري هاي ايران وجود دارند كه اين نوع دستگاهدانشگاه
  

M
A( )x x Ml ∈M
:xl A A→xla A∈
( )xl a xa=( ) ( )x y a x ya∗ =ea a=

A( ; )A +MR
R

( ; , )R + ⋅( ; )A +( )r r Rl ∈

:rl A A→AAR
R

( )r s a ra sa+ = +( ) ( )rs a r sa=
( )r a b ra rb+ = +1R a a=R

( )r r Rl ∈

( , ) ( )r

R A A
r a l a ra
× →

=6

RR
( ; )A +]

( , ) ( )m

A A
m a l a ma a a
× →

= = + +
]

6 "
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)دستگاه جبري . تعريف 14.4.1 ; , )L ∨ τ(2,2)از نوع ∧   ناميم اگرمي مشبكهرا  =
)هر دو دستگاه جبري   -1 ; )L )و  ∨ ; )L ) مشبكهيعني نيم( خودتوان وپذير گروه تعويضنيم ∧

  .باشند
x,براي هر -2 y L∈ ،در قوانين جذبL برقرار باشند:  

( ) , ( )x x x y x x x y= ∧ ∨ = ∨ ∧  
  

  بحث در كلاس  15.4.1
هـا،  مشـبكه هاي اوليه و اصلي اند كه مثالاز اين رو انتخاب شده ∧و  ∨هاي توجه كنيد كه نماد -1

) ∩بـه جـاي   ∧و ∪بـه جـاي    ∨(هـا  و مجموعـه )  "و" براي ∧و" يا"براي  ∨(ساختار منطق 
  .هستند

)كنيم كهتوجه مي -2 ; , )L ∨    :اتحادهاي زير برقرار باشند است اگر مشبكه ∧
)) پذيريشركتهاي اتحاد( ) ( )x y z x y z∧ ∧ = ∧ )و  ∧ ) ( )x y z x y z∨ ∨ = ∨ ∨.  
x)   پذيريتعويضهاي اتحاد( y y x∧ = xو        ∧ y y x∨ = ∨.  
x)   خودتوانيهاي اتحاد( x x∧ xو         = x x∨ =.  
))     جذبهاي اتحاد( )x x x y= ∧ )و          ∨ )x x x y= ∨ ∧.  
  
 ∧هـاي عمـل دوتـايي   همتاي ويژگـي  ∨هاي عمل دوتاييقابل توجه اين است كه، ويژگيي نكته     

ارتباط بين اين دو عمل را بيـان   قوانين جذبهمچنين،  .اند، و همگي برحسب اتحاد داده شدههستند
)يعنـي، اگـر   . كنـد تغييري در اين ساختار ايجاد نمي ∧ با ∨از اين رو، تعويض .كنندمي ; , )L ∨ ∧ 

) آنگاه مشبكه باشد، ; , )L ∧ آيا اين مطلب براي دستگاه جبري حلقه نيـز درسـت   . نيز مشبكه است ∨
  است؟ 

هـاي بسـياري   ها و مقالهو كتاب( توان بيان كردميي دستگاه جبري مشبكه در بارهمطالب بسياري  -3
 اي مهـم و سـپس  نكتـه  يدر اينجا صرفاً به ارائه. كه خارج از بحث اين كتاب هستند) اندنيز نوشته شده

هــاي مشــبكه يكــي تــرين مثــالاســتاندههمــان طــور كــه بيــان شــد، .  كنــيمچنــد مثــال اكتفــا مــي
( ( ); , )X℘ ∪  Aياي ترتيبـي در مجموعـه  رابطـه  ≥فرض كنيم  .و ديگري به صورت زير است ∩

x,طوري كه هر دو عضو باشد، به  y A∈  و داراي اينفـيمم  ) ترين كران بـالا كوچك(داراي سوپريمم
  هايد، آنگاه با استفاده از نمادنباش) ترين كران پايينبزرگ(
  

{ , } , inf{ , }x y sup x y x y x y∨ = ∧ = 
  

)دستگاه جبري  ; sup, inf)A ∨ = ∧   . است مشبكهآيد كه به روشني دست ميبه  =
)برعكس، اگر       ; , )L ∨ به صورت زيـر   Lرا در ≥ي ترتيبي توان رابطهباشد، آنگاه مي مشبكه ∧

  تعريف كرد
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x y x y y≤ ⇔ ∨ =  
  

xتوانيد با استفاده از قوانين جذب نشان دهيد كه معادل باكه مي y x∧   :است =
  

( )
( )

x y y x y x x y x
x y x x y x y y y
∨ = ⇒ ∧ = ∧ ∨ =
∧ = ⇒ ∨ = ∧ ∨ =

  

  
ــال ــان د ح ــدنش ــن    هي ــه اي ــبت ب ــه، نس ــه ك ــيرابط ــم ،ي ترتيب }supداري , }x y x y= و   ∨

inf{ , }x y x y= ∧ .  
و ديگري  14.4.1 جبرييكي تعريف : توان تعريف كردرا به دو صورت مي مشبكهاز اين رو، مفهوم      

)ي مرتب به صورت مجموعه ; )A  اينفـيمم  داراي كه در آن هر دو عضو هم داراي سـوپريمم و هـم    ≥
 . باشند

)ي مرتـب هـر مجموعـه   طور كه در درس مباني علوم رياضي ديديم،همان -5 ; )A تـوان بـا   را مـي  ≥
اگـر يـك يـا چنـد      ها،كنيم كه در اين نموداريادآوري مي. زير نشان داد تصويري نمودارهايي به صورت

x به اين معني اسـت كـه   وصل كند،  yرا به حرفxحرف ،از پايين به بالا ،خطپاره y<   و در غيـر
  . وجود ندارد yو xاي بيناين صورت، رابطه

 
 

1

0

a

b c
                      

1

0

a
c

b
 

  )  ب(                                                       ) الف(                                        
  

  )الف(براي مثال، در . معرف مشبكه هستند )ب(و  )الف(روشن است كه هر دو نمودار 
  

, , 1 , 0a b a a b b a c b c a c b c∨ = ∧ = ∨ = = ∨ ∧ = = ∧  
b، )ب(و در  c a∨ =.  

  
شوند ها مطرح ميهاي جبري ديگري نيز در اين يا آن مبحث از رياضيات و كاربرددستگاه     

 !دهـد ها را  نميآني كه متاسفانه، زمان اختصاص داده شده به اين فصل از درس فرصت ارائه
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ي كارشناسـي  هاي ديگر جبـر در دوره اي كه در درسهاي جبريبراي مثال، علاوه بر دستگاه
-هايي كه تاكنون ديديم نيز دستگاهخواهيم ديد، با اضافه يا كم كردن اصول موضوع دستگاه

  .  آيندهاي جبري جديدي به دست مي
  
  

  4.1 تمرين
  

متوجه شويد كه چقدر از مطالب درس را  توانيدنميها، براي حل كردن تمرين تلاشبدون 
  .ايدموختهآ

 
   .بررسي كنيد 1.1از بخش 1هاي حاصل از تمرين عملعضو هماني را براي عدم وجود  يا وجود -1

)آيا  كه بررسي كنيد -2 \{1}, aكه در آن، \∗( b a b ab∗ = +  ؟يك گروه است، −

}تابعي دوسويي از -3 , , }A a b c=  3به عمل چنان تعريف كنيد كه جدول كيلي  [={0,1,2}
  :تبديل كند +3را به جدول كيلي جمع همنهشتي   9.4.1بحث  4بند داده شده در  ∗
  

3

:{ , , } {0,1, 2}

0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

f e a b

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

→

∗ +

→

  

  
   .پذير استنيز شركت ∗نتيجه بگيريد كه  +3پذير بودن حال از شركت

  ي ياد شده به خودي خود شرط منحصر بهها، وجود جواب معادلهمتناهيگروه شبه آيا در تعريف -4
  كند؟ فردي را ايجاب مي 

)نشــان دهيــد كــه اگــر شــبه گــروه   -5 ; )A بــه صــورت دســتگاه جبــري  11.4.1را ماننــد بحــث  ∗
( ; , /, \)A   :هاي زير در آن برقرار هستنددر نظر بگيريم، آنگاه اتحاد ∗

  
(1) \ ( ) (3) ( ) /
(2) ( \ ) (4) ( / )

a a b b a b b a
a a b b a b b a

∗ = ∗ =
∗ = ∗ =
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)عـلاوه بـر   ثابت كنيد كه. مجموعه استXفرض كنيد -6 ( ); )X ⊆P      دسـتگاه دوگـان آن، يعنـي
( ( ); )X ⊇P يك مشبكه استاست، نيز  ⊇عكس شمول يرابطه ⊆، كه در آن .  

)هـاي مرتـب  مجموعه ثابت كنيد كه -7 , ) و `≥( را  ∧و∨تعريـف اعمـال  . مشـبكه هسـتند  `(|,
 .تعيين كنيد

 اينقطـه ، که به صѧورت  ≥ يهمراه با رابطه [0,1]توابع حقيقي روي يثابت كنيد كه مجموعه -8
  ، يعنيشودتعريف مي

 
( ) ( ) ( )f g f x g x x≤ ⇔ ≤ ∀  

  
 .را تعيين كنيد ∧و∨تعريف اعمال. يك مشبكه است

 .توان از اتحادهاي ديگر آن نتيجه گرفتنشان دهيد كه اتحاد خودتواني در تعريف مشبكه را مي -9
 ).كنيداتحادهاي جذب را امتحان (

aي زير، عضوهايدر مشبكه -10 b∧ ،a c∧،d b∧ ،d e∨ ،d f∨ و ،d b∨ را بيابيد. 
 
 

1

0

a b c

d e f
 

  
  
 

  هاي جبريهمريختي دستگاه   5.1
 ـ  ترجديهايي از آن، حال به مفـاهيم  جبري و مثالجامع پس از معرفي مفهوم دستگاه  ايـن   امـرتبط ب

مبـاني  ها در درس ي مجموعهدر مطالعه. طلبدشما را مي ترو دقيق ترپردازيم كه توجه بيشمي مفهوم
يكي از دلايـل اهميـت توابـع در    . ها هستندمجموعهي ارتباط بين ديديم كه توابع وسيله علوم رياضي

در . دهنـد دسـت مـي   ي ديگر بـه ي يك مجموعه از مجموعهاين است كه اغلب اطلاعات مفيدي در باره
اي برخـوردار  هـا از اهميـت ويـژه   ي هر دستگاه رياضي، جبري يا غير جبري، نيـز توابـع بـين آن   مطالعه
 بتواننـد اطلاعـات مفيـد   هايي داشته باشـند كـه   ويژگيياضي بايد هاي رالبته توابع بين دستگاه. هستند
براي مثال، در دروس آنـاليز رياضـي،   . ست دهندد ي يك دستگاه از دستگاه ديگر بهرا در باره تريبيش

  .هستند ترپذير مفيدپذير، يا انتگرالتوابع پيوسته، مشتق
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  از چه نظر بايد خاص باشند؟ جبريهاي توابع بين دستگاه

را منتقل كنند، بايد ابتدا ارتبـاطي  τاگر قرار است كه اطلاعات جبري بين دو دستگاه جبري از نوع     
تـر  براي روشـن . هاي يك دستگاه با همتاي همان عمل در دستگاه ديگر برقرار كنندبين هر يك از عمل

  .شدن مطلب، در بحث زير شركت كنيد
  

  كلاس بحث در  1.5.1
چـه بايـد    تاييصفر عملمان از رفتار توابع بين دو دستگاه جبري نسبت به  ابتدا ببينيم كه انتظار -1

-مشـخص مـي  Aرا در aDدر واقع عضوي چون  Aكنيم كه هر عمل صفرتايي درباشد؟ يادآوري مي
)فرض كنيم. كند ; )A aD و( ; )B bD (0)هاي جبري از نوعدستگاهτ طبيعـي اسـت كـه    . باشند =

f:يعنـي،  . بنگارنـد  bDرا بـر  aDمورد نظر باشند كـه  Bبه Aتوابعي از A B→     بـه طـوري كـه
0 0( )f a b=اين طور نيست؟ ؛  

چـه بايـد   ) يكـاني ( تايي -1عمل حال ببينيم كه انتظارمان از رفتار توابع بين دو دستگاه جبري با  -2
A:باشد؟ فرض كنيم  A Aλ B:و  → B Bλ چـه انتظـاري از تـابع   . اعمـالي يكـاني باشـند    →

:f A B→ داريم؟ تابعf عضوx A∈ را بر( )f x B∈ از طرفي. نگاردميAλ  عضـوx  را در
)به Aدرون )A xλو ،Bλ  عضو( )f x را در درونB  به( ( ))B f xλ  يقيناً شما . دهدتغيير مي

)عضو fا انتظار داريد كهنيز مانند م )A xλ ازAعضو را بر( ( ))B f xλ درB بنگارد، يعني  
  

( ( )) ( ( ))A Bf x f xλ λ=  
  

A به عبارت ديگر، Bf fλ λ=D D)توان گفت كهميf بايد از عملAλاز اين رو، اگر ). عبور كند
) ، حاصل عمل يكاني را به جايدر مثالي )xλ تر، براي مثـال نمادي ساده باx ،  دهـيم آنگـاه    نشـان

( ) ( )f x f x=.  پذير باشدبه زبان نمودار، يعني بايد مربع زير تعويض:  
  

( )
| |
| |

( ) ( ( )) ( ( ))

f

A B

f

A A B

x f x
A B

A B
x f x f x

λ λ

λ λ λ

− − − − − − − −−→
⎯⎯→

↓ ↓
↓ ⎯⎯→ ↓

→ =""" """ """
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انتظارمان از رفتار توابع بـين دو دسـتگاه   هاي جبري، ي تعريف جامع توابع بين دستگاهقبل از ارائه -3
عملـي   ∗Bو Aعملـي دوتـايي در   ∗Aفـرض كنـيم  . كنـيم مـي مطرح را نيز تايي  -2عمل جبري با 
f:چه انتظاري از تابع . باشد Bدوتايي در A B→ انتظـار داريـم   12.3.1با توجه به بحث  داريم؟ ،

Axكه  y∗  جدول كيلي(از(A بر( ) ( )Bf x f y∗  كيلي جدول(از(B يعني،. نگاشته شود  
  

( ) ( ) ( )A Bf x y f x f y∗ = ∗  
  
پذير يعني بايد مربع زير تعويضبه زبان نمودار، ). آن است حافظكند يا عبور مي ∗Aاز عمل fيعني،(

  :باشد
  

( , )

( , ) ( ( ), ( ))
| |
| |

( ) ( ) ( )

f f

A B

f

A A B

x y f x f y
A A B B

A B
x y f x y f x f y

− − −−→
× ⎯⎯⎯→ ×

∗ ↓ ↓ ∗
↓ ⎯⎯→ ↓
∗ → ∗ = ∗" "

  

  
  .هاي جبري تعميم دهيمي دستگاهايم كه موارد بالا را به همهحال آماده     
  

)فرض كنـيم    .تعريف 2.5.1 ; )A F و( ; )B F )هـايي جبـري از نـوع    دسـتگاه  ′ )nλ λτ ∈Ω= 
f:تابع . باشند A B→  نـاميم اگـر بـراي هـر عمـل      مـي  تابع جبـري يا  همريختيراn-  تـايي

:A nA Aλ ، به ايـن معنـي كـه    يا از آن عبور كند باشد Aλحافظ عمل، به اصطلاح، f، تابع→
,1براي هر , na a A⋅ ⋅ ⋅ ∈ ، 

1 1( ( , , )) ( ( ), , ( ))A B
n nf a a f a f aλ λ⋅⋅⋅ = "   

  
)يا  , , )A Bf f fλ λ=D D   :پذير باشد، نمودار زير تعويضAλبه زبان نمودار، يعني براي هر. "
  

1 1
( , , )

1 1 1

( , , ) ( ( ), , ( ))
| |

( , , ) ( ( , , )) ( ( ), , ( ))

n n
f fn n

A B

f

A A B
n n n

a a f a f a
A B

A B
a a f a a f a f a

λ λ

λ λ λ

⋅⋅⋅

⋅ ⋅ ⋅ − − − − −−→ ⋅⋅⋅
⎯⎯⎯→

↓ ↓
↓ ⎯⎯→ ↓
⋅⋅⋅ → ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅" """  
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آوريم، چند مثال را در زير مي. بسيارندي همريختي يا تابع جبري هامثال. بحث در كلاس  3.5.1
بيشـتر  در اين فصـل  قصد ما . هاي بسيار ديگري را نيز به مرور در سراسر اين كتاب خواهيم آوردو مثال

  .ها مواجه خواهيد شدبيان مطالب و هشدارهايي است كه در سراسر دروس جبر با آن
  :است همريختيچندان مشكل نيست كه نشان دهيد تابع زير يك  -1
  

1: ( ; , , ) ( ; , ,1)f + −+ − → ⋅ ⋅\ D \  
                              ( ) xf x e=  

  
}<D{كه در آن  |x x+ = ∈\ هاي دو طرف، گرچه همنوع هسـتند، ولـي   توجه كنيد كه عمل.  \

  داريم . اندمتفاوت
  

))    حفظ عمل دوتايي( ) ( ) ( )x y x yf x y e e e f x f y++ = = ⋅ = ⋅  
1)                   حفظ عمل يكاني( 1( ) ( ) ( )x xf x e e f x− − −− = = =  
))                                           حفظ عمل صفرتايي( ) 1f e= =DD  

 :نيستنشان هيد كه تابع زير همريختي  -2
: ( ; ) ( ; )f ⋅ → ⋅] ] 

2n n6 
  
 كنيم كه در سراسر دروس جبـر بـه  ها بيان ميي همريختيرا در باره بسيار مهمي احال چند نكته     

  . ها را بدانيم، پس خوب است دلايل آنها مواجه خواهيم شدطور صريح يا ضمني با آن
  

جبرهـا ديـديم كـه     -Pر تعريـف د) كـه  نكته بسيار با اهميت استاين ( . بحث در كلاس  4.5.1
بـراي  . شـويم ها قايل مـي جبري بيش از يك عمل داشته باشد، معمولاً ارتباطي بين اين عمل -Pوقتي

-هـا را يـادآوري مـي   مشبكهها، يا ويژگي جذب در پذيري ضرب روي جمع در حلقهمثال، ويژگي توزيع
  ها،بين عمل هايگاهي به دليل ارتباط. كنيم
 

هاي جبري كه چند عمل را حفظ كند، ممكن است به خودي خود چند عمل تابع بين دستگاه
  !را نيز حفظ كند آن دستگاه ديگر

  
بين دو گروه، عمـل دوتـايي گـروه را حفـظ      fي زير خواهيم ديد كه اگر تابعبراي مثال، در قضيه     

عمـل صـفرتايي    fكنـد كـه  ها ايجاب ميگروه) 3گ(تا ) 1گ(هاي كند، آنگاه توانمندي تلفيق ويژگي
  ! كندخودي خود حفظ گروه را به ) گيرييعني، وارون(يكاني عمل و ) يعني، عضو هماني(
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هاي جبري كلاسيك گروه، حلقه، مطالبي كه در مورد دستگاهدهيم كه بسياري از ميهشدار 
  !جبرها رخ دهند - Pيهمه در لزومي ندارددهند، مدول، و فضاي برداري رخ مي

  
تـايي  عمـل صـفر  ها كه عمل دوتايي آن را حفظ كند، لزومي نـدارد كـه   تابع بين تكواره براي مثال،     

  ثابت صفر  تابعبه عنوان مثالي ساده، . را نيز به خودي خود حفظ كند) يعني عضو هماني(
  

: ( ; , ) ( ; ,1)f + → ⋅] D ]  
x6D  

  
  يعني،. كندتايي را حفظ مي -2بين اين دو تكواره به روشني عمل 

   
( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = = ⋅ = ⋅D D D  

  
) جمعـي  يولي عضو هماني تكـواره  ; , )+] D   يعنـي عـدد ،D،   ضـربي  يهمـاني تكـواره  عضـو  را بـه

( ; شرط حفـظ عمـل    معمولاً ها،براي توابع بين تكواره از اين رو،. نگارد، نمي1، يعني عدد [⋅(1,
  .ي جالب زير را ببينيدحال قضيه .شويمميقايل علاوه بر حفظ عمل دوتايي،  ،صفرتايي را نيز

  
)1فــرض كنــيم   .قضــيه  5.5.1 ; , ( ) , )A e−∗ )1و  ⋅ ; , ( ) , )B e−′ ′∗ ــابع . گــروه باشــند ⋅ اگــر ت

:f A B→     ــر ــراي هـــ ــي، بـــ ــد، يعنـــ ــظ كنـــ ــايي را حفـــ ــل دوتـــ x,عمـــ y A∈،
( ) ( ) ( )f x y f x f y′∗ =   كند، يعني،تايي را نيز حفظ مي -1هاي صفرتايي و عمل fنگاهآ ،∗

  
( ) ( )f e f e′=      1  و 1( ) ( )f x f x− −=  

  
  داريم! به فن اثبات توجه كنيد  .اثبات

))                             .  .  .زيرا     ( ) ( )f e f e e= ∗  
). )                        .  .زيرا     ( ) ( )f e f e′= ∗        
  

  گيريم كه حال، از اين تساوي نتيجه مي
  
1                  )چطور؟( 1( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))f e f e f e f e f e− −′ ′ ′∗ = ∗ ∗     
)1                           )چرا؟( ( ) ( )) ( )e f e f e f e−′ ′ ′⇒ = ∗ ∗  

                                            ( ) ( )e f e f e′ ′= ∗ =  
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 -)1گ(هـاي  شـرط  يهمه از توجه كنيد كه چطور. نگاردعضو هماني را بر عضو هماني مي fپس تابع
)را به وارون xوارون fبراي اثبات اينكه تابع! گروه استفاده شد )3گ( )f x نگارد،  بايـد نشـان   مي

1دهيم كه 1( ) ( )f x f x−   :ي زير را بنويسيددليل هر مرحله .=−
  

1 1( ) ( ) ( ) ( )e f e f x x f x f x− −′ ′= = ∗ = ∗  
   

)1تـوان نشـان داد كـه    ، مـي صـورت به همين  ) ( )f x f x e− ′ ′∗ )1نتيجـه  ، و در = )f x− وارون 
( )f x 1است، يعني 1( ) ( )f x f x−   ז. كنندهاي قضيه را اثبات مياين مطالب حكم. =−
 

. دنباش 4.5.1 بحثتر از كنيم شايد مهمهايي را كه در اينجا بيان مينكته.  بحث در كلاس  6.5.1
f:باشـند و تـابع   ) نه لزوماً بـا ويژگـي  ( τي جبري از نوعيهادستگاهBو Aفرض كنيم A B→ 

)روشن است كه . ها، باشدهمريختي، يعني حافظ عمل )f A   نـوع نيز دسـتگاهي جبـري ازτ  اسـت ،
)به روشني ،زيرا )f A هر عملنسبت بهn- تاييBλ بسته است:  

1 1( ( ), , ( )) ( ( , , )) ( )B A
n nf a f a f a a f Aλ λ= ∈" "  

  :شوندهاي زير مطرح ميحال سؤال 
  
)باشد، آنگاه σداراي ويژگي Aآيا اگر  -1 )f A نيز داراي ويژگيσ است؟ 

)آيا اگر  -2 )f A داراي ويژگيσ باشد، آنگاهA نيز داراي ويژگيσ است؟ 

  
اش ندارد و از اين رو در بالا تنها صـحبت از  عضوهاي بيرون از نگاره بهكاري fتوجه كنيد كه تابع     

( )f A ايم نه تمامكردهB .اغلبهاي بالا، ، در سؤالبه همين دليلf كـه   يمگيررا پوشا در نظر مي
)در آن صورت )B f A= . منفي استبه هر دو سؤال در حالت كلي  پاسخبه مرور خواهيم ديد كه!  

  
|،يعني( مثبت باشد 1سؤال اگر پاسخ به   .تعريف 7.5.1 ( ) |A f Aσ σ= ⇒ گوييم كهمي )=

f ويژگـــيσ  يعنـــي( مثبـــت باشـــد 2ســـؤال ، و اگـــر پاســـخ بـــه كنـــدحفـــظ مـــيرا ،
( ) | |f A Aσ σ= ⇒   . كنديا منعكس مي دهدمي بازتابرا   σويژگي fگوييم كهمي) =

  
بـه مـرور   . شـوند ها بيـان مـي  اتحاددهد كه برحسب يي را نشان ميهاي زير اهميت ويژگيقضيه     

  .ها پي خواهيم برداتحادبيشتر به اهميت 
  

,كنيم  فرض   .قضيه  8.5.1 lg( )A B τ∈A  و:f A B→ در اين صورت،. همريختي باشد 

p ياگر معادله  -1 q= درA آنگاه در  باشد ،اتحاد برقرار، يعني( )f A است اتحاد نيز.  
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  . نيز برقرار است 1يك به يك باشد آنگاه عكس حكم  fاگر  -2
  

   اثبات
)1فــرض كنــيم  -1  ), , ( ) ( )nf a f a f A⋅ ⋅ ⋅ ,1، كــه در آن ∋ , na a A∈… .ــه يچــون معادل

p q= درA پساتحاد است ،  
1 1( , , ) ( , , )n np a a q a a=" "  

 انـد رفتـه كـار  بـه  Aهاي دسـتگاه جبـري  ها و عملعضوتنها تساوي،  اين هاي دو طرفچون در عبارت
و pاز  fنتيجه مي گيـريم كـه   كند، بدون ذكر جزييات، مي حفظها را عمل fو )ا ببينيدر 11.2.1(

q نيز عبور مي كند، يعني  
1 1( ( , , )) ( ( ), , ( ))n nf p a a p f a f a=… …  

  و
1 1( ( , , )) ( ( ), , ( ))n nf q a a q f a f a=… …  

1چون  از اين رو، 1( ( , , )) ( ( , , ))n nf p a a f q a a=…   ، در نتيجه…
  

1 1( ( ), , ( )) ( ( ), , ( ))n np f a f a p f a f a=… …  
  
)، بنابراينو  ) | ( )f A p q= = .  
pيفرض كنيم معادله -2 q=در( )f A 1باشد و اتحاد, , na a A∈" . ،در اين صورت  
  

1 1( ( ), , ( )) ( ( ), , ( ))n np f a f a q f a f a=" "  
  

  گيريم كه، نتيجه مي1مشابه بند 
  

1 1( ( , , )) ( ( , , ))n nf p a a f q a a=" "  
  

  يك به يك است، داريم fحال چون
  

1 1( , , ) ( , , )n np a a q a a=" "  
  

pو در نتيجه  q= درA ז. اتحاد است   
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)فـرض كنـيم   .  بحث در كلاس  9.5.1 ; )A )و  ∗ ; )B f:گروهـواره باشـند و   ∗′ A B→ 
x,يعني، براي هر ( همريختي باشد y A∈ ،( ) ( ) ( )f x y f x f y′∗ = در اين صورت، بنابر . )∗

)نيز در ∗′پذير، آبلي، يا خودتوان باشد، آنگاهشركت ∗، اگر8.5.1ي قضيه )f A هـا  داراي اين ويژگي
بـراي درك   .كنـد ها را منعكس نيـز مـي  اين ويژگي f، همريختييك به يك نيز باشد f، و اگراست

 Aدر  ∗عمـل   فـرض كنـيم  . كنيمپذيري را بررسي ميشركت بازتابو  ي بالا، حفظبهتر اثبات قضيه
) پذير باشـد و شركت ), ( ), ( ) ( )x f x y f y z f z f A′ ′ ′= = =  ∗صـورت، چـون   در ايـن . ∋
  پذير است، داريمشركت

( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗  
  

گيـريم  ، نتيجه مـي fدهيم،  و با استفاده از همريختي بودنرا بر دو طرف اين تساوي اثر مي fحال،
  :)دليل هر مرحله را بيان كنيد(كه 

  
( ( )) (( ) )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( )

f x y z f x y z
f x f y z f x y f z
f x f y f z f x f y f z
x y z x y z

∗ ∗ = ∗ ∗
′ ′⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗
′ ′ ′ ′⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗

  

)در ∗′پس،  )f A  پذير استشركتنيز.  
)در  ∗′يك به يك نيز باشد و fبرعكس، فرض كنيم همريختي      )f A در اين . باشدپذير شركت

,براي هر همريختي و يك به يك است،  fچونصورت،  ,x y z A∈ داريم  
( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )
(( ) ) ( ( ))

( ) ( )

f x f y f z f x f y f z
f x y f z f x f y z
f x y z f x y z
x y z x y z

′ ′ ′ ′∗ ∗ = ∗ ∗
′ ′⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗

⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗
⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗

  

  
  .كنيممي عرفيگونه مرا كه قبلاً به كار برديم، رياضي ريختييكيا   اساساً يكساني واژه حال،     
  

-هستند، و مي ريختيك و چون كه دو دستگاه جبري از نوع گوييممي .تعريف 10.5.1

همريختـي  . هـا وجـود داشـته باشـد    بـين آن  نسـويي چـو  ، اگر يك همريختي دونويسيم
  .ناميممي ريختييكرا  دوسويي

       
بـه   پـس  دوسـويي اسـت  ريختي باشد، چون بين دو دستگاه جبري يك fروشن است كه اگر تابع     

-ريختي خود يـك تابع وارون هر يكخوشبختانه  كه دهدميشان زير ني قضيه  .، وارون داردعنوان تابع

τAB
A B≅f

f
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-زيرا چند بار ديگر آن را، در اين درس و درس به فن اثبات توجه كنيد .است) هاحافظ عمل(ريختي 
  .، به كار خواهيد بردجبري هاي ديگر

  
f:كنيم فرض . قضيه  11.5.1 A B→ هـاي  بين دسـتگاه  )دوسويي همريختي(ريختي يك يك

) همريختـي دوسـويي  (ريختـي  در اين صورت، تابع وارون آن نيز يـك يـك  . جبري از نوع يكسان، باشد
  .است

  
,1تايي و هر -nبايد نشان دهيم كه براي هر عمل . اثبات , nb b B⋅ ⋅ ⋅ ∈،  

  
1 1 1

1 1( ( , , )) ( ( ), , ( )) ( )B A
n nf b b f b f bλ λ− − −= ∗" "  

  
)1 بر طرف چـپ برابـر اسـت بـا     fكنيم كه اثر همريختيبه اين منظور، توجه مي , , )B

nb bλ و  "
  همچنين بر طرف راست برابر است با

  
1 1 1 1

1 1

1

( ( ( ), , ( ))) ( ( ), , ( ))

( , , )

A B
n n

B
n

f f b f b ff b ff b

b b

λ λ

λ

− − − −=

=

" "
"

  

  
بر دو عضو يكسان شد، آن دو عضو، يعني دو  fيك به يكتوان گفت كه، چون حاصل تابع حال مي 

)طرف   ז  جالب بود؟! ، يكسان هستند∗(
  

درست هاي غير جبري ي جالب بالا لزوماً براي دستگاهقضيه )اختياري( . بحث در كلاس  12.5.1
ــت ــراي . نيس ــه ب ــر در مجموع ــال، اگ ــبمث }ي مرت , , }A a b c=   ــيم ــرار ده b,ق c a<  و در

{ , , }B x y z=  قرار دهيمx y z<   ، آنگاه تابع دوسويي>
  

( )
x a b c

f x z x y
  

  
bبراي مثال، (حافظ ترتيب است  Bبه  Aاز  a≤ و( ) ( )f b x z f a= ≤ =:(  
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xبـــراي مثـــال، ( كنـــدحفـــظ نمـــيدر حـــالي كـــه تـــابع وارون آن ترتيـــب را  y≤ ولـــي
1 1( ) ( )f x b c f y− −= ≤ از  !هاي مرتب لزومـاً برقـرار نيسـت   دستگاهي بالا براي پس، قضيه). /=

و  fكـه هـر دو تـابع    يمنـام ريختي ميي مرتب را وقتي يكبين دو مجموعه fاين رو، تابع دوسويي
1f هـاي  دسـتگاه ي در بـاره تـذكر  ايـن  نيز خواهيد ديد كه  توپولوژيدر درس . حافظ ترتيب باشند −

را بـا شـرط    ريختـي يكدهند كه دانان ترجيح مياز اين رو، اغلب رياضي .صادق است توپولوژيكي نيز
هـاي  ، براي دسـتگاه 11.5.1ي تعريف كنند، كه البته، بنابر قضيه) به جاي دوسويي بودن( پذيريوارون

  .  معادل است 10.5.1جبري با تعريف 
  

مـي . كنيماشاره ميديگري  سيار مهمب ينكتهدر اين بند به ) اختياري( در كلاس بحث 13.5.1
باشد، آنگاه) يا پوشا(يك به يك  به دستگاه جبري از دستگاه جبري fيدانيم كه اگر همريخت

. اسـت  A يمجموعـه به   B يمجموعهاز ) وارون راستيا ( وارون چپداراي  به عنوان تابع 
  :ي مهم اين است كهنكته

به دستگاه   B از دستگاه جبري همريختي ها يكيك از اين وارونممكن است هيچ
  !نباشد A  جبري

  براي مثال، همريختي شمولي 
  

  
  

  ): چطور؟( هستند  iچهار تابع زير وارون چپ براي تابع . را در نظر بگيريد
  

  

  
  براي مثال، .همريختي نيستنديك از اين توابع ولي هيچ

|

|

a z

b c y

x

AB
f

4 4 4: ({0, 2}; ) ({0,1, 2,3}; )i ⊕ → = ⊕; ]

0 1 2 3 0 1 2 3
( ) 0 0 2 2 ( ) 0 0 2 0

0 1 2 3 0 1 2 3
( ) 0 2 2 2 ( ) 0 2 2 0

x x
f x g x

x x
k x l x
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  در حالي كه        
  در حالي كه           

  
هاي باشد، قسمت زيادي از پژوهش همريختيي چپ يا راست هااينكه تحت چه شرايطي يكي از وارون

  !را به خود اختصاص داده است) يا حتي غير جبري(هاي جبري روي دستگاه
  

  !گذاريممي شما خوباني ي آن را به عهدهاثبات سادهتكميل . ي زير نيز جالب توجه استقضيه     
  

   .ارزي استاي همهاي جبري رابطهريختي دستگاهيك . قضيه  14.5.1
  

كه تابع كنيم ابتدا توجه مي. انعكاسي، تقارني، و متعدي است ≅ي بايد نشان دهيم كه رابطه .اثبات
Aid:هماني A A→ روي دستگاه جبريA  ريختـي اسـت، و در نتيجـه    يـكA A≅ .   حـال اگـر

:f A B→  ــك ــكي ــين دســتگاه ي ــي ب ــابر  ريخت ــاه، بن ــري باشــد آنگ ــاي جب ،11.5.1ي قضــيهه
1 :f B A− f توابـع  در پايان، فرض كنيد. ريختي استنيز يك → gA B C⎯⎯→ -يـك  →⎯⎯

g:كه  نشان دهيديختي هستند و ر f A C→D  است) هاحافظ عمل(ريختي يكنيز .   
  

ريخت در يك رده قرار هاي جبري يك، دستگاه14.5.1ي با توجه به قضيه  بحث در كلاس 15.5.1
روشن اسـت كـه تعـداد    . ناميممي اساساً يكسانريخت را هاي جبري يكگيرند و از اين رو دستگاهمي

حـال، ايـن   . ريختي، يكسان هسـتند ي يكهاي جبري موجود در يك ردهدستگاه) عدد اصلي(عضوهاي 
و داراي  و از يك نوع معـين  هاي جبري با عدد اصليشود كه دستگاهسؤال بسيار مهم مطرح مي

تـوان  شوند؟ يعنـي، آيـا مـي   ريختي، تقسيم ميهايي، بر حسب يكبه چه دسته هاي مشخصويژگي
معرفي كـرد؟ بـراي مثـال، در بحـث     ) ريختيتحت يك(ارزي ي هماي آشنا و مشخص از هر ردهنماينده
شـوند و  هاي دو عضـوي تنهـا بـه دو دسـته تقسـيم مـي      ريختي، تكوارهديديم كه، برحسب يك 12.3.1
   :هاي كيلي هر يك از اين دو دسته به صورت زير هستندجدول

  

  

  

4(1 1) (2) 2f f⊕ = =4 4(1) (1) 0 0 0 2f f⊕ = ⊕ = ≠

4(1 1) (2) 2k k⊕ = =4 4(1) (1) 2 2 0 2k k⊕ = ⊕ = ≠

ατ
P

1 2e f e f
e e f e e f
f f e f f f

∗ ∗
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2كنيم كهتوجه مي 2( ; هـاي  ي مربـوط بـه دسـتگاه   ي آشـنايي بـراي رده  ، با جدول زير، نماينده[+(
2و جبري با عمل  2( ; هـاي  ي مربـوط بـه دسـتگاه   ردهي آشنايي بـراي  ، با جدول زير، نماينده[⋅(
  : هستند  جبري با عمل 

2 20 1 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

+ ⋅
  

مشخص شده است گروه است ولي دومي چنـين    اي كه با جدولكنيم كه تكوارههمچنين، توجه مي
  . ريختي قرار دارندي يكردهيك  درهاي دو عضوي گروهي همه از اين رو، . نيست

ريختي، تنها يـك دسـته گـروه سـه     ، تا حد يك9.4.1بحث  3به عنوان مثالي ديگر، با توجه به بند      
  :ها به صورت زير استعضوي وجود دارد كه جدول كيلي عمل آن

  

  

3كنيم كه گروه همنهشـتي توجه مي 3( ; . اي بـراي ايـن دسـته اسـت    ي شـناخته شـده  نماينـده  [+(
  كنيم كه تابع تغيير نامميمشاهده 

  
  ، يعنيجدول بالا را به جدول گروه 

  
3 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

+

  

  
   .ريختي، استحافظ عمل، يعني يك يك پس، تابع دوسويي. تبديل مي كند

هـايي مشـخص و آشـنا    دانان بسياري، كه در ايران نيز وجود دارند، در موضوع يافتن نمايندهرياضي     
كمي بيشتر در ايـن بـاره    2در فصل . كنندها، پژوهش ميها، به ويژه گروهريختي جبرهاي يكبراي رده

  . كنيمصحبت مي
  
  

  

1∗

2∗

1∗

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

∗

( ) 0 1 2
x e a b

f x

3]

f
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   5.1 تمرين
  شودتر ميرفته رفته تبحر شما بيش

  
)با گروه  نشان دهيد كه گروه -1 / ; )n n≡  . ريخت استيك  [⊕

f:فرض كنيد -2 A B→ نشان دهيد كه . همريختي است:f f A A B B× × → × 
)با تعريف  )( , ) ( ( ), ( ))f f a a f a f a′ ′×  .نيز همريختي است =

:تابع  اگركه نشان دهيد  -3 ( ; , \, /) ( ; , \, /)f A B∗ → را  ∗ها عملبين شبه گروه ∗
 . كندحفظ كند، آنگاه به خودي خود دو عمل ديگر را نيز حفظ مي

)فرض كنيد كه  -4 , )Hom A B يها از گروهوارههمريختيي همهي مجموعه),( AA به  ∗
),(يگروهواره BB  تعريف با ∗عمل دوتاييآيا . باشد∗

)()())(( agafagf B∗=∗  
)روي , )Hom A B تعريف است؟ اگرخوشA وB چطور؟ ،باشند) آبلي(پذير تعويض 

)آنگاههايي آبلي باشند، گروه Bو Aآيا اگر , )Hom A B نيز چنين است؟ 

)فرض كنيد - 5 , )M Aرا با در نظر گرفتن Aساختار جبري. تكواره است∗ M=  به عنوان
s:هــاي يكــانيي زمينــه و عمــلمجموعــه A Aϕ sبــراي هــر ( → M∈ ( بــا تعريــف

( )s x sxϕ )ثابـت كنيـد كـه    . سـازيم ، مي= ( , ), ) ( , )Hom A A M≅ ∗D  كـه در آن
( , )Hom A A هاي ازي همريختيمجموعهAبهA توجه كنيـد كـه، همريختـي    ( .است

)بــودن  , )f Hom A A∈  بــه ايــن معنــي اســت كــه( ( )) ( ( ))s sf x f xϕ ϕ=  يــا
( ) ( )f sx sf x=.( 

ريختـي بـين   اي نيست بلكه هيچ يـك ريختي مشبكهنشان دهيد كه نه تنها تابع زير يك يك -6
 :اين دو مشبكه وجود ندارد

 
  

1
1

0 0

u
a

b v
  

  

( ; )n n⊕]
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سپس حـدس بزنيـد كـه آيـا      .اي نيستريختي مشبكهابتدا نشان دهيد كه تابع زير يك يك -7
 ؟تواند بين اين دو مشبكه وجود داشته باشداي ميريختي مشبكههيچ يك

  
1

0

a

b c
                      

1

0

a
c

b

  

    

  ضربحاصل جبري و دستگاهزير    6.1
  

هـا  مجموعـه، از مجموعـه  و تشـكيل زيـر  افراز، هاي اجتماع، اشتراك، ضرب، طور كه به كمك عملهمان
هـاي  هاي جبري جديد از دستگاههاي بسياري براي توليد دستگاهسازيم، روشهاي جديدي ميمجموعه

تـرين  ترين و اساسيسه روش از مهم. ديد مهاي جبر خواهيدر درس مرورداده شده وجود دارند، كه به 
اي ويـژه  ، كه سومي توجهاست جبرها خارج قسمت، و ضرب انواع، دستگاهزيرها، تشكيل اين روش

  .كنيمرا مطالعه مي و ضربدستگاه در اين بخش، مفهوم زير. طلبدرا مي
`⊇دانيم كهمي      پـس، طبيعـي   . اسـت  [همان عمـل جمـع در   اساساً `در و عمل جمع [

) ياست كه گروهواره ; )يزيرگروهوارهرا  `+( ; هاي كلـي  را براي دستگاه اين پديده. بدانيم [+(
  .آوريمميابتدا مطلب زير را . دهيمجبري تعريف و مورد مطالعه قرار مي

   
A:فرض كنيم   .تعريف 1.6.1 nA Aλ Bتـايي اسـت و   -nعملـي  → A⊆ . گـوييم كـه    مـي

,1است اگر براي هر بسته Aλعمل) يا نسبت به(تحت  Bيمجموعه , nb b B∈"،    حاصـل عمـل

1( , , )A
nb bλ )1باشد، يعني Bمتعلق به  " , , )A

nb b Bλ ∈".        
  

Bروشن است كه اگر . بحث در كلاس  2.6.1 A⊆ تحتAλ  بسته باشد، آنگـاهAλ  تـابعي از
nB بهBيعني عملي ،n- در ،تاييB دهد كه آن را تحديد عملدست ميه بAλ ربB ناميم و مي

|جاي معمولاً آن را به
A

nB
λ با نمادBλبا همان نماد ، يا اغلبAλ  ياλ براي مثال، . دهيمنشان مي
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-نشان مي +، و همواره هر دو را با يك نماد است [در [+تحديد عمل جمع `در`+عمل جمع

}همچنين، چون . دهيم , 2}B = D در +4يعنـي، عمـل   ( 4ي تحت عمل جمع همنهشتي به پيمانه
4 { ,1, 2,3}=] D (  بـر  +4بسته است، پـس عمـلB   ي ولـي همـين مجموعـه   . شـود تحديـد مـي

{ , 2}B = D  3در +3تحت عمل {0,1, همچنـين، توجـه كنيـد كـه     ) چرا؟(بسته نيست  [={2
32نيسـت، زيـرا، بـراي مثـال،      +4تحديـد عمـل   +3عمـل  1 0+ ي بـه پيمانـه  (در حـالي كـه    =

42 1 3 0(4+ =   .آوريمزير را مي تعريف جامعحال،  .≠
  

,فرض كنيم   .تعريف 3.6.1 lg( )A B τ∈A دو دستگاه جبري از نوعτ در اين صورت، . باشند
Bاگر  A⊆ و هر عملBλ همتايش تحديد عملAλ يعني( باشدB نسبت به هر عملAλ   بسـته
 ،واسـت  ) Aزيرجبر Bيا جبر( Aجبري زيردستگاه Bگوييم كه دستگاه  جبري، آنگاه مي)باشد

Bجايبهبراي تاكيد،  A⊆ نويسيم  ميB A≤.  
  

توانيـد تعـدادي از   جبري بسيارند و شما خود مـي  زيردستگاههاي مثال . بحث در كلاس  4.6.1
  . وريمرا بيا هانكتهكنيم ما سعي مي. ها را بيان كنيدآن
كـه ايـن    داديـم شوند، ولي ما ترجيح هاي جبري قايل ميبرخي شرط ناتهي بودن را براي دستگاه -1

ي ايي تهي به روشني زيردستگاه جبري هر دستگاه جبراز اين رو، مجموعه. محدوديت را قايل نشويم
گروه تواند زيرگروهواره و زيرنيمي تهي ميبراي مثال، مجموعه !نباشد صفرتاييكه داراي عمل است 

  .تواند زيرتكواره يا زيرگروه باشدباشد ولي نمي
τ(2)از يـك نـوع   و  گاه جبـري  با وجـودي كـه هـر دو دسـت      -2 هسـتند و   =

زيردسـتگاه   پـس، . نيست [در تحديد عمل ضرب `در +، ولي عمل دوتايي
  !شودمحسوب نمي جبري

به جـاي دسـتگاه   (ي مجموعه " :كنندزير تعريف ميزيرجبر را به صورت  است كه برخي متداول -3
)جبري دستگاه را زيرجبر B)جبري ; )A F گوييم اگرميB A⊆ نسبت به هر عملA Fλ ∈ 

)اگرمنظور اين است كه،   ".بسته باشد ; )A F  ودستگاهي جبريB يزيرمجموعهA  بـه  باشـد ،
يــك دســتگاه جبــري  روشــن اســت كــه بســته باشــد، آنگــاه Aλتحــت هــر عمــل Bكــهطــوري 

( ; ( ) )BB λλ ∈Ω از همان نوعτ  طوري كه هر عمل آيد، بهدست ميبهBλ  تحديد همتـايشAλ 
|، يعنياست :n

B A n
B

B Bλ λ=  زيردسـتگاه  B )يمجموعهنـه  ( جبريدستگاه پس، . →
 زيردسـتگاه  `يمجموعـه  ، بـراي مثـال،   اصولاً نبايد گفت كه اگر چه از اين رو، .استAجبري
) جبري ; , )+ البتـه   .بـريم به كار مـي براي سادگي ي را يهاي ما گاهي چنين واژهولي همه ،است [⋅

منظـور   جـا براي مثال، در اين. اغلب از فحواي كلام معلوم است كه منظور همان است كه در بالا گفتيم
) دستگاه جبري اين است كه ; , )+ )زيردستگاه جبري `⋅ ; , )+   !است [⋅

( ; )+`( ; )⋅]
⊆` ]( ; )+`

( ; )⋅]
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τدو دستگاه جبري از نوع متفاوت ) اختياري( -4 τ بـراي   !بـا هـم مقايسـه كـرد     نبايدرا اصولاً  ≠′
)1مثال، اصولاً نبايد دستگاه جبـري   ; )B τ(2)از نـوع   ∗ 1را زيردسـتگاه جبـري    = 2( ; , )A ∗ ∗ 

) ، براي مثال،ممكن است تمايل داشته باشيد كهولي !  ناميد ; )يـا    `+( ; را نيـز زيردسـتگاه    [⋅(
)جبري ; , )+ دهـد،  اي نمـي چنين اجازه 3.6.1دهيم، ولي تعريف به شما حق مي! در نظر بگيريد [⋅
)زيــرا  ; )و `+( ; τ)2(از نــوع  [⋅( )در حــالي كــه  ،هســتند = ; , )+ نــوع متفــاوتاز  [⋅

(2,2)τ  زيردسـتگاه جـاي  بـه  ي ديگري واژهبا  توانيممي اين حالت رادر صورت نياز، . است =
)هاي جبري فرض كنيم كه دستگاه: كنيمتعريف  ; )A F  و( ; )B F Bطوري باشند كه  ′ A⊆ ،

F F′ B، و⊇ Fλ Aتحديد همتايش ∋′ Fλ )در ايـن صـورت،  . باشد ∋ ; )B F  تحويـل را  ′
( ; )A F تحويـل  و دسـتگاه  ،تحويل و   براي مثال، .ناميممي

  .است 
  

فرزنـدان  كنـيم كـه   توجـه مـي  . پـردازيم ديگري مي مهمحال به موضوع   .بحث در كلاس  5.6.1
البتـه،  . همچنين، فرزند انسان، انسان است و پرنـده نيسـت  ! جانداران، جاندارند و سنگ و چوب نيستند

بـرد، ولـي ممكـن    هاي اساسي آن انسان را به ارث مياگر چه فرزند يك انسان مشخص برخي از ويژگي
هايي باشـد  ، فرزند ممكن است داراي ويژگيبرعكس، و به ارث نبردهاي والدين را ي ويژگيهمهاست 

)ياگر چه گروهـواره  به عنوان مثالي در رياضي، !كه والدين او ندارند ; )يزيرگروهواره `+( ; )+]
)است، ولي ; )هايي دارد كه ويژگي [+( ; )براي مثال، ! ندارد `+( ;  گروه است در حالي كـه  [+(
( ;   .حتي تكواره نيست `+(

كند، و ها نميبسيار كلي است و هيچ صحبتي از به ارث بردن يا به ارث نبردن ويژگي 3.6.1تعريف      
هاي جبري مورد بحث در دروس دستگاه اغلب، در حالي كه دهدها را مد نظر قرار ميدستگاه نوعصرفاً 
  . باشد) اياي يا غير معادلهمعادله(ها اي از ويژگيمجموعه Pفرض كنيم. جبر هستند -P،رياضي

  
يعنـي، نسـبت بـه    ( باشـد  Aزيردستگاه جبري Bجبر  و -Pيك Aفرض كنيم  .تعريف  6.6.1
 -Pيـك  Bگوييم كهباشد، مي Pهايويژگيهمان  نيز داراي Bاگر. )بسته باشد Aي رويهاعمل

  . است Aزيرجبر
  

و قبـل از تعريـف نيـز     گرچه تعريف بالا نيازي به تفسير و توضيح ندارد،ا  .كلاسبحث در   7.6.1
  .وريمرا بيا هايينكتهولي لازم است  ي آن بيان كرديم،مطالبي در باره

جبر معرفي  -Pگروه، گروه، حلقه، مشبكه، و از اين قبيل، براي يكي مشخصي چون نيماگر واژه -1
، و از اين قبيل، زيرمشبكه، زيرحلقه، زيرگروه، گروهزيرنيم، مانند زيرشده باشد، آنگاه از پيشوند 

است، و البته زيرگروه  گروهزيرنيم بنابراين،. كنيماستفاده مي زيرجبر -Pجايبه
 . آن نيست

( ; )+`( ; )⋅]( ; , )+ ⋅]( ; )+\
( ; , )+ ⋅\

( ; )+`( ; )+]
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همان طور كه در بالا گفتيم، . زيرجبر باشيد -Pجبري ومراقب تفاوت بين دو مفهوم زيردستگاه  -2
)براي مثال ; )دستگاه جبري زير، 3.6.1، با توجه به تعريف `+( ; نسبت به  `زيرا( است  [+(
-البته، روشن است كه اگر ويژگي. ي آن نيستولي زيرگروه يا حتي زيرتكواره) بسته است [جمع در

- ، تعويضپذيريشركت، براي مثال( ،اتحاديعني ، سور عمومياي با صدق معادله Pمتعلق به هاي
Bباشد، آنگاه چون Aزيردستگاه جبري Bو باشددر) هاتواني درگروهوارهپذيري، يا خود A⊆ ،

 -Pيك Bو در نتيجه هستندنيز برقرار  Bتردر دستگاه جبري كوچكبه روشني  هااين اتحاد
 .زيرجبر وجود ندارد -Pدر اين موارد، تفاوتي بين زيردستگاه جبري و .شودمينيز  Aزيرجبر

مثالي ! آن ويژگي را نداشته باشد Bباشد ولي δممكن است داراي ويژگي Aدر غير اين صورت،
   .)را ببينيد 1بند ( بياوريد

 
  !شوندبيان مي هااتحادد كه بر حسب ندههايي را نشان ميلب اهميت و مزيت ويژگيااين مط

  
  
  بحث در كلاس  8.6.1  
و باشـد   Aدر خـاص بـا ويژگـي    aDعضـوي چـون   وجـود مبـين   σگاهي ممكن است ويژگـي  -1

B زيردستگاه A≤  نيز داراي عضوي چونbD   با همان ويژگي خاص باشـد، ولـيb a≠D D  .  در ايـن
بـرآورده شـده اسـت،      6.6.1است و شرط بيان شده در تعريف  σنيز داراي ويژگي Bصورت، اگر چه

bدهند كهاغلب ترجيح ميدانان ولي رياضي a=D D!  
}ي تكواره. تر كنيمروشنساده مثال يك اجازه بدهيد موضوع را با       , }A e f=  را با عمل دوتايي  
  

e f
e e f
f f f

∗
  

  
}فرض كنيد . در نظر بگيريد }B f= .        اگـر تعريـف تكـواره را بـه صـورت دسـتگاهي جبـري از نـوع

(2)τ   )عضو همانيوجود (در نظر بگيريم كه داراي ويژگي  ،10.3.1، تعريف =
  

: ( ) ( )e A x A e x x x eσ = ∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = = ∗  
  

}است، آنگاه  }B f= زيـرا  ( اسـت  بسـته   ∗تحت عملf f f∗ . اسـت  σو داراي ويژگـي ) =
 Aيزيرتكـواره  B، 6.6.1پس، بـا توجـه بـه تعريـف     . )كندرا بازي مي عضو هماني نقش fالبته(

 ،باشـد و در نتيجـه   Aهمان عضـو همـاني   Bدهند كه عضو همانيدانان ترجيح ميرياضي ولي! است
e شرط، ∗تحت عمل Bعلاوه بر بسته بودن B∈  از ايـن رو، . شـوند را نيز قايل مـي{ }B f=  را

A
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}و Aتنها ، در اين مثال، ، و لذاگيرنددر نظر نميAيزيرتكواره }e يتكـواره را زيرA  در نظـر مـي-
τ(2,0)اگر تعريف تكواره را به صورت دستگاهي جبـري از نـوع   البته، !گيرند در  ،11.3.1تعريـف   ،=

نه تنها بايد تحت عمل  Bكند كهبه خودي خود ايجاب مي  6.6.1 زيردستگاه نظر بگيريم، آنگاه تعريف
آن نيز بسته باشد، كـه در ايـن صـورت عضـو      صفرتايينسبت به عمل  بايدبسته باشد بلكه  ∗دوتايي
را  بـراي تكـواره    11.3.1دانان تعريف رياضيبسياري از از اين رو،  !شودمينيز  B متعلق به Aهماني

  !دهندمي ترجيح 10.3.1بر تعريف 
داراي يعنـي،  (مـورد نظـر باشـند     داركرانهاي تنها مشبكه اگر. آوريممي 1مثالي ديگر مشابه بند  -2

 داري كـران ، آنگاه هر زيرمشبكه)باشند0ترين عضو، به نمايش، و كوچك1ترين عضو، به نمايش بزرگ
)دار ي كراناز مشبكه Bچون ; , ,0,1)A ∨  ، شـامل ∧و ∨بايد، علاوه بر بسته بودن نسـبت بـه    ∧

,0} داركـران  يمشبكهبراي مثال،  .باشد نيز 1و  0 , , , ,1}A a b c d=      را بـا نمـودار زيـر در نظـر
  :بگيريد 

  
1

0

a d

b c
  

  
,0}روشن است كه  , }X a b= يزيرمشبكهA 1، زيراشودمحسوب نمي X∉ )   اگر چه نسـبت بـه

تـرين عضـو   كوچك 0ترين وبزرگ bي كرانداراست، كه در آنو خود يك مشبكه بسته است ∧و ∨
,0}دليل بياوريد كه. )است , ,1}C b c= 0}و, , ,1}D b d= يزيرمشبكهA هستند .  

ي بالا نكتهمفهوم زيرمشبكه و اجازه بدهيد مثال ديگري بياوريم تا اطمينان حاصل كنيم كه متوجه  -3
   :در نظر بگيريد را با نمودار زير Aدارناكر يمشبكه. ايدشده
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1

0

e

a

b c

  

,0}آيا  , , }B b c a= دار كران يزيرمشبكهA داري كراننشان دهيد كه مشبكهست؟ ا
{0, , , }C b c e= نمودار  با  

1

0

e

b c
  

ــك زيرمشــبكه  ــه در  ( !نيســتAيي ــد ك C ،bتوجــه كني c e∨ ــه در = ــالي ك ــم Aدر ح داري
b c a∨ =(   

)دستگاه جبري  فرض كنيم -4 ; )A a,گروه باشد، يعني بـراي هـر  شبه 10.4.1 با تعريف ∗ a A′∈ ،
aهايمعادله x a′∗ yو = a a′∗ در اين صورت، بـا  . باشند Aدر منحصر به فردداراي جواب  =

B، 6.6.1توجه به تعريف  A⊆ گروهشبهزيرA است اگرB   بسـته باشـد و بـراي هـر     ∗نسـبت بـه
,b b B′∈هاي، معادلهb x b′∗ yو = b b′∗ . باشـند  Bدر منحصر بـه فـرد  داراي جـواب   =

 چيسـت پاسخ شما برابر است؟  Aدر انبا جوابش Bدر هامعادلهاين اين است كه آيا جواب   سؤال
  . )؟چرا يقيناً مثبت است؛(

  
و مشبكه در درس مبـاني  ) جزئي(ي مرتب با مفهوم مجموعه . هادستگاهي زيرمشبكه  9.6.1

)فـرض كنـيم  . ايـن كتـاب آشـنا شـديم     4.1علوم رياضـي و در بخـش    )Sub A  ي ي همـه مجموعـه
) روشن است كه. باشد Aهاي جبري دستگاه جبريدستگاهزير ( ); )Sub A -رابطه ، كه در آن ≥

,يعني، براي هـر (اي مرتب است است، مجموعه ⊇ي ترتيبي شمولي , ( )H K L Sub A∈،  داريـم
H H⊆ ــر H؛ اگ K⊆ وK H⊆ ــاه H، آنگ K= ــر H؛ اگ K⊆  وK L⊆ ــاه ، آنگ

≤
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H L⊆ .(ي مرتب يك مشبكه نيز هسـت  خواهيم ديد كه اين مجموعه)  اي كامـل  در واقـع مشـبكه
ي خـود  هاي اين مشبكه اطلاعات مفيدي در بارهپژوهشگران به كمك ويژگيبرخي از ). اسـت 

   .آورندبه دست مي Aدستگاه جبري

) ي مرتـب براي اثبات مشبكه بودن مجموعه      ( ); )Sub A بايـد نشـان دهـيم كـه بـراي هـر دو        ≥
H,دستگاهزير K A≤،   وجود دارند و .

البته، ابتدا بايد نشـان دهـيم   . حدس شما درست است. ايد كهحتماً حدس زده
)كه )H K Sub A∩   .    كندي زير بيش از اين مطلب را اثبات ميقضيه.  ∋

  :در اين صورت. استدستگاهي جبري  Aفرض كنيم   .لم  10.6.1

H,براي هر -1 K A≤ ، دستگاه جبرينيز زيرA  .است  

}يبراي هر خانواده -2 }i i IH دستگاه جبـري نيز زير  ،Aهاي جبريدستگاهاز زير ∋

Aاست . 

 λ مفـرض كنـي  بـراي مثـال،    .توانيد اثبات كنيدرا به راحتي ميها حكميقين داريم كه اين  . اثبات
  بسته هستند، داريم λنسبت به  Kو Hچون. است Aتايي روي -nعملي 

1 1 1

1 1

1

, , , , & , ,
( , , ) & ( , , )
( , , )

n n n

n n

n

x x H K x x H x x K
x x H x x K
x x H K

λ λ
λ

∈ ∩ ⇒ ∈ ∈
⇒ ∈ ∈
⇒ ∈ ∩

" " "
" "
"

    

    بحث در كلاس  11.6.1
تشكيل  ييهامعادلهاز  Pطوري كه جبر باشد به -PيكAطور كه قبلاً نيز ديديم، اگرهمان -1

در . وجود نداردزيرجبر  -Pبين زيردستگاه جبري و تفاوتي، آنگاه اتحاد هستند Aكه در استشده 
iاشتراك در لم بالا اين صورت،

i I

H H
∈

 ممكندر غير اين صورت، . شودميزيرجبر - Pيك ∩=

  !باشد زيرجبر -Pيك iHاگر هر حتينباشد،  زيرجبر -Pاست اين اشتراك يك
ــه  -2 ــيم كـ ــال ببينـ ــتگاه  حـ ــراي زيردسـ ــري بـ ــاي جبـ ــري  از Kو H هـ ــتگاه جبـ  ،  Aدسـ

}و  } { }i i I i i IH Sup H∈ روشـن   .را چطور بايد تعريف كنـيم  ∨=∋
نيـز خواهـد بـود، زيـرا      Kو Hباشد، آنگاه سـوپريمم  Aدستگاه جبريزير  است كه اگر

 دسـتگاه از زير هاييمثالتوانيد به راحتي ميولي، . است Kو Hشاملدستگاه جبري ترين زيركوچك
)جبري ;  بـراي تعريـف سـوپريمم   . باشدها نسبت به جمع بسته نبياوريد به طوري كه اجتماع آن [+(

  .آوريمميزير را  تركلي مفهوم، ابتدا هاي جبريزيردستگاه

{ , }H K Sup H K∨ ={ , }H K Inf H K∧ =
H K H K∧ = ∩

H K∩

i
i I

H H
∈

=∩

A

AA

{ , }H K Sup H K∨ =
H K∪
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  در اين صورت، . است و دستگاهي جبري از نوع فرض كنيم   تعريف  12.6.1
-يم Xاز زيردستگاه توليد شدهباشد  شاملرا كه جبري زيردستگاه ترينكوچك -1

 .دهيمنشان مي>  <ناميم و آن را با  
در . باشد) اتحاد يا غير اتحاد( هااي از ويژگيدسته Pجبر باشد، كه در آن -Pيك فرض كنيم -2

-ميAاز زيرجبر توليد شده -Pباشد، شاملرا كه  زيرجبر - Pترينكوچكاين صورت، 

)ناميم و آن را با )PX ،( )Xيا اگر امكان اشتباه نباشد با همان ،X<   . دهيمنشان مي <
  
   بحث در كلاس  13.6.1 

∅>روشن است كه  -1 و ) چـرا؟ (اسـت   Aهاي صفرتايي رويهاي عملنگارهي متشكل از همه <
∅>داراي عمل صفرتايي نباشد، آنگاه Aاگر  > )براي مثال اگر . ∅= ; , )A e∗ يـا گـروه   تكواره 

}باشد، آنگاه }e<∅ > )و اگر = ; )A ∅>صرفاً يك گروهواره باشد، آنگاه ∗ > شايد لازم (. ∅=
 ).ببينيددوباره را  2.2.1بحث  3باشد بند 

ــر -2 1اگ 2{ , , , }nX x x x= ــه " ــري  زيرمجموع ــتگاه جب ــاهي از دس ــاه   Aاي متن ــد، آنگ باش
1, , nH X x x= < > = < ــتگاهرا  "< ــد زيردسـ ــاهي مولـ ــاميممـــي Aمتنـ ــر . نـ اگـ
1, , nA x x= <  .گوييممي متناهي مولد جبري دستگاه يك راA، آنگاه"<

aتوليد شـده توسـط  توان زيردستگاه جبري چطور، براي مثال، ميبه عنوان مثالي ساده،  -3 A∈  را
)0اي ي نقطهمجموعهدر  ; )A a  دستگاه جبـري ). را ببينيد 4.2.1(يافتa< تـرين  بايـد كوچـك   <

)0اي از ي نقطهزيرمجموعه ; )A a يترين زيرمجموعـه يعني، كوچك. باشدA  0شـامل  كـه   باشـدa 
}0پس. است } { }a a a< > = Xبه همين صورت، اگر. ∪ A⊆  0آنگاه{ )X X a< > = ∪.  

)را در دستگاه جبري 2توان زيردستگاه جبري توليد شده توسط چطور، براي مثال، مي -4 ; بـه   [+(
)دست آورد؟ اگر ; >2را صرفاً يك گروهواره در نظر بگيريم، آنگاه [+( يبه عنوان زيرگروهـواره  ،<

( ; ــه    [+( ــبت ب ــت نس ــا لازم اس ــل ، تنه ــا      عم ــت ب ــر اس ــه براب ــد و در نتيج ــته باش ــع بس جم
2 {2,2 2,2 2 2, } {2,4,6, } 2< > = + + + = =" " )اگــر . ` ; ــه عنــوان  [+(0, را ب

>2يك تكواره در نظر بگيريم، آنگاه )يبه عنوان زيرتكواره < ; بايد، علاوه بـر بسـته بـودن     [+(0,
2نسبت به جمع، عضو هماني را نيز شامل شود، و در نتيجه برابر است بـا   {0,2,4,6, }< > = " .

)حال اگر ; , ,0)+ >2را گروه در نظر بگيريم، آنگاه  [− )به عنوان زيرگـروه  < ; , ,0)+ بايـد   [−
  ها نيز بسته باشد و در نتيجه برابر است بانسبت به قرينه

2 { , 6, 4, 2,0,2,4,6, } 2< > = − − − =" " ]  

( ; )A FτX A⊆

AX
X

A
AX
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>2يزيرگروهواره - 5 8يدر گروهواره < 8( ; ترين تعداد بايد كمدر اين مثال نيز ؟ چيست [+(
روشن ! به دست آيد +8اي بسته نسبت به عملبيفزاييم تا مجموعه {2}يرا به مجموعهعضو

  است كه

8 8 8 8 8 8

8

2 {2,2 2,2 2 2,2 2 2 2, }
{2,4,6,8 0}

< > = + + + + + +
= ≡

"
  

>2در ذهن شما نيز ايجاد شده است كـه، آيـا اگـر بخـواهيم      مهمو  سؤال جالبحتماً اين  را بـه   <
8 زيرگروهعنوان  8( ; ي ها را نيـز بـه مجموعـه   بالا، صفر و قرينه 4محاسبه كنيم بايد، مانند بند  [+(

پاسخ سؤال را  {2,4,6,0}يقيناً مي توانيد با نگاهي دقيق تر به كنيد؟ شما چه فكر مي  بالا بيفزاييم؟
)هاي ديگر ولي براي گروه. براي اين مثال بيابيد ; )n n+] براي اينكه لذت فكر كردن و يافتن  چطور؟

    ! رجوع نكنيد 8.2.2ي قضيه بهفعلاً از خودتان نگيريد، پاسخ سؤال را 
8هايرا در گروهواره حال شما  -6  8( ; 15و    [+( 15( ;  .بيابيد [+(

8ي در گروهـــواره يزيرگروهـــواره -7 8( ; ي ايـــن كـــدام اســـت؟ محاســـبه[+(
  :بايد شامل عضوهاي زير باشد! ، استترنيز راحت، ولي قدري پرزحمت زيرگروهواره

8 8 8 8 8 8

8

0, 2, 4,6
3,3 3 6,3 3 3 1,3 3 3 3 4,
2 3 5,

+ = + + = + + + =

+ =

"
"

  

مثال، چون براي. تر كنيمتوانيم كوتاهها را مياگر كمي از عقل سليم را به كار ببريم، اغلب اين محاسبه 
8 83 3 3 1 H⊕ ⊕ = 8H، پس ∋ =   چرا؟. [

تـرين  آيـا كوچـك   )الف(. زير برايتان مطرح هستندكلي  يقيناً دو سؤال . بحث در كلاس  14.6.1
>Xيعني ،باشد Xيامل مجموعهكه شAزيردستگاه تـرين  كوچـك  )ب(، هميشه وجـود دارد؟  <

P- يشامل مجموعه. . .) گروه، گروه، زيرگروه، زيرحلقه، زيرمشبكه، زيرشبهمانند زيرنيم( زيرجبرX ،
از  Pهمچنـين، اگـر  . هميشـه مثبـت اسـت    )الف(بينيم كه پاسخ به سـؤال  ي زير ميچطور؟ در قضيه

هـاي مهـم را در   ايـن نكتـه  . نيز مثبت خواهد بود )ب(تشكيل شده باشد، آنگاه پاسخ به سؤال  هااتحاد
  . نيز مطرح خواهيم كرد 3و  2هاي فصل

سوپريمم، زيردستگاه گويند كه با توجه به مفهوم هاي خاكستري شما ميزنيم كه سلولحدس مي     
 يترين عضو مجموعههمان كوچك Xتوليد شده از

{ | }B A X B= ≤ ⊆S 

8]

3< >

2,3H =< >
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شويم كه اشـتراك ايـن   ترين عضو چيست؟ با كمي دقت متوجه ميولي اين كوچك! درست است! است
  .كندي زير اين مطالب را اثبات ميقضيه. مجموعه نامزد خوبي است

  
)فرض كنيم كه . قضيه  15.6.1 ; )A F     دسـتگاهي جبـري از نـوعτ  اسـت وX A⊆ .  در ايـن

}صورت، اگر | }B A X B= ≤ ⊆Sآنگاه ، { | }
B

X B B A X B
∈

< > = = ≤ ⊆∩ ∩
S

  

>Xبا توجه به تعريف . اثبات  ـ و Aزيردستگاه دو ويژگي باكه  ،<  تـرين كوچـك  Xاملش
بايد نشان دهيم كه ، است

B

K B
∈

=∩
S

دهـد كـه  نشـان مـي    10.6.1لـم   .اسـت  هـا داراي اين ويژگي 

B

K B
∈

=∩
S

است، پس Xشامل B∈Sچون هر عضو  .است Aزيردستگاه  
B

K B
∈

=∩
S

نيز   

 Kبراي اثبات اينكـه . است Xو شامل Aزيردستگاهي از Kتا اينجا اثبات شد كه .است Xشامل
. باشـد  Xو شـامل  Aنيـز زيردسـتگاهي از   Lكنيم كه ترين است، فرض ميبا اين دو ويژگي كوچك

حال، روشن است كه . L∈Sپس 
B

K B L
∈

= ⊆∩
S

  !و اثبات تمام است 

    بحث در كلاس  16.6.1

هـا  از معادلـه  P، اگر11.6.1بحث  1بند بالا و  يقضيه با توجه به. دوباره بايد موضوعي را تكرار كنيم -1
 Xزيرجبـر توليـد شـده توسـط     -Pهمان Xتوسطتشكيل شده باشد، آنگاه زيردستگاه توليد شده 

)ياست، يعن ) { | }X X B A X B=< > = ≤ ⊆∩.   
)فرض كنيم . بالا به صورت زير است 13.6.1بحث  7-4هاي تعميم بند -2 ; )A در . نيمگـروه باشـد   ∗

  توانيد نشان دهيد كه  ميي بالا، و مشابه اثبات قضيه 12.6.1اين صورت، با استفاده از تعريف 

xبراي هر )الف( A∈ ،گروه توليد شده توسطزيرنيمx     برابـر اسـت بـا{ | }nx x n< > = ∈` ،
nx)مرتبه n(كه در آن  x x x= ∗ ∗ }يعني، نشان دهيد كه ( "∗ | }nB x n= -زيـرنيم  `∋

Bباشد، آنگاه xو شامل Aگروهنيز زيرنيم Cاست، و اگر x شاملو  Aگروه C⊆.(  

Xدر حالـــت كلـــي، بـــراي  )ب( A⊆ ،1 2{ | , }n iX x x x n x X< > = ∗ ∗ ∗ ∈ ∈" `  .
1يعني، نشان دهيد كـه  ( 2{ | , }n iB x x x n x X= ∗ ∗ ∗ ∈ ∈"  شـامل و  Aگـروه زيـرنيم  `

X است، و اگرC گروهنيز زيرنيمA و شاملX باشد، آنگاهB C⊆.(  

در ايـن  . آن باشـند  دسـتگاه زير و و دسـتگاهي جبـري   Aفرض كنيم كه . نتيجه  17.6.1
  صورت، 

HK
{ , }H K Sup H K H K∨ = = < ∪ >
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)ي مرتبمجموعه . نتيجه  18.6.1 ( ); )Sub A   .است) اي كاملو در واقع، مشبكه(مشبكه  يك ⊇

{ } { }( )i i I i i I i
i I

H Sup H H∈ ∈
∈

= = < >∨ ∪.  

  

)ينمودار مشبكه . تعريف  19.6.1 ( ); )Sub A -مـي Aهايدستگاهي زيرمشبكه نموداررا  ⊇

  .ناميم

   بحث در كلاس  20.6.1 

}),;{(تكواره  -1 ∗= feM  را به خاطر آوريد 8.6.1بحث  1بند در داده شده:  

e f
e e f
f f f

  

  :به صورت زير استهاي آن زيرتكوارهي نمودار مشبكه 

  M• 

{e}•  

  . تعيين كنيدآن را  .فاوت استتمقدري هاي آن ي زيرگروهوارهمشبكه
  :به صورت زير در نظر بگيريدرا  Aيمشبكه -2
  

1

0

e

b c
  

   :ايم، كامل كنيدناقص داده به صورترا كه در زير مشبكه اين هاي كراندار ي زيرمشبكهمشبكه
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{?,?,?,?} {0, ,?,1}
{?,?,?} {0, ,1} {0,?,1}

{0,1}

A
c

e  

  

هـاي  سـاختن دسـتگاه  در زيـر دو روش كلـي ديگـر    . دهيمادامه مي 3و  2هاي را در فصل بالا بحث    
  . كنيمهاي داده شده را معرفي ميجبري جديد از دستگاه

هـاي جبـري   اساسي ديگري را براي ساختن دستگاه هايدر اينجا روش ضرب و همضرب  21.6.1
بسـيار سـاده اسـت،    ، به ويژه در مورد ضرب، روش كار. كنيممي مطالعههاي داده شده از دستگاهجديد 

هاي متفاوت را با هـم در  هاي جبري همنوع ولي با عملدستگاه توانمي كه اهميت دارداز اين نظر  ولي
  !ها به دست آوردتر از آنبزرگ )اغلب( خت و دستگاهي از همان نوع وليآمي
  

)فرض كنيم   .تعريف  22.6.1 ; )A F و( ; )B F در ايـن  . باشـند  τدو دسـتگاه جبـري از نـوع    ′
Aي صورت، مجموعه B× ايمؤلفه(هاي همراه با عمل (  

  
1 1 1 1(( , ), , ( , )) ( ( , , ), ( , , ))A B A B

n n n na b a b a a b bλ λ λ× =" " "  
  

  .ناميممي Bدر A)دكارتي( ضربحاصلاست كه آن را   τدستگاهي جبري از نوع 
  

  بحث در كلاس  23.6.1
) براي مثال، اگر -1 ; )AA )و ∗ ; )BB   گروهواره باشند، آنگاه ∗

{( , ) | , }A B a b a A b B× = ∈ ∈  
  همرا با عمل 

( , ) ( , ) ( , )A B A Ba b a b a a b b× ′ ′ ′ ′∗ = ∗ ∗  
  

  نويسيمالبته، اگر اشتباه برانگيز نباشد، كه معمولاً نيست، مي.  گروهواره است
  

( , )( , ) ( , )a b a b aa bb′ ′ ′ ′=  
  



84 
 

Aرا براي دستگاه جبري 4.1.مي توانيد همتاي قضيهراحتي ميهب -2 B×   بايـد نشـان   . اثبـات كنيـد
qدهيد كه توابع تصـويري   pB A B A←⎯⎯ × هسـتند، و بـراي هـر دسـتگاه      همريختـي   →⎯⎯

g همريختيو هر جفت  τاز نوع  Cجبري fB C A←⎯⎯ منحصـر بـه فـرد    همريختي ، →⎯⎯
:h C A B→ ) تابع كه در واقع همان( × ) ( ( ), ( ))h c f c g c= وجود دارد بـه طـوري   ) است

pكه  h f=D  وq h g=D .4.1.مي در قضيه تابعو مجموعه هاي كه صرفاً واژهكنيم توجه مي، 
 .اندتبديل شده همريختيو  دستگاه جبريبه ترتيب ، به 

Aباشند ولي σداراي ويژگي Bو Aممكن است -3 B×  براي مثـال،   !به ارث نبردآن ويژگي را
)ي ضربيدر گروهوارهصفر ضرب هر دو عضو ناحاصل ; [×ناصفر است، در حالي كه در [⋅( ، داريم[

(1,0)(0,1) (0,0)=. 
وارون دارد، در حـالي  ) معمـولي (نسبت به عمل ضرب  \عنوان مثالي ديگر، هر عضو ناصفر در به      
,عضو ناصفر  ، براي مثال،كه )D1(  در×\ و  Aدر σيمعادلهولي، اگر ! ندارد) ضربي(وارون  \
Aدر σباشد، آنگاه اتحاد Bدر B×  حالت كلي اين مطلب را در اينجا اثبات نمـي . است اتحادنيز-

آنگـاه عمـل دوتـايي    آبلي باشند،  ∗Bو ∗Aهاي دوتاييبراي مثال، اگر عمل. آوريمكنيم، ولي مثالي مي
Aايمؤلفه B×∗   درA B× نيز آبلي است:  

  
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

A B A B A B

A B

a b a b a a b b a a b b
a b a b

×

×

′ ′ ′ ′ ′ ′∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗

′ ′= ∗  
 

بيان شد، همضرب دوگان مفهوم ضرب است، به اين معني   5.1.مهمان طور كه در بحث   .همضرب
بـا دسـتگاه    Aهمضرب دسـتگاه جبـري  پس، براي تعريف . كه داراي ويژگي جهاني دوگان ضرب است

دسـتگاه جبـري و بـه     يك مجموعههر به جاي   5.1.مبحث ، كافي است در τ، هر دو از نوعBجبري
كـه  دسـتگاهي جبـري اسـت     Bبـا   Aهمضـرب يعنـي،   .همريختـي قـرار دهـيم   يك تابع هر جاي 

    باشند شتهبه آن وجود دا Bو Aازهايي همريختي

?j iB A⎯⎯→ ←⎯⎯  
  

gهمريختـي و هـر دو   Xجبـري  دسـتگاه به طـوري كـه بـراي هـر      fB X A⎯⎯→ ، يـك  ⎯⎯←
:منحصر به فرد چون همريختي ?h X→ هاي زير تعـويض طوري كه مثلثه شته باشد بوجود دا-

  ).توجه كنيدنسبت به ويژگي جهاني ضرب ها به تغيير جهت پيكان(پذير باشند؟ 
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[?]j i

X

g h f

B A

↑

⎯⎯→ ←⎯⎯
#

  

           
  اجتماع مجزايچه همضرب دو مجموعه، اگر
  

( {1}) ( {2})A B A B∪ = × ∪ ×�  
يـافتن   .نيسـت گاهي چنين اسـت و گـاهي   هاي جبري ولي براي دستگاه  )را ببينيد 5.1.مبحث (است 

بخـش  . . ضـرب نيسـت  ، و لزوماً به سادگي يافتن حاصـل است اغلب پيچيده همضرب دو دستگاه جبري
  .   ها ببينيدمجموعه -Mو بحث زير را برايي آبلي هارا براي مورد گروه 7.2

  بحث در كلاس  24.6.1
 A يهامجموعه -در واقع، اگر. شودتعريف مي هامجموعه مشابه با هامجموعه -همضرب در

  يوعههمان مجمBبا  Aهمضربرا در نظر بگيريم، آنگاه Bو

  
  روي آن به صورت Mبا تعريف عمل

)2,()2,(),1,()1,( sbbssaas ==  

  .است Bروي Mعمل sbو A روي Mهمان عمل saكه در آن است، 

  
  
  
  6.1 تمرين

  ترين قسمت هر درس هستندها مهمتمرين
 

MM

( {1}) ( {2})A B A B∪ = × ∪ ×�
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Xكــه اگــر نشــان دهيــد   -1 Y⊆ يــي از دســتگاهي جبــري باشــند، آنگــاه     هــازيرمجموعــه
ــه .  ــا ارائ ــين، ب ــت    همچن ــن اس ــه ممك ــد ك ــان دهي ــال نش ــي مث ول
 .  

})اي ي نقطههاي جبري مجموعهي زيردستگاهنمودار مشبكه -2 , , }; )a b c a تاييبا عمل صفرa  را
 .نشان دهيد

;{0,1,2,3})4ي هاي گروهوارهي زيرگروهوارهنمودار مشبكه -3  .را نشان دهيد +(0,
;{0,1,2,3})4ي هاي گروهوارهي زيرگروهوارهنمودار مشبكه -4  .را نشان دهيد ⋅(0,
,فــرض كنيــد - 5 :f g A B→  ــين دو دســتگاه جبــري باشــند همريختــي نشــان دهيــد كــه. ب

{ | ( ) ( )}E a A f a g a= ∈  .استAزيرجبر  =
f:فــرض كنيــد  -6 A A→   همريختــي روي دســتگاه جبــريA نشــان دهيــد كــه  . باشــد

{( , ) | ( ) ( )}E a b A A f a f b= ∈ × Aزيرجبر = A×است. 
هـايي از  زيرمشـبكه  )پ(و  )ب( كرانـدار  هايآيا مشبكه. را در نظر بگيريد )الف(دار ي كرانمشبكه -7

  هستند؟  )الف(ي مشبكه

  
1 1 1

0 0 0

a b c a a

d e f d f d b c
  

 
 )الف(                   )                            ب(                          )                       پ(  

ي چهار عضوي يك زيرمشبكهي سه عضوي و دو زيرمشبكه. دار زير را در نظر بگيريدي كرانمشبكه -8
  .از اين مشبكه ارائه دهيد) 1و 0شامل (دار كران

  

X Y< > ⊆< >X Y≠
X Y< > =< >
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1

0

a

b c
  

  
 نشان دهيد كه. ساختارهاي جبري از يك نوع هستند و ،فرض كنيد -9
  ) الف(
   )ب(
  .) پ(

  
 و زيرجبـر  ساختارهاي جبـري از يـك نـوع هسـتند، و    و ،،فرض كنيد  - 10

با مثال نشان دهيد كه زيرجبرهـاي   .است  زيرجبر  نشان دهيد كه. است زيرجبر
 .لزوماً به صورت بالا نيستند 

با تعريف  رويساختارهاي جبري از يك نوع هستند، و يك عمل دوتايي ،دفرض كني  -11
ثابت كنيد كـه در  . وجود دارد ، با تعريف  روي، و يك عمل دوتايي 

 زيرجبـر  و زيرجبـر  هسـتند كـه   به صـورت  اين صورت زيرجبرهاي 
 . است

عضو  و هايي متناهي به ترتيب باگروهوبا استفاده از تمرين بالا نشان دهيد كه اگر -12
و زيرگـروه  هسـتند كـه   به صورت هاي، آنگاه زيرگروهباشند و

  .است زيرگروه 
  
  

    

  خارج قسمت وهمنهشتي   7.1
هـاي جبـري داده شـده ارائـه     هاي جبري جديد از دستگاهروش مهم ساختن دستگاه سه  6.1در بخش 

بـدون هـيچ توضـيح و    تـوانيم  مـي . كنـيم ديگري را معرفي مـي  بسيار مهمدر اين بخش، روش . داديم
ولي، چون قصـد مـا تنهـا    ! را بياوريم و كارمان را ادامه دهيم 1.7.1اي، وارد بحث شويم و تعريف مقدمه
هـا را  ها و قضـيه رسيدن به تعريف فوت و فنخواهيم، در صورت امكان، مطالب نيست، بلكه ميي ارائه

       .آوريمنيز قدري شرح دهيم، مطالب زير را مي

ABC
{1}A A× ≅

A B B A× ≅ ×
( ) ( )A B C A B C× × ≅ × ×

ABCDCAD
CC D×A B×

A B×
AB∗A

x y x∗ ='∗Bx y y∗ =
A B×C D×CADC

ABmn
( , ) 1m n =A B×C D×CA

DC
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هـاي جـدا از هـم    را بـه دسـته   Aبه اين معني است كـه  Aدستگاه جبريخارج قسمت ي واژه      
ضرب ديديم، انتظـار  مورد مفاهيم زيردستگاه و حاصل طور كه در ولي، همان. ، كنيمافرازتقسيم، يعني 

از ايـن رو،  ! باشـد  τنوعدستگاهي جبري ازهمان  τنوعداريم كه خارج قسمت هر دستگاه جبري از 
همچنين، ماننـد  . بسازد τتعريف كنيم كه از آن يك دستگاه جبري از نوع Pافرازدر  هاييعملبايد 
هـاي دسـتگاه   اي حاصل از عمـل گونههها نيز بايد باين عمل ضرب،دستگاه جبري و حاصلهاي زيرمورد

، كار چندان مشكلي نيستكه رسيدن به اين هدف  منكه مشاهده كنياي براي. باشند Aيداده شده
  .گيريم كه تنها داراي يك عمل دوتايي استگروهواره را در نظر ميي سادهابتدا حالت 

)فرض كنيم      ; )A  Pدر∗ خواهيم عملي دوتايي چـون  باشد و مي Aافرازي از Pروهواره وگ ∗
X,فرض كنيم . تعريف كنيم Y ∈P  .زنيد كه مي حدس  

{?}X Y∗ =  
،Yرا يكي يكي در اعضـاي  Xگويد كه طبيعي است كه اعضايتعريف كنيم؟ عقل سليم مي چطوررا 
  يعني، . كنيم ∗

{ | , }X Y x y x X y Y∗ = ∗ ∈ ∈  
  

Xوجود دارد كه تضمينيولي آيا  Y∗ متعلق به Pباشد؟ يعني آياP   بسـته   ∗نسبت بـه عمـل
4يگروهواره. به مثال زير توجه كنيد ؟است 4( ;   . و افراز زير را در نظر بگيريد [⊕(

          
{{0,1},{2},{3}}=P  

  كنيم كه مشاهده مي
  

4 4 4{2} {0,1} {2 0, 2 1} {2,3}⊕ = ⊕ ⊕ = ∉P  
  
! هاي خاكستري نتوانند بيشتر از ايـن ياريمـان دهنـد   در اين لحظه ممكن است عقل سليم و سلول     

مبـاني  ي بسـيار مهـم و زيبـايي در درس    قضيه. ي ديگري بررسي كنيماجازه بدهيد موضوع را از زاويه
هـاي  ي ديگري به روي سلولتواند دريچهكه مي) را ببينيد 1.ماز بخش  4تمرين (ديديم  علوم رياضي

اي حاصـل از رابطـه  Aيجموعهاز م Pكند كه هر افرازاين قضيه در واقع بيان مي. خاكستري بگشايد
و  Aارزي روياي هـم رابطـه  ∽كنـيم كـه   از ايـن رو، فـرض مـي   . است، و بـرعكس  Aارزي رويهم

/A= ∼P ي حاصل حال، عقل سليم در باره. افراز حاصل از آن باشد[ ] [ ]x y∗    چـه پيشـنهاد
]گوييديقين داريم كه مي كند؟مي ] [ ] [ ]x y x y∗ = نسبت به  Pولي با وجودي كه به روشني.  ∗

  است؟ يعني، آيا  تعريفخوش زيباعمل اين دستور  آيااين عمل بسته است، 
  

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ( [ ] [ ])

[ ] [ ]
x x

x y x y x y x y
y y

′=⎧ ′ ′ ′ ′⇒ ∗ = ∗ ⇔ ∗ = ∗⎨ ′=⎩
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  آيابه عبارت ديگر، 

?
( )

x x
x y x y

y y
′⎧ ′ ′⇒ ∗ ∗ ∗⎨ ′⎩

∼
∼

∼
  

  
. باشـد  Pارزي متنـاظر بـا افـراز   ي هـم رابطـه  ∽فرض كنيم .گيريمباره مثال بالا را در نظر ميدو     

  كنيم كه مشاهده مي
 

4

2 2
2 0 2 1

0 1
⎧

⇒ ⊕ ⊕/⎨
⎩

∼
∼

∼
  

  
كـه   لزومي نداردرا به دلخواه افراز كنيم، يا اينكه Aنبايددهند كه ها نشان مياين مطالب و مثال     

كند كـه بايـد   بحث بالا ايجاب مي! ي مطلوب برساندما را به نتيجه Aارزي دلخواه رويي همهر رابطه
)شرط است اگر و  تعريفخوش P افراز در ∗ارزي قايل شويم، زيرا عمل ي همبالا را براي رابطه ∗(

)شرطتنها اگـر    !)را ببينيـد  1.7.1تمـرين  ( برقرار باشـد  Pارزي متناظر با ي همبراي رابطه  ∗(
  .گيريمتايي در نظر مي -nهاي عملرا براي در تعريف زير، حالت كلي  !موفق شديم

  
-مي. باشد Aاي هم ارزي رويرابطه ∽و τدستگاهي جبري از نوع Aفرض كنيم  .تعريف 1.7.1

i,و  Aλتـايي  -nاست اگر براي هـر عمـل   Aروي اي همنهشتيرابطه ∽گوييم كه  ia b A∈ ،
i n≤   :زير برقرار باشدشرط سازگاري ،  1≥

  
         , , )nb"ܾ1, , ) (A

na λ" ∼ܽ1( , ) (A
i ii a b λ∀ ⇒∼  

  
  بحث در كلاس  2.7.1

ــي   -1 ــاني م ــه آس ــه   ب ــد ك ــان دهي ــد نش ــهتواني ــر    ∽يرابط ــا اگ ــر و تنه ــت اگ ــتي اس همنهش
{( , ) | }x y x y=∼ Aيبه عنوان زيرمجموعه( ∽ A× ( جبـري  دسـتگاه  زيردستگاه جبرييك

A A× نسبت به هر عمل  ∽، يعنيباشدA Aλ روي  ∽يبـراي مثـال، اگـر رابطـه     .بسـته باشـد   ×
)يگروهواره ; )A Aنسبت به عمل ∽همنهشتي باشد، آنگاه  ∗ A×∗ درA A× زيرا . بسته است   

 

( , ), ( , )

( )

x x
x x y y x y x y

y y
x y x y

′⎧′ ′ ′ ′∈ ⇒ ⇒ ∗ ∗⎨ ′⎩
′ ′⇒ ∗ ∗ ∈

∼
∼ ∼

∼
∼ ∼
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 .توانيد نشان دهيدعكس اين مطلب را نيز مي
همنهشـتي بـه   آشـناي  ي ، رابطـه nتوانيم اثبات كنيم كه، براي هر عـدد طبيعـي  به آساني مي  -2

. كندصدق مي) نسبت به عمل جمع(در شرط سازگاري بالا ) را ببينيد 11.1.مبحث  2بند ( nيپيمانه
  يعني،

n
n

n

a b
a c b d

c d
≡⎧

⇒ + ≡ +⎨ ≡⎩
  

  
اي را كـه در شـرط سـازگاري صـدق كنـد،       ارزيي هـم با توجه به اين مثال كلاسيك تاريخي، هر رابطه

  .ناميديم همنهشتي

يعنـي، . توانيم تعريـف كنـيم  مي [يبسياري روي مجموعه ارزيهمهاي كنيم كه رابطهتوجه مي -3
، اري تعريـف بـالا  گها در شـرط سـاز  ي آنولي آيا همه. فراز كنيمتوانيم اهاي بسياري ميرا به گونه [

افـــراز كننـــد؟ بـــراي مثـــال، در  نســـبت بـــه عمـــل جمـــع صـــدق مـــي      بـــراي مثـــال،  
{0,1,2, } { 1, 2, }= ∪ − −] "  داريم "

2 2
2 ( 1) 2 ( 4)

1 4
⎧

⇒ + − + −/⎨− −⎩

∼
∼

∼
  

گـروه  روي nيبـه پيمانـه   هـاي بجز همنهشتي)  1.7.1با تعريف (آيا هيچ همنهشتي ديگري  :سؤال
( ; ي رابطهيك  ∽كنيم فرض !به اين سؤال منفي استشايد تعجب كنيم كه پاسخ وجود دارد؟  [+(

)همنهشتي نابديهي روي گروه ; در  nترين عـدد طبيعـي  ترتيبي، كوچكبنابر اصل خوش. باشد [+(
  نشان دهيد كه 2.7.1در تمرين . وجود دارد ∽[0]ي رده

nx y x y⇔ ≡∼  
  

  حال، با الگو قرار دادن تعريف عمل دوتايي -4
  

1 2 1 2 1 2 1 2([ ],[ ]) [ ] [ ] [ ] [ ( , )]a a a a a a a a∗ = ∗ = ∗ = ∗  
  

]1بـراي هـر    و Aλتـايي  -nعملمتناظر با هر  :داريمزير را  جامعتعريف  ], ,[ ] /na a A∈" ∼، 
  كنيمتعريف مي

/
1 1([ ], ,[ ]) [ ( , , )]A A

n na a a aλ λ=∼ " "  
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ــف  3.7.1  ــيم  .تعري ــرض كن )ف ; ( ) )AA λλ ∈Ω  ــوع ــري از ن ــتگاهي جب ــه ∽و τدس اي             رابط
)/در اين صورت، دستگاه جبـري . باشد Aهمنهشتي روي / ; ( ) )AA λλ ∈Ω

 خـارج قسـمت  را  ∽∽
  .ناميممي ∽ي همنهشتيبر رابطه Aدستگاه جبري

  
بـراي  هاي همنهشـتي  ي رابطهنكته جالب را در باره دو زيردر ) اختياري( . بحث در كلاس  4.7.1
   .كنيمبيان ميمندان علاقه

هـاي  رابطـه  ا،ه ـهماننـد گـرو   كلاسـيك  هاي جبريدستگاهاز برخي  ر، د2.7.1بحث  3بند با مشابه  -1
-، بـه خـارج قسـمت   هـاي ردههايي بسيار خاص قرار دارند، و همنهشتي در تناظر دوسويي با زيردستگاه

هـاي خـارج   ردههـا،  بـراي مثـال، در گـروه    .شـوند تعيين ميخاص  يردهيك توسط  تنها اي جالبگونه
]، يعنيي همانيتوسط رده قسمت ]N e=به صورت نمـادي  اگر  به اين معني كه .شوندمي ، مشخص

  بنويسيم 
{ | }aN a y y N= ∗ ∈ 

  
]آنگاه ]a aN=!  يرده فقطبنابراين، اگر [ ]N e= ي معلوم باشد، هر رده[ ]a  نيز مشخص مـي-
تفصـيل  بـه  هـا  هـا و حلقـه  بـراي گـروه   3و  2هاي اين مطالب را در فصل  است، نيست؟جالب ! شود

بسـيار نـادر   بسـيار جالـب،    يهـا اتفـاق  ايـن بدهيم كه  هشدارالبته، لازم است . مطالعه خواهيم كرد
گروه، حلقـه، مـدول، و فضـاي بـرداري رخ      مانند هاي جبري كلاسيكو از آنجا كه در دستگاه ،هستند

كنـد كـه بـراي تمـام     تر ايجاد ميرا در دانشجويان كارشناسي و حتي بالا تصور نادرستد، اين ندهمي
براي مثـال،  ! درست نيستندلزوماً  هاهاي جبري درست هستند، در حالي كه حتي براي تكوارهدستگاه

ضـربي  يتكـواره روي  {{0,2,3},{1}}ارزي متناظر با افـراز توانيد نشان دهيد كه همآساني ميبه
4 4( ; ,0}ي همنهشتي است، ول  [⋅( 0هـاي برابر با هيچ يك از مجموعه {2,3 {1}∗،2 ، يـا  ∗{1}

3 [1]يردهيعني،  .نيست ∗{1} ,0,1}يتعيين كننده ={1}   .نيست {2
هـاي ديگـر جبـر    كنيم كه در درسرا بسيار مختصر مطرح ميديگري  ي بسيار مهمنكتهدر اينجا  -2

  . هاي بسياري را به خود اختصاص داده استو پژوهش ،گيردتر قرار ميي جامعهمورد مطالع
كنـيم  هايي افراز مـي به دسته ∽ي همنهشتيرا با رابطه Aگاهي به اين دليل يك دستگاه جبري     
ي ردهيك دسته قايـل نشـويم و در واقـع هـر     متعلق به هاي تفاوتي بين عضو خواهيمبه دلايلي مي زيرا

[ ]a  در نظر بگيريم واحدرا يك .  
A/لازم است جبر خارج قسمتي گاهي      فاقـد آن   Aاحتمالاًباشد كه  σاي چونداراي ويژگي ∽
)براي مثال، در. است ; بـراي عـدد    ندارد، در حالي كه) ضربي(وارون  -1و  1هيچ عضو متفاوت با  [⋅(
)در، pاول / ; )p p≡   . هر عضو بجز صفر وارون دارد [⋅
ها را با هم يكسان در نظـر  ترين تعداد عضوكم دهيم كهاي انجام ميگونهرا به اخير اين كار  معمولاً      

ي تـرين رابطـه  را كوچـك  ∽پـس بايـد  . را داشـته باشـيم  ها ترين تعداد دستهبيش بگيريم، و در نتيجه
  . همنهشتي در نظر بگيريم كه ما را به مقصود برساند
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4گروه براي مثال اگر بخواهيم       4( ; افـراز كنـيم بـه     ∽ي همنهشـتي چـون   را با يك رابطه [+(
4در گروه خارج قسمتيطوري كه  /] ] ي خودش باشد، يعنـي هر عضو قرينه ∽ ] [ ]x x= اتحـاد   −

4x∈] ،xبراي هر  يا، باشد x−∼ي بايد شامل مجموعه ∽، آنگاه  
  

{(0,0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)} {(0,0), (1,3), (2,2), (3,1)}− − − =  
  

ي همنهشـتي زيـر را   اين مجموعـه، رابطـه   هترين تعداد جفت مرتب بتوانيد با افزودن كمحال مي. باشد
  :آوريدبه دست  [4روي 

  
{(0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (1,3), (3,1), (2,0), (0,2)}=∼  

  
3كنـيم كـه، چـون    توجه مـي  1و  ∽3 4همنهشـتي اسـت، پـس    ∽و  ∽3 41 3 3 3⊕ يـا   ∽⊕

0   بنابراين،.  ∽2
4

4

[0] { | 0} {0, 2} [2]
[1] { | 1} {1,3} [3]

x x
x x

= ∈ = =
= ∈ = =

] ∼
] ∼

  

  
4و در نتيجه  / {[0],[1]}=]   .داراي ويژگي مورد نظر است ∽

  
)فرض كنيم به عنوان مثالي ديگر،       ; )A ي خـارج قسـمتي   اگر بخواهيم گروهواره. گروهواره است ∗

( / ; )A x,ني براي هريعآبلي باشد،  ∽∗ y A∈ ،برقرار باشندهاي معادل زير عبارت:  
  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( , )x y y x x y y x x y y x x y y x∗ = ∗ ⇔ ∗ = ∗ ⇔ ∗ ∗ ⇔ ∗ ∗ ∈∼ ∼  
  

x,براي هـر  در نظر بگيريم به طوري كهي همنهشتي ترين رابطهرا كوچك ∽كافي است كه y A∈ ،
x y y x∗ )يا  ∽∗ , )x y y x∗ ∗ ∈∼ .  

  
-هامقالهها و كتاباي نيست و كار سادهدر حالت كلي  هاي همنهشتيچنين رابطهكامل  يمحاسبه     
توجـه  . كنيمميحل ها ي گروهدر باره 2را در فصل اخير مثال.  بسياري در اين باره نوشته شده است ي

xگــروه باشــد،   Aمــي كنــيم كــه اگــر     y y x∗ )1بــه  ∽∗ ) ( )x y y x e−∗ ∗ ∗ يــا ∽
1 1x y x y e− −∗ ∗ ∗      .  تر استكه كار كردن با آن ساده )چطور؟( شودتبديل مي ∽

  
در قسمتي از كتاب مباني علوم رياضـي، كـه آن را در    . هاي اساسي همريختيقضيه  5.7.1

f:فصل مقدمه يادآوري كرديم، ديديم كه متناظر با هر تابع  A B→ بـه نمـايش   ارزياي همرابطه 
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f fK = هايي ديديم كه ويژگي. وجود دارد كه بسيار با اهميت است Aروي fيهستهبه نام و  ∽
 ـيك  يدرجه سنجشكند يكي اين است كه مقياسي براي ارزي را با اهميت ميي همكه اين رابطه ه ب

اين است كـه   ترمهم، و شايد از آن )را ببينيد 9.1.ملم ( دهددست مي به fتابع يك بودن يا نبودن
 ي اساسـي قضيههمچنين، . است يي تابعهسته، يعني استاز اين نوع  Aارزي رويي همهر رابطه

ــي 10.1.م ــان م ــه بي ــد ك ــارهكن ــرنگ ــابع ي ه ــاً  fت ــمتياساس ــارج قس ــي Aاز خ ــت، يعن اس
( ) / ff A A≅ ∼.  

f:همريختـي ي ايـن مطالـب بـراي هـر     در اينجا خواهيم ديد كه همتاي همـه       A B→   بـين
از ايـن رو، بسـياري از   ! برقـرار اسـت  نيز . . .) گروه، حلقه، مشبكه، ازجمله، (جبري كلي هاي دستگاه
دو بـار ديگـر   كه ( مطالبي است كه در مقدمه آورديم تكرارآوريم، تقريباً را كه در زير مي مهمي مطالب

و  مجموعـه را بـه جـاي    دستگاه جبريهاي كافي است واژه. )شوندنيز تكرار مي 3و  2هاي در فصل
  . آوريمرا مي 8.1.مابتدا، همتاي تعريف . كار ببريم به تابعرا به جاي  همريختي

  
f:فرض كنيم  .تعريف  6.7.1 A B→  در ايـن  . هـاي جبـري باشـد   دسـتگاه همريختي بين يك

  يصورت، رابطه
{( , ) | ( ) ( )}a a A A f a f a′ ′∈ × =  

  
  بنابراين، .  دهيمنشان مي ∽f، يا ، Kerf اين رابطه را با. ناميممي fيهستهرا 

  
( ) ( )fa K a f a f a′ ′⇔ = fa b ⇔∼  

  
fA B⎯⎯→ 

  
1

2

3

4
5

6

a

b

c

  

  
  

fK
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f:فرض كنيم    .لم  7.7.1 A B→ صورت،  در اين. باشد هاي جبريبين دستگاه همريختي  
 است،   Aروي دستگاه جبرياي همنهشتي رابطه fيهسته  -1 

  .ي يك همريختي استهسته Aروي ∽ي همنهشتيهر رابطه بر عكس،   -2
  يك به يك است اگر و تنها اگر  fهمريختي  -3

  
{( , ) | }f AK a a a A= Δ = ∈  

  
  اثبات

بـا    ∽fسازگاريبراي اثبـات  . است Aارزي روياي همرابطه ∽f ديديم كه 9.1.م  در اثبات لم -1
1كنيم كه، فرض ميAλتايي -nهر عمل 1, , , , ,n na a a a A′ ′ ∈" ،iطوري كه بـراي هـر   به  "

i f ia a′∼يعني ،( ) ( )i if a f a′= .در اين صورت، چونf  ،داريمهمريختي است  
 

1 1

1

1

( ( , , )) ( ( ), , ( ))

( ( ), , ( ))

( ( , , ))

A B
n n

B
n

A
n

f a a f a f a

f a f a

f a a

λ λ

λ

λ

=

′ ′=

′ ′=

" "
"
"

  

  
1در نتيجه 1( , , ) ( , , )A A

n f na a a aλ λ ′ ′" ∼  Aاي همنهشتي رويرابطه ∽f بنابراين،.  "
  .است

  توانيد نشان دهيد كه تابع طبيعي و پوشايابتدا به راحتي مي -2
  

: / , ( ) [ ]A A a aγ γ→ = ∼∼  
  

,1و Aروي  Aλتايي  -nدر واقع، براي هر عمل. همريختي است , na a A∈" داريم ،  
  

/
1 1 1

/
1

( ( , , )) [ ( , , )] ([ ] , ,[ ] )

( ( ), , ( ))

A A A
n n n

A
n

a a a a a a

a a

γ λ λ λ

λ γ γ

= =

=

∼
∼ ∼ ∼

∼

" " "
"

  

  
   γ همريختيي هسته ∽دهيم كه نشان مي. باشد Aاي همنهشتي رويرابطه ∽فرض كنيم  حال،
  داريم . است
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( ) ( ) [ ] [ ]a a a a a a
a a

γ γ γ′ ′ ′⇔ = ⇔ =

′⇔
∼ ∼∼
∼

  

 
 ז. اثبات شد 9.1.ماين حكم در لم  -3
  
  .است 10.1.مي اساسي ي زير همتاي قضيهقضيه       
  

f:فرض كنيم   .هاي اساسي همريختيقضيه  8.7.1 A B→  همريختي بين دسـتگاه-
  در اين  صورت،. هاي جبري است

   
/ fA =∼ / ( )fA K f A≅  

  
/پوشا باشد آنگاه fبه ويژه، اگر fA B≅∼.  

  
  يديم كه تابع د 10.1.مي در اثبات قضيه   .اثبات

  
: / ( )

[ ] ( )
ff A K f A

a f a

→

6
  

  
، كـه  نيز هست همريختي fكافي است ثابت كنيم كهپس، . است پوشا، و يك به يك، تعريفخوش

]1 فـرض كنـيم  . شودراحتي اثبات ميآن نيز به ], ,[ ] /na a A∈" /و  ∽ fA Kλ    عمـلn-   تـايي
/در Aλمتناظر با  fA K در اين صورت، بنابر تعريف اين عمل و همريختـي بـودن  . باشدf  داريـم ،

  )دليل هر مرحله را بيان كنيد(
  

/
1 1

1

1

1

( ([ ], ,[ ])) [ ( , , )]

( ( , , ))

( ( ), , ( ))

( [ ], . [ ])

fA K A
n n

A
n

B
n

B
n

f a a f a a

f a a

f a f a

f a f a

λ λ

λ

λ

λ

=

=

=

=

" "
"
"
"

  

  
/است و در نتيجه ) دوسوييو (همريختي  fبنابراين، ( )fA K f A≅ .     حكـم آخـر قضـيه روشـن

  ז  .است
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نيـز بـراي    هاي دوم و سـوم يكريختـي  قضيه. نامندنيز مي ي اول يكريختيقضيهبالا را  يقضيه     

-ها در فصـل ها و حلقهها را صرفاً براي گروهدهيم آنجبري وجود دارند كه ترجيح مي كلي هايدستگاه
    .بيان و اثبات كنيم 3و  2هاي 

     
  بحث در كلاس  11.7.1   
)ديديم كه گـروه  )1( 5.1 تمرين در-1 ; )n n⊕]    بـا گـروه( / ; )n n≡ در . ريخـت اسـت  يـك   [⊕

، يـك بـار ديگـر آن را    هاي اساسي همريختيقضيهي استفاده از اينجا، براي به نمايش گذاشتن نحوه
  توانيد نشان دهيد كه تابعراحتي ميبه. كنيماثبات مي

   
: nf →] ]  

)بر aي تقسيم ماندهباقي                    ) (f a n=  
  

  : يعني. همريختي پوشا استيك 
  

(بر bي تقسيم ماندهباقي (n n⊕ي تقسيم ماندهباقيa بر( ) (f a b n+ =  
  

  داريم. كنيمرا محاسبه مي fيحال، هسته
  

                                                      ( ) ( )faK b f a f b⇔ =  
(بر bي تقسيم ماندهباقي             (n=ي تقسيم ماندهباقيa بر(n⇔  

                                                     na b⇔ ≡  
  

  ، داريم هاهمريختيي اساسي قضيهحال، بنا بر . است ≡nهمان  fK، در نتيجه
  

/ /n f nK≡ = ≅] ] ]  
  

هاي جبري كلاسيك برخي از مفاهيم براي دستگاه كه نيز بيان شدقبلاً   .بحث در كلاس  12.7.1
 تصور نادرستتوانند به زباني ديگر نيز مطرح شوند و نبايد اين گروه، حلقه، مدول، و فضاي برداري مي

نيـز   ي همريختـي هسته! كار بردجبري به هايي دستگاهتوان براي همهايجاد شود كه آن زبان را مي
ي همريختـي  خـواهيم ديـد كـه هسـته     2در  فصـل  هـا  ي گـروه در مطالعـه . يكي از ايـن مـوارد اسـت   

  به صورت ها گروهبين  
  

)

)

)

:f A B→
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1( ) ( ) { | ( ) }B B Bf e f e a A f a e− = = ∈ =
H

  
دو تعريف معادل يكـديگر هسـتند، بـه ايـن     اين خواهيم ديد كه  2فصل  همان در ليو تعريف مي شود 

   .يابيمدست ميمعني كه از هر يك به ديگري 
   

  

   7.1 تمرين
  

  ها لذت بخش استتلاش براي حل كردن تمرين
  
  

Aλ/نشان دهيد كه عمل . است Aارزي روياي همرابطه ∽دستگاهي جبري و  Aفرض كنيد -1 ∼ 
A/روي    .همنهشتي باشد ∽است اگر و تنها اگر تعريف خوش ∽

)گـروه روي )  1.7.1بـا تعريـف   (ي همنهشـتي نابـديهي   يـك رابطـه   ∽فرض كنيـد  -2 ;  nو  [+(
  نشان دهيد كه. باشد ∽[0]ي ترين عدد طبيعي در ردهكوچك

nx y x y⇔ ≡∼  
 Bفـرض كنيـد  . ي اعمـال آن يكـاني باشـند   ساختارجبري يكاني باشد، يعني همـه Aفرض كنيد -3

 :را به صورت زير در نظر بگيريدθيرابطه. است Aزيرجبر
{ , }a b B⊆ ياa b a bθ ⇔ =  

  . را مشخص كنيد θهايرده .استAي همنهشتي روييك رابطه θنشان دهيد كه
f:فرض كنيد -4 A B→  همريختي وθ ي همنهشتي روييك رابطهAنشـان دهيـد كـه    . باشد

1( ) ( )f f −× θي همنهشتي روييك رابطهBاست. 
 نشان دهيد كه. باشد) ∇و Δ(داراي دو همنهشتي تنها اگر  مي ناميم سادهرا Aجبري دستگاه - 5
A/باشد، آنگاه Aجبري دلخواه دستگاه ي همنهشتي روي يك رابطهθاگر θ  ساده است اگر وتنها
θيعني، ( .باشد Aي همنهشتي ماكسيمال روييك رابطه θاگر ≠ Δ ي همنهشتي و براي هر رابطه
=داريم  ،Aروي  ∽ Δ∼  يا θ θ⊆ ⊆ Δ⇒ =∼ ∼. 
}فــرض كنيــد -6 | }i i Iθ :باشــد، و Aهــاي روياي از همنهشــتيخــانواده ∋ /i iA Aγ → θ

 نشان دهيد كه . هاي طبيعي باشندهمريختي
: )الف( /i iA A∏γ →∏ θ با تعريف( ) ( ( ))i i i Ia a ∈∏ γ = γهمريختي است.  
)ثابت كنيد كه )ب( )i iKer ∏γ = θ∩   .  

  .را بيان و اثبات كنيد ) هاهمريختي ي اساسيتعميم قضيه(  8.1. مهمتاي تمرين  -7
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   و كدگذاري دستگاه جبري آزاد   8.1   
  

هـاي  دسـتگاه  ناي. شوندناميده مي آزاددليلي كه خواهيم ديد، تعبير و ، به هاي جبريدستگاهبرخي از 
خـارج  هـر دسـتگاه جبـري    كم به اين دليل كـه  دست. اي در مبحث جبر دارنداهميت ويژه جبري
-در اين بخش ابتدا اين مفهوم را در حالت كلـي تعريـف مـي    .استدستگاه جبري آزاد يك  قسمت

هـاي بسـياري از جملـه در    ، كـه كـاربرد  را آزادگروه، تكواره، و گروه كنيم و سپس، به عنوان نمونه، نيم
شـود،  اي كه بـه ايـن درس مقـدماتي مربـوط مـي     ، تا اندازهكدگذاري دارندو علوم كامپيوتر، تركيبيات، 

  .نيز صحبت خواهيم كرد كدگذاريي در پايان اين بخش مختصري در باره. مطالعه خواهيم كرد
كه در علوم كامپيوتر، علم نـانو،  ( ي آزاد استتكواره و گروهنيمتعريف  اگر چه هدف اصلي اين بخش     

هـاي مفيـدي   مزيترا مي آوريم كه كلي زير ) نسبتاً(تعريف  ، ابتدا)و بسياري از علوم ديگر كاربرد دارند
ي آزاد را نيـز توجيـه خـواهيم    بعـداً واژه  را توجيه نكند، ولـي  ي آزادواژهممكن است اين تعريف . دارد
ها را با مثـال روشـن   آن ، روشي دقيقهاي اثباتهئبه جاي ارا، به دليل كمبود وقت، در اين بخش .كرد
  . كنيممي

و باشد،جبري از نوعهاي ي از دستگاهادسته Kفرض كنيم .تعريف 1.8.1
X A⊆ .يدسته در يمجموعه روي دستگاه جبري گوييم كهدر اين صورت، مي 

،  تابعو هر  براي هر: زير برقرار باشد شرط جهانياست اگر  آزاد
|طوري كه  وجود داشته باشد به منحصر به فرد همريختي |X Xf f= ،براي ، يعني

)، هر ) ( )f x f x= .پذير باشديعني، نمودار زير تعويض:  

  

كـه  (  نويسيمناميم و معمولاً ميميAي دستگاه جبري آزاد پايهرا در اين صورت،
  .)به معني آزاد است   Freeحرف اول  در آن

  
ي كلـي  گروه، تكواره، و گروه آزاد، چند نكتههاي نيمقبل از بررسي حالت . بحث در كلاس  2.8.1

  . كنيمرا بيان مي
. بستگي دارد يدسته و Xيمجموعهبه دو عامل  Aبودن با توجه به تعريف بالا، آزاد -1

آزاد  نسبت به حالت جديد Aيعني، اگر هر يك از اين دو عامل را تغيير دهيم، ممكن است ديگر
 .كنندهايي ارائه خواهيم داد كه اين موضوع را اثبات ميمثال! نباشد

τA∈K
AXK

B∈K:f X B→

:f A B→

x X∈

|

iX A

f
f

B

⎯⎯→

↓

X( )A F X=
F

K
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است، اين است كه  آزاد دريكه با پايه و اساسي جبر بسيار مهميك ويژگي  -2
را براي هر ، تنها كافي است جبر آزاد يبا دامنه براي تعريف هر همريختي

براي مثال، اگر ! شودتضمين مي همريختي در اين صورت وجود و !كنيم مشخص
1{ , , }nX x x= )1يكافي است تنها چند نگاره ، آنگاه براي تعريف همريختي" )g x،،

همريختي  وجود  1.8.1، شرط جهاني داده شده در تعريف را مشخص كنيم، در اين صورت 
هاي اين مطلب به ويژه يكي از قضيه(اين طور نيست؟  !جالب است! كندتضمين ميرا  gيكتاي

 ).است جبر و جبر خطي سومهم و پر كاربرد در در

مستتر  2بند يكتايي مذكور در كه در  ويژگي مهم و جالب ديگر دستگاه جبري آزاد  -3
يكسان عمل كنند، آنگاه   هايروي عضو يبا دامنه همريختي دواست، اين است كه اگر 

  !هستند برابرآن دو همريختي 
  ،ي دلخواهي داده شدههاي جبري آزاد در يك دستهي وجود يا عدم وجود دستگاهبررسي و مطالعه -4

)دستگاه جبري آزاد  Xدهيم كه همچنين، نشان نمي. كتاب استبحث اين از خارج  )F X  را، در
)، يعني كندتوليد مي 12.6.1صورت وجود، به تعبير تعريف  )X F X< > =.   

 

هاي جبروجود نه تنها صحبتي از  1.8.1كنيم كه تعريف توجه مي. هاي آزادگروهنيم  3.8.1
ي در ادامه! دهدارائه نمي و عضوهاي  كند، بلكه ارتباطي بين عضوهاي نمي Kآزاد در

ها باشد، نه تنها اين نوع ها، يا گروهها، تكوارهگروهنيم كلاس خواهيم ديد كه وقتي اين بخش
 بر حسب عضوهاي  براي ساختن عضوهاي  الگوريتمي، بلكه وجود دارندجبرهاي آزاد 

  .آوريمكار بردن آن، چند مثال مي ، و چگونگي به1.8.1ابتدا، براي درك بهتر تعريف . وجود داردنيز 
  

هـاي  ، زيـرا در بسـياري از درس  هاي زير را بياموزيـد ترفند )اختيـاري ( بحث در كلاس  4.8.1
  . آيندجبر و جبر خطي، به كار ميدر رياضي، به ويژه 

X{1}ي تك عضويبا پايه گروه جمعينيم -1 زيرا، . ها آزاد استگروهدر كلاس نيم =
f{1}:گروهي دلخواه ونيم فرض كنيم  B→ راحتي  در اين صورت، به. تابعي دلخواه باشد

  با تعريف  توانيد نشان دهيد كه مي
  

))               مرتبه (               ) (1) (1)f n f f= ∗ ∗"  
  

  چطور؟. است 1.8.1همريختي مورد نظر در تعريف 
X{1} همـان  روي   آيـا . دهيمرا تغيير مي حال، كلاس -2  تـر بـزرگ  در كـلاس  =

 زيـرا، فـرض كنـيم    . پاسخ منفي است، آزاد است؟ هاگروهنيم، به جاي هاگروهوارهي همه
ــايي  ي گروهــواره ــا عمــل دوت ــابع) پــذير نيســتكــه البتــه شــركت(باشــد  تفريــقهمــراه ب و ت

:{1}f (1)با شرط [→ 0f k= ، فـرض  خـلاف ادعـا  در اين صورت،  بـر  . داده شده باشد ≠

( )F XXK
g( )F X( )g x

x X∈g
g⋅⋅⋅

( )ng x

( )F X
( )F XX

( )F XX
K

( )F XX

( ; )+`
( ; )B ∗

:f B→`

n

K( ; )+`
( ; )B ∗

]
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را بـه دو   f(3)حال، اگر. وجود داشته باشد 1.8.1مذكور در تعريف  كنيم همريختي 
  صورت 

  
(3) (1 (1 1))f f= + (3)و              + ((1 1) 1)f f= + +  

  
توجـه كنيـد كـه،     !اسـت  تناقضآوريم، كـه  دست مي به را  −kو kمحاسبه كنيم، دو جواب متفاوت

Bي گروهوارهو اينكه عمل همريختي است  f چون =   ايم، داريمرا تفريق در نظر گرفته [
  

(1 (1 1)) (1) ( (1 1)) (1) ( (1)) (1))
( )

f f f f f f
k k k k k k k

+ + = − + = − −
= − − = − + =

  

  
((1 1) 1) (1 1) (1) ( (1) (1)) (1)f f f f f f

k k k k
+ + = + − = − −

= − − = −
  

 
 .دهندمي را نيز نشان 2.8.1 بحث 1هاي بالا درستي ادعاي بند مثال -3
  

- هاي غير آزاد نشان ميگروههاي آزاد را بر نيمگروهنيم هايمزيتزير يكي ديگر از  جالب يقضيه     
توان را مي  ي عضوهايهمه، يكند كه با داشتن مجموعهاين قضيه بيان مي. دهد

 تعريف به عنواناين قضيه را ) به ويژه در علوم كامپيوتر(برخي  .توليد كرد منحصر به فرداي به گونه
  .دهندگروه آزاد ارائه مينيم
  

  آزاد است اگر و تنها اگر   يبا پايه گروه نيم  .قضيه  5.8.1
1را بتوان به صورت هر عضو  )الف(   na x x= ∗  در  نوشت، كـه در آن هـر     "∗

  ، و)كندرا توليد مي Aدستگاه جبري X،16.6.1بحث  2بند يعني، باتوجه به ( است
i, يعني، براي. منحصر به فرد باشد اين عبارت براي هر )ب(   ix y X∈،  

  
1 1 & ( )n m i ia x x y y m n i x y= ∗ ∗ = ∗ ∗ ⇔ = ∀ =" "  

  
گروه براي به نمايش گذاشتن چگونگي استفاده از اين قضيه، مثال نيم  .بحث در كلاس  6.8.1
X{1}ي تك عضويبا پايه گروه جمعينيم .آوريمرا دوباره مي آزاد   يدستهدر =
) مرتبه( ي منحصر به فردگونهتوان بهرا مي ها آزاد است، زيرا هر عدد طبيعيگروهنيم

1 1n = +   . نوشت "+

:f →` ]

X( )A F X=

( ; )A ∗X A⊆

a A∈ixX

a A∈

( ; )+`( ; )+`
nn
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نيز  توان به صورت مجموعي از عضوهايكنيم كه اگر چه هر عدد طبيعي را ميتوجه مي     
  هايتساويولي، براي مثال، ) چطور؟(نوشت 

  
22121111211 5  

  
گـروه نـيم  يعنـي،  !برقـرار نيسـت  ي بـالا  منحصر به فرد بودن در قضيه )ب(د كه شرط ندهنشان مي
( ;   !آزاد نيست ي با پايه `+(

  
خواستيم ببينيم كه آيا داده شده بود و مي ∗همراه با عمل دوتاييAگروه، نيمبالاهاي در مثال     

اين  عكسخواهيم باشد؟ حال، مي اي برايوجود دارد كه پايه از اي چونزيرمجموعه
-نيم آيا. داده شده است اي چونكنيم مجموعهبه عبارت ديگر، فرض مي. سؤال را بررسي كنيم

  اي براي آن باشد؟پايهوجود دارد كه گروه آزاد 
، كار چندان پيچيـده  Xيگروهي آزاد با پايهساختن نيم. اي دلخواه باشدمجموعه فرض كنيم     

 شرايطبسازيم كـه داراي   )به طور مصنوعي( صوريگروه نيم دست كم يك كافي است. و سختي نيست
هـاي  با الگو قرار دادن ساختن كلمه و جمله از حروف الفبـاي زبـان  . باشد 5.8.1ي قضيه )ب(و  )الف(

  .آوريمزير را ميصوري اي، تعريف محاوره
  

)1چـون ) و ناتهي(ي متناهي ناميم و هر دنبالهمي الفبارا Xعضوهاي .تعريف  7.8.1 , , )nx x" 
1را با عبارت صوري از عضوهاي nx x" يـا، بـه طـور     آزاد يكلمهدهيم و آن را  يك نمايش مي
  .ناميممي روي كلمهساده، يك 

  
ي حروف الفباي فارسي باشد، آنگاه ق، ل، م، ق ل م، م ب ا ن ي،  ج مجموعه ، اگربراي مثال     

  .هستند روي )آزادي (هايي از كلمه ، مثال. . .ب ر، ب ج ر،  ر ب ج، 
در اين صورت، به . باشد روي) ناتهي(آزاد هاي ي كلمهي همهمجموعهحال، فرض كنيم     

  روشني
1 1 1 1... ... ... ...m n m nx x y y x x y y∗ =  

  
. كندتعريف مي آيد، عملي دوتايي دردست مي دو كلمه بهصوري گذاشتن  كنار همكه صرفاً از 

  توانيد نشان دهيد كهدر اين صورت، به راحتي مي
  

  ז  .استيگروهي آزاد با پايهنيم گروهنيم  .قضيه  8.8.1
  

{1,2}

++=+++=+++=

{1,2}

XAA
X

( )F XX
X

X
X

X
X

X ∗X

X ∗

( ; )X ∗ ∗X
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ي قضيه )ب(ها به روشني در شرط كنيم كه چون هر كلمه يك دنباله است، تساوي دنبالهتوجه مي     
و بدون هيچ قيدي از كنار هم گذاشتن الفبا،  آزادانه همچنين، عضوهاي. كندصدق مي 5.8.1

  ! است آزادي انتخاب واژهتوجيهي براي اين مطلب . ساخته شدند، يعني عضوهاي
  

  بحث در كلاس  9.8.1
X براي هر  -1 ≠ Xگروه آزاد نيم، ∅   چطور؟. نامتناهي است ∗
 آبلي به خودي خود در اين صورت، نيمگروه. تك عضوي باشد فرض كنيم  -2
باشد،  و دست كم داراي دو عضو متفاوت نشان دهيد كه اگر) چطور؟(است )  پذيرتعويض(

  !آبلي نيست گروه آزادآنگاه نيم
ممكـن  ولـي   . گـروه آزاد وجـود نـدارد   هاي نيمقيدي براي ساختن عضوهمان طور كه گفتيم، هيچ  -3

-محـاوره  براي مثال، در زبان. ها قايل شويمبراي ساختن كلمه هاييقيداز قبل بخواهيم خودمان است 
-روشن است كه مجموعـه . سازيم كه در آن زبان با معني باشندهايي از حروف الفبا مياي، معمولاً كلمه

Xيها زيرمجموعهي اين نوع كلمه   .نيستگروه آن است، ولي لزوماً زيرنيم ∗
  

  بسازيم؟آزاد  گروهآزاد، يا  يتكوارهآزاد،  آبليگروه نيم چطور
  

را  ، 1.8.1 تعريـف آزاد، كافي اسـت در   آبليگروه نيم تعريفبراي .  نيمگروه آبلي آزاد  10.8.1
چـه     هـاي و عضـو  5.8.1ي ولـي، صـورت قضـيه   . در نظـر بگيـريم   هاي آبلينيمگروه يدسته

يقينـاً بايـد     چطـور؟  )ب(ولي بنـد   ،توان تغيير ندادرا مي 5.8.1ي قضيه )الف(بند  ؟كنندتغييري مي
  : صورت زير اصلاح كرد را بايد به )ب(پس، بند . برابر باشد  با عضو  عضو 

  
1 1m nx x y y m n∗ ∗ = ∗ ∗ ⇔ =" "  

  
، يعنــــي، ،، بــــراي هــــرهــــا تغييــــر ترتيــــبو در صــــورت لــــزوم، بــــا 

1 1{ , , } { , , }n nx x y y=" تـوان  را مي )الف(كند كه بند ي تغيير ترتيب  بيان ميهمين ايده( ."
1 توان به صورترا مي هر عضو: به صورت زير تغيير داد

1
nkk

na x x= ∗ نوشت، كه نيز  "∗
ik در آن   ).چطور؟.  ، `∋kو براي هر `∋

  
است؟ به عبارت ها آزاد ي نيمگروهدر دسته `{1}\گروه ضربيآيا نيم  . در كلاسبحث   11.8.1
X{1}\يزيرمجموعه آياديگر،  ⊆ 1nوجود دارد به طوري كه هر عدد طبيعي  ` ضرب حاصل ≠

نـامزد   اعـداد اول ي شويم كـه مجموعـه  متوجه مي باشد؟ با قدري تامل منحصر به فرد عضوهاي
  براي مثال،! نيست 5.8.1ي قضيه )ب(داراي ويژگي بند ولي . خوبي است

X ∗

X

{ }X x=X ∗

Xxy
X ∗

K

X ∗

x y∗y x∗

ixii ix y=

a A∈
kx x x= ∗⋅⋅⋅∗

X
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3  3  5    3  5  3  45  
  

آبلـي ضـربي  گـروه  شود و نيمبر طرف مي صولي از آنجا كه ترتيب در ضرب اعداد مهم نيست، اين نق
، كـه البتـه   استآزاد ، آبليهاي نيمگروهي همه يدستهدر   اعداد اوليبا پايه `{1}\

  چرا؟. آزاد نيست) آبلي و غير آبلي(ها گروهنيمي همهتر بزرگ يدستهدر 
  

را  ، 1.8.1 تعريفآزاد نيز كافي است در  يتكواره تعريفبراي  . ي آزادتكواره 12.8.1
آن  نيازي  )الف(بند . نيز راحت است  5.8.1ي ي همتاي قضيهارائه. در نظر بگيريم هاتكوارهي دسته

باشد،  ي آزاد هماني تكوارهعضو  براي مثال، اگر  چطور؟ )ب(بند . به تغيير ندارد
  هاي عبارت

  
  

ي ضـربي تكـواره  آيـا كنيـد؟  مـي  برطرفرا چگونه  نقصاين . كنندآن قضيه صدق نمي )ب(در شرط 
( ;   آزاد است؟ هاتكواره يدستهدر  `⋅(

 يعنـي، همتـاي   سـاخت؟  Xيي آزاد بـا پايـه  توان تكـواره مي چطوركه  زنيدحدس مي      
Xكنيد كهيقيناً پيشنهاد مي چيست؟ در نظر بگيـريم و   روي) آزاد(ي هاگروه كلمهرا همان نيم ∗

و   را تشـكيل دهـيم، كـه در آن     يتكـواره  12.3.1بحـث   5بند  سپس مانند
  .را بررسي كنيد 1.8.1توانيد درستي تعريف راحتي ميبه. درست است! 

را در نظر  ناتهيهاي ي دنبالههمه 7.8.1خوب است اين نكته را نيز بيان كنيم كه در تعريف       
  !ايمبناميم، مجدداً مسئله را حل كرده را نيز در نظر بگيريم و آن را  تهيي حال، اگر دنباله. گرفتيم

  
گروه، تكواره، بررسي نيم و در يافتناي كه تاكنون با توجه به تجربه )اختياري(. گروه آزاد 13.8.1

را مطالعه  گروه آزادبرويم و  ترقدمي جلوتوانيم دست آورديد، مي گروه آبلي آزاد بهو، به ويژه نيم
 راكافي است در آن تعريف،. مشكلي نداريم 1.8.1مجدداً، براي تعريف آن بر اساس . كنيم
همتاي شود؟چه ميآن،  )ب(بند  ويژه به، 5.8.1ي همتاي قضيه. در نظر بگيريم هاگروه يدسته
  چيست؟ 

  
X{1} اگر . بحث در كلاس  14.8.1 باشيم كه  مقيددر نظر بگيريم و يرا زيرمجموعه =

را به صورت زير  تنها عضوهاي  5.8.1ي قضيه )الف(استفاده كنيم، بند  جمع تنها  از عمل دوتايي
  :دست مي دهدبه 

111 11 1  
  

××=××=

}{X =

K

e( ; , )A e∗

e x y e x y∗ ∗ ∗ = ∗

X ∗

X
( ; , )eX e∗ ∗e X ∗∉

{ }eX X e∗ ∗= ∪

e

K

X ∗

]
`

, ⋅ ⋅ ⋅++,+,
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  :آينددست ميبه  [ي عضوهايهمهكار ببريم، يقيناً را نيز به  يابيقرينهولي، اگر عمل يكاني 
  

1-1 - 1-1-1-1 - 1-1  
  

  زيرا، براي مثال ! را نيز بايد تغيير دهيم 2شرط      
  

  1- 111    11يا           1-1
  

اين نقض را برطرف كنـيم؟   چطور! كندمي نقض را 5.8.1 يقضيه )ب(منحصر به فردي مذكور در بند 
1هـاي عبـارت  حـذف ي اضـافي و  صـفرها  حـذف ، هر عبـارت را بـا   درست حدس زديد ( 1)+ و −

( 1) 1− -به صورت زيـر بيـان مـي     5.8.1ي حال، همتاي قضيه! نويسيممي ترين صورتسادهبه  +
  :شود

  
)1گروه   .قضيه  15.8.1 ; , , )A e−∗   آزاد است اگر و تنها اگر يبا پايه يا  ⋅

1صورترا بتوان به هر عضو  -1 na x x= ∗ يا وارون آن در نوشت، كه در آن هر  "∗
  است، و 

1xهاي به صورتعبارت حذفهاي اضافي و  حذفبا شرط  اين عبارت براي  -2 x−∗ و
1x x−   .منحصر به فرد باشد ∗

  
  گروه آزاد بالا راهنمايمان براي پيدا كردن همتاي 14.8.1بحث   .بحث در كلاس  16.8.1

به صورت را   خواهيم گروه آزادداده شده است و مي Xيفرض كنيم مجموعه. است
را در نظر بگيريم، تنها به يك  روي) تهي و ناتهي(هاي ي كلمهاگر همه. بسازيم رويصوري 

ين روش، به زباني نه چندان دقيق، اين باشد ترشايد ساده چه كار كنيم؟. تكواره دست خواهيم يافت
  خارج از −1x،تنها به نمايش، صوري به نمايش )نمادي( ، عنصريكه متناظر با هر

1X جديد را با هاينمادي اين انتخاب كنيم و مجموعه دهيم، سپس فرض كنيم نشان −
1Y X X −= 1Xكنيم كهتوجه مي. ∪ X −∅ = |1و  ∩ | | |X X ي ال، مجموعهح. =−

1xهايها عبارترا، كه در آن روي )تهي و ناتهي(هاي ي كلمههمه x−∗ 1وx x− وجود ندارند، ∗
گيريم، با اين شرط كه ها در نظر ميكلمه "گذاري هم كنار"همان  را در * عمل . ناميممي 

1xهايبا حذف عبارت x−∗ 1xو     x− براي . كنيمتبديل مي اي متعلق بهآن كلمه را  به كلمه ∗
  مثال،

  
1 1 1 1 1xy z z yu xy zz yu xy yu xu− − − − −∗ = = =  

), ⋅⋅⋅) (+) (+), () (+, (),(+=D

)(++ = + + =D D D D D+=+ +D) +(+

( ; )A ∗X
a A∈ix

X
ae

X ∗

( ( ); )F X ∗
XX

x X∈X

Y
Y ∗Y ∗

Y ∗
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 ي تهي و وارون هـر همان كلمه  گروهي خواهد شد كه در آن عضو هماني در اين صورت، 
1عبارت صوري  2 ny y y"  1عبارت صوري   برابر با 1 1

1 1n ny y y− − −
−  1.8.1با بررسي تعريف . است  "

)1توانيد نشان دهيد كهمي ; , , )Y e∗ −∗   .  است آزاد ها رويگروه يدستهدر   ⋅
  

در ايـن قسـمت   . كدگـذاري اسـت  ي آزاد در گروه و تكوارهيكي از كاربردهاي نيم كدگذاري 17.8.1
ي دقيق آن را به دروس آوريم و مطالعهمي يبه زبان جبر كدي مفهوم در باره مطالبي بسيار به اختصار

بـراي توجيـه تعريـف    . كنـيم مستقل ديگري، به ويژه در كهادهاي كدگذاري و علوم كامپيوتر، واگذار مي
در . كنـيم  كدگـذاري  مورس "خط – نقطه"ي دهـا اي از نمازير، فرض كنيم هر حرف الفبا را با رشته

. هـاي مـورس اسـت   از نمـاد  منحصر بـه فـرد  اي اين صورت، هر حرف، كلمه، و جمله متناظر با رشته
  . كنيمي متناظرش باز نويسي آن كلمه يا جمله را از رشته يمبتوان شود كهمنحصر به فردي باعث مي

 منحصر به فرداي ، رشـته 10يو در نتيجه هر عدد در مبنا 9به عنوان مثالي ديگر، هر رقم صفر تا      
ي متنـاظرش در  را از رشـته 10يدارد تا بتوان عدد نوشته شده در مبنا 2در مبناي  و از نمادهاي

  . ، تعريف زير را داريمبه زبان جبري. بازنويسي كرد  2مبناي 
  

 روي) رمزيا ( كدرا يك  گروه آزادنيم از ي ناتهي چونهر زيرمجموعه .تعريف 18.8.1
  ،براي هر. زير صدق كند شرط يكتاييناميم، اگر در مي
  

  
  
  

  بحث در كلاس 19.8.1
  نيست؟  5.8.1ي قضيه )ب(شرط بالا همان شرط آيا  -1
 زيرا، براي مثـال، . نيست  روي كديك   با توجه به اين تعريف، -2

  يم ، دار ، ، ،، ،ازاي به 
  

  
  
  !و همچنين  حالي كهدر
 روي  كـد  تنهـا   در ايـن صـورت،  . به عنوان مثالي ديگر، فرض كنيم -3

  زيرا، اگر قرار دهيم. نيست  يك كد روي براي مثال، . است

( ; )Y ∗ ∗e

X

01

CX ∗X

1 1, , , , ,m nc c d d C∈" "

1 2 1 2 & ( )m n i ic c c d d d m n i c d= ⇔ = ∀ =" "

{0,01,10}C ={0,1}X =

1 10c =2 0c =3 10c =1 10d =2 01d =3 0d =

1 2 3 1 2 310010c c c d d d= =

2 2c d≠3 3c d≠
{ }X a={ }C a=X

{ }C aa=X1c aa=
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يكتـايي مـذكور در تعريـف     ، آنگاه و  
  .نيست نيز يك كد روي نشان دهيد كه .  كندكد را نقض مي

  دلخواه و فرض كنيم  -4
  

  
  

بـه   هـر عضـو  اگر چه در اين صورت،  .توليد شده است  كه توسط باشد  گروهزيرنيم
شـرط مـذكور   ! لزوماً منحصر به فرد نيستولي اين عبارت شود، نوشته مي  يصورت كلمه

اي كه در تعريف بالا بيان يك كد باشد، آنگاه اين عبارت، به گونه كند كه اگربيان مي كددر تعريف 
 رويخـود   گـروه آزاد از نـيم   گروهنيمزيربه عبارت ديگر، . باشدمنحصر به فرد بايد شد، 

همان طور كه قبل از تعريف كد بيان شد، اگر اين منحصر به فرد بودن وجود . آزاد است  يمجموعه
زبان اين مطالب را به . همان جمله باز گرداند توان دقيقاً بهر با يك جمله را نمينداشته باشد؛ كد متناظ

  :هاي معادل زير بيان كردتوان به يكي از صورتميجبري 
   
  .است يك كد روي يزيرمجموعه -1
  ، همريختي منحصر به فردبراي تابع شمولي  -2

  .دوسويي است 1.8.1مذكور در تعريف 
به طوري كه ردوجود دا ها چونگروهو همريختي يك به يك نيم يمجموعه -3

.  
  

ــك         ــه ي ــك ب ــي ي ــد همريخت ــيه 3در بن ــالا را قض ــذار ي ب ــي كدگ و وارون آن  همريخت

  .يمناممي همريختي كد گشارا  1ି 
  
  

   8.1 تمرين
  

  هوشم نه چنان است     تلاشم آنچنان است
  موفق باشيد

  
  .بنويسيد 1.8.1را با توجه به تعريف  5.8.1ي اثبات قضيه -1
 ريخت است؟     اي يكي شناخته شدهاين تكواره با چه تكواره. را تعيين كنيد} x{ي آزاد رويتكواره -2

1 2 3 4d d d d a= = = =1 1 1 2 3 4c c aaaa d d d d= =
{ , }C a aa={ }X a=

C X ∗⊆

1 2{ | , }n iC c c c n c C< > = ∈ ∈" `

X ∗CC< >

1 2 nc c c"
C

C< >*X
C

CX
:f C C→< >;:f C C∗ → < >

B:k B X∗ ∗→
( )k B C=

k

: C B∗< > →k
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نشـان دهيـد    .باشـند  Kدر Xيمجموعهيك ساختارهاي جبري آزاد روي  Bو Aرض كنيدف -3
 .ريختنديك Bو Aكه
آزاد  Kيدسـته  در Y و Xيمجموعـه هـر دو  روي است كه  جبري دستگاه A رض كنيدف -4

 .همتوان هستند Yو Xهاينشان دهيد كه مجموعه .است
Yباشد و Kدر Xيساختار جبري آزاد روي مجموعهAرض كنيدف -5 X⊆ .  نشان دهيـد كـه

B Y= <   .آزاد است Kدر Yيروي مجموعه <
  
  
  
  

  ي بيرخوفواريته و قضيه   9.1
استادان . را بدون اثبات بيان كنيم ي بسيار مهميقضيهخواهيم در اين بخش بسيار كوتاه صرفاً مي

  .را تدريس ننمايند بخشدرس ممكن است به دليل كمبود وقت اين 
 در اين صورت،. باشدهاي جبري از نوعاي از دستگاهدسته فرض كنيم     

  :هاي زير باشدممكن است داراي برخي از ويژگي
I: يدستهK يعني، هر جبري از نوع : ريختي بسته باشدنسبت به يكτ  كه با عضوي ازK 

  .باشد Kيكريخت است، متعلق به
  

{ lg( ) | ( ), }A B A Bτ∈ ∃ ∈ ≅ =A K K  
  

S: يدستهK يعني، هر جبري از نوع : نسبت به زيرجبر بسته باشدτ  كه زيرجبر عضوي از
K است، متعلق بهK باشد.{ lg( ) | ( ), }A B A Bτ∈ ∃ ∈ ≤ =A K K.  

rP :يدستهK يعني، هر جبري از نوع : نسبت به ضرب بسته باشدτ هايي ضرب عضوكه حاصل
  .باشد Kاست، متعلق به Kاز
  

{ lg( ) | ( { } ), }i i I i
i I

A B A Bτ ∈
∈

∈ ∃ ⊆ = =∏A K K
  

  
H :يدستهK يعني، هر جبري از نوع : نسبت به خارج قسمت بسته باشدτ   كه خارج قسـمت

  .باشد Kاست، متعلق به Kعضوي از
  

{ lg( ) | ( ), / }A B A Bτ∈ ∃ ∈ = =∼A K K  
  

lg( )τ⊆K AτK
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  . باشد τهاي جبري از نوعاز دستگاهاي دسته فرض كنيم  .تعريف  1.9.1
 .باشد H، وI،S،rPهايداراي ويژگي Kاگر ناميممي) چند گونايا ( واريتهرا  يدسته -1
ها وجـود داشـته   از معادله Pاي چوناگر مجموعه ناميممي) اتحادييا ( ايمعادلهرا  يدسته -2

ي متعلق بـه  شد به طوري كه هر معادلهبا τي جبرهاي از نوع متشكل از همه Kطوري كه باشد به
P در هر عضوK  يعني،. باشداتحاد  
  

{ ( ) | | }A lg A Pτ= ∈ =K A 

  
-ي بسار جالب و مفيد بيرخوف باشد كه بيان ميقضيه در مبحث جبر، قضيهترين شايد مهم

  :كند
  

- معادله ايدستهاست اگر و تنها اگر واريته  ي دسته .)بيرخوف( قضيه  2.9.1

  .باشد اي
  

  .تفسير كنيمتر ي بيرخوف را كمي بيششايد خوب باشد قضيه. بحث در كلاس  3.9.1 
ها، بسته بودن نسبت به خارج قسمت با بسته بودن نسـبت بـه   همريختيي اساسي با توجه به قضيه -1

بسـته   ،هـا همريختـي  بسته بودن نسبت بـه روشن است كه همچنين، . ها معادل استي همريختينگاره
  .  كندها  را ايجاب ميريختيبودن نسبت به يك

حتمـاً   ،، باشـد H،S،rPيهاداراي ويژگي Kكند كه اگر ي بيرخوف بيان مييك طرف قضيه -2
و هـر   هسـتند ) اتحـاد (برقـرار   Kوجود دارد به طوري كه در هر عضو Pها ماننداي از معادلهدسته

شـود  باعث مـي  Kاين ويژگي. است Kها صدق كند متعلق بهكه در اين معادله) τاز نوع (جبري 
البته پيدا كردن ايـن  . به كار بيايند Kهاي متعلق بهي جبرهاي كامپيوتري نيز براي مطالعهكه برنامه

هاي ايـران نيـز وجـود    دانان، كه در دانشگاهبرخي از رياضي. ها هميشه كار راحتي نيستدسته از معادله
 Pهايي بـراي پيـدا كـردن   به دنبال روش) هاگروه ينظريه به ويژه در(دارند، در كارهاي پژوهشي خود 

  . گردندمي
}كند كه اگرطرف ديگر قضيه بيان مي -3 lg( ) | | }A A Pτ= ∈ =K A اي از معادلهبا دسته-

τ(2)جبرهاي از نوع ، هااي از گروهوارهها دستهگروهبراي مثال، نيم(ها مشخص شود  هستند كه  ،=
  . است H،S،rPهاييقيناً داراي ويژگيKآنگاه) كنندپذيري صدق ميي شركتدر معادله

)هايي مانندي تكوارههمه يدسته Kفرض كنيم  -4 ; , )A e∗   باشد به طوري كه حاصل ضرب هـر
)ديـديم كـه اگـر چـه      22.6.1بحث  3 در بند. ناهماني باشد Aدو عضو ناهماني در ;   عضـو  [+(0,

[×است، ولي حاصل ضرب  K يدسته (0,1)(1,0)زيرا ( نيست Kبهمتعلق  [ (0,0)=( .
  !  باشد Kيدسته يها يافت كه مشخص كنندهاي از معادلهمجموعهپس، غير ممكن است بتوان 

lg( )τ⊆K A

K
K

lg( )τ⊆K A



109 
 

Pدهيم كه در آنجبرهايي اهميت مي -Pشويم كه چرا اين قدر بهحال بهتر متوجه مي - 5
ضرب ، همريختي، زيردستگاهي ي بالا مطالعههمچنين، قضيه. ها باشدمعادلهاي از مجموعه
  . كنداز جبرها توجيه مي ايدستهرا در هر  خارج قسمت، و دكارتي

  
  9.1تمرين 

  
آن . شـود اثبـات مـي   ايـن فصـل  هاي با استفاده از قضيه) 2.9.1(ي بيرخوف يك طرف قضيه -1

   .ها را مشخص كنيدقضيه
  
  
  

  

  
   

  
 
    

  
  
  

  
  



1 
 

 

 
 

  2فصل 
  هاگروه

برخي  را معرفي و) Pبا ويژگي( جبر  -Pو )نه لزوماً با ويژگي( جبري مفاهيم دستگاه 1فصل در 
ي كـه در همـه  را ، همريختـي  و ،خـارج قسـمت  ، همضـرب ، ضرب، زيرجبر، مانند مفاهيماز 

، تقريبـاً  شـد نيز بيان  1همان طور كه در فصل . بررسي كرديممشترك هستند،  ي جبريهادستگاه
در . هسـتند  ويژگيجبري با يك يا چند  -Pاي كه مطالعه خواهيم كردهاي جبريي دستگاههمه

به عنـوان   ،گروه راو  ،گروهشبهحلقه، مشبكه،  گروه، تكواره،نيم جبرهاي -P،4.1 تا 2.1 هايبخش
و پـر   تـاريخي  معرفي كرديم و قرار شـد دسـتگاه  با ويژگي، هاي جامع جبري ي از دستگاههاينمونه

 . در اين فصل با جزييات بيشتري مورد مطالعه قرار دهيم گروه راكاربرد 

اسـت، بـه    1 فصلاز آنجا كه هر بخش اين فصل همتا و حالت خاص قسمتي يا تمام بخشي از      
حالـت كلـي موضـوع درس را از    اي چند دقيقـه قبل از كلاس شب  كنيم كهمي توصيه شما خوبان

در ضمن،  .تري از هر دو حالت كلي و خاص به دست آوريدد تا درك بهتر و درستيكن مرور 1فصل 
را تكرار نكنـد   و فنون اثبات استاد درس نيز ممكن است براي صرفه جويي در وقت برخي از مطالب

   !رجوع دهد 1فصل و به 

-يفاصله سر اصـل مطلـب نم ـ  لاب ،ي مطالبهئكه داديم، در ارا يمطابق معمول اين كتاب و قول     
و روش  كنـيم كار آشنا مي فوت و فنگان را با خوانندشما ، اجازه دهدرويم بلكه تا جايي كه زمان 

ديگر جبر به دست  هايو درس 3ي فصل تري براي مطالعهتا آمادگي بيش دهيمرا آموزش مي ركا
  كنيم كه البته مجدداً سفارش مي .آوريد

 مو           انديشه ورزي كني         مانديشيدن بياموزي
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  عريف گروههاي معادل تقضيه  1.2

كنيم يادآوري مي 6.4.1 بحث 2از بندمعادل آن را صورت گروه و  5.4.1در اين بخش، ابتدا تعريف 
 ـگروه ارا تعريف بامعادل ي ديگر قضيه چندسپس . دهيمها را مورد بحث قرار ميو آن كنـيم  ه مـي ئ

  .اي داردويژهو كارايي كه هر يك سودمندي 

 تعريف 1.1.2 )گروه نيم . ; )G باشد و هـر عضـو آن    همانيناميم اگر داراي عضو مي گروهرا  ∗
)يبه عبارت ديگر، گروهواره. داشته باشد وارون ; )G داراي شـرايط زيـر    ناميم اگـر مي گروها ر ∗
  :باشد

    )پذيريشركت اتحاد( )1گ( ( , , ) ( ) ( )x y z G x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  
)    )عضو هماني وجود( )2گ( ) ( )e G x G x e x e x∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = = ∗  
1        )هاوارون وجود( )3گ( 1 1( ) ( )x G x G x x e x x− − −∀ ∈ ∃ ∈ ∗ = = ∗  

  
بحث در كلاس   2.1.2  

پـذير  عضو هماني در هر گروه منحصر به فرد اسـت و بنـابر شـركت     ،7.3.1ي با توجه به قضيه  -1
 توصـيه البتـه  . را ببينيد 3.4.1ي قضيه(دارد  بودن عمل دوتايي گروه، هر عضو در گروه وارون يكتا

هاي مشخصي از اين رو، در تعريف بالا نماد). ه دهيدئي آن را دوباره اراساده كنيم خودتان اثباتمي
  . ايمبه اين عضوها اختصاص داده

بين افرادي كه با جبرهاي سنتي سـروكار دارنـد    1.1.2تعريف گروه به همان صورت ) اختياري( -2
هـاي معـرف يـك دسـتگاه     به دفعات گفتيم و ديديم كه اگر شـرط  1در فصل است، ولي تر متداول

بيـان كـرد، كـار كـردن بـا آن      نيـز  ) هاي وجـودي بدون استفاده از سور( هااتحادجبري را بتوان با 
تعريـف گـروه    ) 1گ(اگر چه شرط . تر استآساناي، هاي رايانه، به ويژه با استفاده از برنامهدستگاه

داراي سور وجـودي هسـتند و از ايـن رو     )3گ( و )2گ( به صورت اتحاد است ولي دو شرط ديگر
اي شـود مفهـوم گـروه را بـه گونـه     ال بسيار مهم اين است كه، آيا مـي ؤس. شونداتحاد محسوب نمي

 خوشـبختانه اتحـاد باشـند؟   گـروه نيـز    1.1.2 فيعرت )3گ(و  )2گ(معرفي كرد كه اصول موضوع 
 بحـث  4بند در  گروهتعريف شبه و تكوارهبراي  11.3.1 مشابه تعريف .است سوال مثبتاين پاسخ به 

 گيـري را به عنوان عملي صـفرتايي و وارون  ،eيعني ،منحصر به فرد گروه اگر عضو هماني ،11.4.1
  چون را عملي يكانيمنحصر به فرد 

1

1

: {0}
0

G G G
x x e

−

−

⋅ → →

6 6
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به جاي دستگاه جبـري  توانيم گروه را ميدهد كه مفهوم تعريف زير نشان ميدر نظر بگيريم، آنگاه  
( ; )G τ(2)از نــوع ∗ )1دســتگاهي جبــري چــون   بــه صــورت   ،= ; , , )G e−∗ از نــوع ⋅

(2,1,0)τ ايـن دو  را حذف و در نتيجه  )3گ(و  )2گ(هاي وجودي در ، و سورمعرفي كنيم =
   . بيان كنيم تحادادو به صورت  )1گ(نيز مانند اصل معرف گروه را 

)1دستگاه جبـري ).  صورت دوم(تعريف   3.1.2 ; , , )G e−∗ τ(2,1,0)از نـوع  ⋅  گـروه  =
  :باشند)  اتحاديعني  (ي زير در آن برقرار معادلهاگر سه  است

)) پذيريشركت اتحاد( )1گ( , , ) ( ) ( )x y z G x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  

 )∗ با eعمل صفرتايي يرابطه اتحاد( )2گ( ( )x G x e x e x∀ ∈ ∗ = = ∗  

1)∗و eبا  ⋅−1 عمل يكاني يرابطه اتحاد( )3گ( 1( )x G x x e x x− −∀ ∈ ∗ = = ∗  

  بحث در كلاس 4.1.2

از . هسـتند  اتحاد ،هاگروه اين است كه اصول معرف گروه 3.1.2 هاي مهم تعريفيكي از ويژگي -1
هـا نيـز   هي گرودر باره گفتيماي هاي معادلههاي دستگاهي خوبيدر باره 1اين رو، هر آنچه در فصل 

هـا، نسـبت بـه    گـروه  يدسـته دهـد كـه   بيرخوف نتيجه مـي  2.9.1ي به ويژه قضيه. برقرار هستند
ضرب ها، حاصلزيردستگاه جبري گروهبسته است؛ يعني،  خارج قسمت، وضربحاصل، زيرگروه

البته ايـن مفـاهيم را دوبـاره بـراي      !عالي است .ها، خود گروه هستندها، و خارج قسمت گروهگروه
يـا  (ها بـا يـك   گروه يدسته ازاي دستهزير Kاگر كنيم كهتوجه مي .ها مطالعه خواهيم كردگروه
نسبت به زيرگروه، حاصلضرب، وخـارج  اين دسته لزومي ندارد  آنگاه ،باشد غير اتحاديويژگي ) چند

نسـبت بـه زيرگـروه،    طوري انتخاب شـده باشـد كـه     Kيدسته اگربرعكس، . قسمت بسته باشد
 شـود ها مشخص نمياي از اتحادضرب، يا خارج قسمت بسته نباشد، آنگاه اين كلاس با دستهحاصل

تجربـه   نيـز  جبـر  هاي ديگـر اين مطالب را در درس .)بيرخوف را ببينيد 2.9.1 يدو طرفه يقضيه(
    .خواهيد كرد

مفهوم گروه از چه زماني و چطور وارد مباحث رياضي شده است؟ چرا اين دستگاه جبري ساده   -2
شود؟ تقريباً در هـر  هاي بسياري روي آن انجام شده است و مياين اندازه با اهميت است و پژوهش

  .ها وجود داردي گروهنظريهگروه آموزشي رياضي در دنيا، و البته در ايران، دست كم يك متخصص 

. شـود ها آورده مـي ي گروههمواره با نظريه گالوا، و به ويژه آبل، لاگرانژداناني چون نام رياضي     
ماننـد  (در جستجوي پاسخي براي وجود يا عـدم وجـود فرمـولي راديكـالي      ،اين افراد، به ويژه گالوا

2( 4 ) / 2b b ac a− ± 2axهايبراي ريشه − bx c+ هاي چنـد  براي پيدا كردن ريشه) +
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هـا، دسـت   هـاي ريشـه  ، به دستگاهي جبري، حاصل از جايگشـت 4تر از هاي از درجه بيشايجمله
بررسـي  . هاي اين گروه نهفتـه اسـت  پاسخ به سؤال بالا در ويژگي. يافتند كه بعدها گروه ناميده شد

ي گالوا مطالعه در درس نظريهپاسخ به سؤال بالا، تفاده از آن در و چگونگي اسهاي اين گروه ويژگي
  . شودمي

از . دن ـكنمـي تر تر و سادهاجازه بدهيد چند نمادگذاري را يادآوري كنيم كه كار نوشتن را كوتاه -3
xبه جايبيشتر  ، اگر امكان اشتباه نباشد، اين پس y∗، ضربي گذارينمادxy   را به كـار مـي-

xy يمعادلـه يعنـي،  ( آبلـي باشـد   Gالبته اگر. ناميممي ضربحاصلو حتي آن را  بريم yx= 
x,براي هر  y G∈ جمعي نمادگذارياز ، گاهي )برقرار باشدx y+  و كنيماستفاده مينيزG 

نشـان   −xناميم و بـا مي xيرا قرينه xوارونمعمولاً در اين صورت،  .ناميمرا گروهي جمعي مي
 . نـاميم نيـز مـي   عضـو خنثـي  و آن را  بريمرا براي عضو هماني به كار مي 0دهيم و نماد صفرمي

-ها صـرف نظـر مـي   از نوشتن پرانتز اغلب پذير بودن عمل دوتايي گروه، همچنين، به دليل شركت
ي بحـث، خـوب اسـت    قبـل از ادامـه   .و از اين قبيـل  xyz،xyztuنويسيمكنيم و براي مثال مي

  .نيز روشن كنيمدر نمادگذاري ضربي و جمعي را  nxتكليف نمادگذاري تواني

      
1 1

( 0) ( 0)
( 0) , 0 ( 0)
( 0) ( 0)

n

xx x n x x n
x e n nx n

n x x x nx x− −

⎧ > + + >⎧
⎪ ⎪= = = =⎨ ⎨
⎪ ⎪< − − − <⎩⎩

" "

""
  

)كه در آن  )x y x y− = + m,توانيد نشان دهيـد كـه بـراي هـر    ميبا استقرا . − n∈] در ،
ــذاري ضــربي ــمنمادگ m، داري n m nx x x )و =+ )m n mnx x=  ــذاري جمعــيو در ،نمادگ

( )m n x mx nx+ = )و  + ) ( )n mx nm x=.  

)در تعريف گروه -4  ; )G ولـي   ،نشده است Gيصحبت از ناتهي بودن مجموعه طور صريحبه ، ∗
ي مرتبهرا  Gيعدد اصلي مجموعه .ناتهي باشد Gكند كهايجاب مي eشرط وجود عضو هماني

) گروه ; )G |با  ناميم ومي ∗ |G هرگاه. دهيمنشان مي| |G     متناهي يـا نامتنـاهي باشـد، گـروه
( ; )G   . گوييمرا متناهي يا نامتناهي مي ∗

در سراسر علوم رياضي و علوم ديگر، به ويژه فيزيـك و شـيمي،    ي دستگاه جبري گروههانمونه -5
) هـاي جمعـي اعـداد   از جمله، گروه ؛ديديم 1را در فصل  چند نمونهو  بسيارند ; )+]، ( ; )+_، 

( ; )+\،( ; )هاي ضربي اعـداد  ، و گروه^+( ; )∗ ⋅_،( ; )∗ ⋅\،( ; )∗ در زيـر چنـد مثـال    . ^⋅
  . شويمديگر آشنا مي هايهاي بيشتري در اين درس و درس، و به مرور با مثالآوريمديگر مي

2ي اعداد صـحيح زوج  هامجموعههر يك از نشان دهيد كه  )الف( {2 | }E k k= = ∈] و  [
}،nمضارب صحيح عدد طبيعي  | }n nk k= ∈] گـروه   ،اعـداد  معمـولي  ، همـراه بـا جمـع   [

  چطور؟همراه با ضرب اعداد . دهدتشكيل مي
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}ي مجموعه )ب( | 1}n
nG z z= ∈ توجـه  . گروه استبا عمل ضرب اعداد مختلط همراه  ^=

1كنيم كه براي مي 2, nz z G∈ 1داريم 2 1 2( ) 1 1 1n n nz z z z= = ⋅ نسبت  nGو در نتيجه =
1eروشن است كه عدد . به ضرب اعداد مختلط بسته است است و بـه آسـاني    nGعضو هماني =

به دليـل روشـن، ايـن گـروه را     . ها نيز بسته استنسبت به  وارون nGكه نشان دهيد توانيدمي
  . يمنامميواحد ام −nهاي گروه ريشه

}ي روشن است كه مجموعه )پ( | }a a+ = ∈ >_ _ D     همراه با ضرب معمـولي اعـداد گويـا
/با تعريف  ∗همراه با عمل _+دهيد كهنشان . گروه است 2a b ab∗ عضو  .نيز گروه است =

aهماني آن و وارون هر   .بيابيددر اين گروه را  _∋+

دهـد  مختلط، گروه تشكيل مـي جمع اعداد عمل زير با ي هامجموعههر يك از نشان دهيد كه  )ت(
  ): روندي اعداد به كار ميدر نظريهبه ويژه ها گروه نوع اين(

[ ] { | , }
[ ] { | , }
i a bi a b
i a bi a b
= + ∈
= + ∈

] ]
_ _

  

]اگر عدد صفر را از   ]i_  ،همـراه بـا ضـرب اعـداد مخـتلط گـروه        حاصلي مجموعهآنگاه برداريم
   .بيابيدوارون هر عضو اين گروه را . دهدتشكيل مي

1iبه جاي عدد مختلط  )ت(بند در  )ث(  = را قـرار  πيـا   2، براي مثال، گنگ يعدد ،−
  .پاسخ دهيد الؤدهيد و به همان س

}يآيا مجموعه )ج( : | ( ) ( ) 0}G f x f x= → ∀ ∈ ≠\ \ همـراه بـا ضـرب توابـع      \
)با تعريف حقيقي،  )( ) ( ) ( )fg x f x g x=، دهد؟گروه تشكيل مي  

بــا ) Xبــه Xاز( Xي توابــع دوســويي رويي همــهمجموعــه، Xيبــراي هــر مجموعــه )چ(
اگـر  .دهـد تشـكيل مـي   ،هاگروه جايگشتي به نـام  گروه ،همراه با تركيب توابع XSنمادگذاري

| |X n=، گروهXS  را باnS روي يهاگروه جايگشتدهيم و آن را نشان ميn مـي  ءشي-

ا جزييـات  ب اين فصل  6.2هاي گروه بوده است، در بخش را، كه يكي از اولين مثالاين گروه . ناميم
      .كنيممطالعه مي تربيش

)همنهشـتي جمعي  هاي، گروههاي مهم ديگر گروهاز مثال )ح( ; )n n+]  بـا  همچنـين،  . هسـتند
  هاي استفاده از واقعيت

( , ) 1 ( , ) ( , ) 1
( , ) 1 ( , ), 1
a n b n ab n
a n x y ax ny

= = ⇒ =
= ⇒ ∃ ∈ + =]
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,1}درتوانيد نشان دهيد كه مي  2, , 1}n اول هسـتند نسـبت بـه     nاعدادي كه نسبت به  "−
بـه   گـروه ضـربي همنهشـتي   دهند، كه آن را گروه تشكيل مي nيضرب همنهشتي به پيمانه

ي اعـداد و رمزنگـاري   ها به ويژه در نظريـه اين گروه. دهيمنشان مي nCو با ناميم مي nيپيمانه
  . كاربرد دارند

و گروه وجود دارند كه هر يك سـودمندي   دستگاه جبري با تعريفمعادل هاي ديگري نيز قضيه     
-بدون اثبات آورديم و كاربرد 1در فصل  8.4.1 قضيه ها را دريكي از اين قضيه. اي داردويژهكارايي 

-تعريـف گـروه مـي    معادل باي ديگري قبل از اثبات اين قضيه، قضيه. ه داديمئهايي از آن را نيز ارا
اثبات آن نيـز آموزنـده    .كندتر ميآسان اندكي هاي گروه راها و مثالاثبات برخي از قضيه آوريم كه

   .است

)نيمگروه    .)تعريف راست( قضيه  5.1.2 ; )G   گروه است اگر و تنها اگر  ∗
)) راست عضو هماني وجود() ر2گ( ) ( )r re G x G xe x∃ ∈ ∀ ∈ =  
))راست هايوارون وجود() ر3گ( ) ( )r r rx G x G xx e∀ ∈ ∃ ∈ = 

  
 . اسـت ) ر3گ( و )ر2گ(گروهي بـا شـرايط   گروه باشد، آنگاه نيم Gروشن است كه اگر. اثبات

xفـرض كنـيم   . هستهماني چپ نيز  reكه دهيمبراي اثبات عكس قضيه، ابتدا نشان مي G∈ 
rx،دلخواه G∈  وارون راستx ،و

rr
x G∈ وارون راستrx در اين صورت، داريم. باشد  

  
( )

( )
r r r r r r

r r

xx e e e e xx
e x x

= = =
=

  

دو طرف تساوي را از سمت راست در
rr

x كنيد و نتيجه بگيريد كه ) عمل گروه( ضربrx e x= .
reپس  e= هماني دوطرفه است.  
و xوارون راست  rxحال فرض كنيم     

rr
x وارون راستrx توانيد مراحـل  به آساني مي. باشد

  :زير را كامل كنيد
( ) ( )( )

rr r r r rx x x x e x x x x e= = = ="  
 .گروه است Gدر نتيجه،

   
بـه همـين صـورت    . نامنـد نيز مي تعريف راست گروهي بالا را قضيه .بحث در كلاس  6.1.2

داراي  Gگـروه البته بايد توجه داشته باشيم كه اگر نيم. ه دادارائ نيز را تعريف چپ گروهتوان مي
 آن و هـر عضـو   چـپ يـا داراي همـاني   (باشد  چپو هر عضو آن داراي وارون  راستهماني عضو 

}ي براي مثـال، مجموعـه  . ، لزوماً گروه نيست) باشد راستداراي وارون  , , }A a b c=  بـار  يـك
xyهمراه با عمل دوتايي  x= ) براي مثالa   و ) را به عنوان عضو هماني راست در نظـر بگيريـد
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xyبار ديگر با  y= ي مـورد  اند، ما را  به نتيجـه تر شدههاي زير مشخصكه، به ترتيب، در جدول
  چطور؟ . رساندنظر مي

  

                

a b c
a a a a
b b b b
c c c c

                                         

a b c
a a b c
b a b c
c a b c

  

  )ب(                          )                                              الف(                     
هـا  قـبلاً نيـز گفتـيم كـه اثبـات برخـي از قضـيه        .كنـيم را اثبات مي 8.4.1 جالب يحال قضيه     

ي را به وني زير، فنولي، اثبات برخي ديگر، مانند قضيه. هستند، يعني صرفاً بررسي حقايق سرراست
نكنيـد، بلكـه بـه     از برها را صرفاً اثبات. دنآيكار مي هاي ديگر نيز بهد كه در اثباتنگذارنمايش مي

-ها و فنون اثباتروشسعي كنيد ! گيرداز شما نمي را وقت زيادي. نكات آن نيز با دقت توجه كنيد
  لذت ببريد و همچنينها را بياموزيد تا 

 !گيري بياموزيدماهيبه اصطلاح و  هاي ديگر باشيدي اثباتخودتان سازنده
  

)فرض كنيم   .قضيه  7.1.2 ; )G گروه است اگـر    Gدر اين صورت،. باشد ناتهي نيمگروهي ∗
a,و  تنها  اگر به ازاي هر  b G∈ هـاي خطـي   ، هر يك از معادلـهax b=  وya b= درG 

 . باشد پذيرحل

  
-بـه راحتـي مـي   . گـروه اسـت   Gفرض كنيم. شوديك طرف حكم به راحتي  اثبات مي . اثبات

نشـان دهيـد كـه   بـا جايگـذاري   تعريف گـروه،   )3گ( -) 1گ(توانيد، با استفاده از هر سه ويژگي 
1x a b−=  چيست؟ ي دوممعادلهجواب . )نشان دهيد(است  ي اولمعادلهجواب  

a,، فرض كنيم براي هربرعكس       b G∈هاي، معادلهax b=  وya b= درG پذير حل
aاست، عضوي چون ناتهي Gچون. باشند G∈  فرض ناتهي بودن در اينجا استفاده (وجود دارد
axي حال، چون معادله.) شد a= درG پذير است، پس حلre G∈ وجود دارد به طوري كه

rae a=  )گيرنـد  مي اي زودرسمطلب نتيجه همينبرخي از دانشجويان به نادرست از  :هشدار
هر عضو كند كه براي اين مطلب هنوز اثبات نميدر حالي كه . )است Gراست عضو هماني reكه

g دلخواه G∈ داريم ،rge g=!   ولي، فرض كنـيمg G∈   در ايـن صـورت،   . دلخـواه باشـد
yaيچــون معادلــه g= درG پــذير اســت، عضــو حــلg G′∈ وجــود دارد بــه طــوري كــه

g a g′   گيريم كهنتيجه ميهايمان، و داشته ∗پذيريحال، با توجه به شركت. =
  

( ) ( )r r rge g a e g ae g a g′ ′ ′= = = =  
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  !جالب بود، نبود؟تا اينجاي اثبات ! است Gبه واقع هماني راست در reيعني
gبايد براي هر! هنوز اثبات تمام نشده است      G∈ در راسـت  ، وارونـيG  و سـپس از  بيـابيم ،
gxپذيرياز حل. تر استاين قسمت ساده! استفاده كنيم 5.1.2ي قضيه e= عضو ،rg G∈  به

rggكهآيد به طوريدست مي e= ،يعنيrg وارون راستg را بـه   5.1.2ي قضـيه حال،  .است
  . كار ببريد

  
  .مفيد است 1از فصل  9.4.1يادآوري بندهايي از بحث   .بحث در كلاس  8.1.2

axهـاي هـر يـك از معادلـه   ، جـواب  Gنشان دهيـد كـه در گـروه   توانيد به راحتي مي -1 b=  و
ya b=  .ستيكتا  

 در ايـن صـورت، وجـود و يكتـايي جـواب     . باشـند G )متنـاهي (عضو گروه  bو aفرض كنيم -2
axيهمعادل b= b، هر عضوGكند كه در جدول كيلي گروهايجاب مي   G∈ بـار در  دقيقاً يك

yaيبه همين ترتيب، وجود و يكتايي جواب معادله! شودظاهر  aسطر مربوط به b= نشان مي-
bدهد كه هر عضو G∈ بار در ستون مربوط بهدقيقاً يكa 9.4.1بحـث   نتهايدر ا! شودظاهر مي 

 عضـوي  3و ، 2، 1 ياز هـر مرتبـه  گروه يك دسته  تنها) ريختيتا حد يكيعني، ( اساساًگفتيم كه 
1، كه وجود دارد {0}=]،2 {0,1}=]،3 {0,1,  هـاي آن نماينده هاي زيربا جدول [={2

  :هستندها دسته
  

1 2 30 0 1 0 1 2
0 0 0 0 1 0 0 1 2

1 1 0 1 1 2 0
2 2 0 1

+ + +

  

  
}فرض كنيم . افتدعضوي چه اتفاق مي 4حال ببينيم در حالت گروه  -3 , , , }G e a b c= .اگر 

e را به عنوان عضو هماني در نظر بگيريم، ابتدا جدول ناقص زير را داريم:  
 

?

e a b c
e e a b c
a a
b b
c c

− −
− − −
− − − 
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بنويسيم؟ سؤال ت هايي بايد در محل علامزنيد چه عضوبالا حدس مي 2با توجه به مطالب بند      
يعنـي،   Gآمده است، پس هر يك از سه عضو ديگـر  aدرست است، در سطر دروني جدول عضو 

e،bو ،c توان به هر يك از سـه جـدول زيـر    از اين رو، جدول بالا را مي. توان انتخاب كردرا مي
  :)چطور كامل كرديمها در اين جدولتوضيح دهيد كه همين سطر و ستون را ( ترش دادگس
  

e a b c
e e a b c
a a b c e
b b c
c c a

− −
− −

           

e a b c
e e a b c
a a c e b
b b e
c c b

− −
− −

              

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c
c c b

− −
− −

  

)1)                                  (2                              (              )3(  

 )4(و  )3( بـه دو صـورت   )3(تنها به يك صورت ولي جدول  )2( و )1( هايروشن است كه جدول
  چطور؟ .شوندكامل مي زير

(1) e a b c
e e a b c
a a b c e
b b c e a
c c e a b

                            

(2) e a b c
e e a b c
a a c e b
b b e c a
c c b a e

  

(3) e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

                            

(4) e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a 

 چهار نوع گروه چهار عضوي ) ريختيتا حد يك(بالا به اين معني است كه اساساً  3آيا بند  -4

هايي كـه بـا جـدول    پذيري عملنيز بيان شد، بررسي شركت 1همان طور كه در فصل  وجود دارند؟
توانيم با تبديل جدول كيلي داده شده به جـدول  گاهي مي .د كار پر زحمتي استنشوكيلي داده مي

 2اگـر روش بنـد    بـراي مثـال،   . دانيم به اين مقصود دست يـابيم عملي كه شركت پذيري آن را مي
 با تعريف h تغيير نام تابع دوسويي .رسيمرا به كار ببريم به نتايج زير مي 12.3.1بحث 
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( ) 1 2 3
x e a b c

h x D
  

4را به جدول گروه  بالا )1( جدول 4( ;   : كندكه در زير آمده است، تبديل مي [+(

4 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

+

 

زيـرا جـدول عمـل    ( شـركت پـذير اسـت   ) 1(دهـد كـه جـدول كيلـي     اين مطلب نه تنها نشان مي
گــروه چهــار عضــوي  دهــد كــهبلكــه نشــان مــي )پــذير اســتشــركت nيهمنهشــتي بــه پيمانــه

{ , , , }e a b c  داده شــده اســت بــا گــروه همنهشــتي )1(همــراه بــا عملــي كــه بــا جــدول كيلــي
4 4( ; و  )2(هـاي  جدول توانيد، ميبه همين صورت. است) ريختيكيعني (اساساً يكسان  [+(

اساسـاً معـرف گـروه    )4(، و )2(، )1(هـاي  در نتيجه، جدول !تبديل كنيد [4ه جدولنيز برا  )4(
}يتابع دوسـويي از مجموعـه   4!  =24كنيم كه با هيچ يك از توجه مي. هستند [4 , , , }e a b c 

گـروه متنـاظر بـا جـدول     . تبديل كرد [4را به جدول گروه  )3(توان جدولنمي {0,1,2,3}به 
-نشان مـي  4Kيا  Vناميم و آن را بامي) ي كلاينگروه چارينهيا (  گروه كلاين-چهاررا  )3(

بار ديگر جدول آن را مرور كنيد زيرا چند بار ديگـر  يك. اين گروه در هندسه نيز كاربرد دارد .دهيم
ــواهيم داد  ــه آن رجــوع خ ــي. ب ــيممشــاهده م ــه كن 2 ك 2 2 2a b c e e= = = ــين، . = همچن

ab c ba= =،bc a cb= = ،ca b ac= = .  

بـراي  صـرفاً   ديگـري را  ي معادلقضيهقبل از پايان دادن به اين بخش،  . قوانين حذف  9.1.2
پـذيري، و  توانيد، بـا اسـتفاده از وجـود وارون، شـركت    به آساني مي. آوريممي متناهيتعريف گروه 

يعني، . در هر گروه برقرار هستند) چپ و راست( قوانين حذفويژگي عضو هماني، نشان دهيد كه 
  :زير در هر گروه برقرار است) استلزامي(ي معادلهشبه دهيد كهنشان 

ax ay xa ya x y= ∨ = ⇒ =  

)يتكوارهدر ناتهي يا  يگروهآيا اگر در نيم      ; , )M e∗   ،قوانين حذف برقـرار باشـندM   بايـد
هـاي  گـروه براي نـيم ي زير قضيه.  دهدميمنفي به اين سوال  يپاسخمثالي بياوريد كه گروه باشد؟ 

همتـاي   ؛آن را به خاطر بسـپاريد  نه چندان سرراستفني و  روش اثبات. بسيار جالب استمتناهي 
  .  نيز خواهيم ديد 3را در فصل روش اثبات ن اي
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و ناتهي كه قوانين حذف در آن برقرار باشند، لزوماً گروه  متناهيگروه هر نيم  .قضيه  10.1.2
  .  است

}1 فرض كنيم  .اثبات , , }nG a a=   :عضوهاي زير را در نظر بگيريد . "

1 1 2 1 1, , , na a a a a a G∈"  

  ، داريم Gزيرا، بنابر قانون حذف راست در ؛كنيم كه اين عضوها متمايز هستندادعا مي

1 1i j i ja a a a a a= ⇒ =  

|ها برابر بااز اين رو، تعداد اين عضو |G n=  ،است و بنابراين  

1 1 2 1 1{ , , , }nG a a a a a a= "  

1چون  1 1 2 1 1{ , , , }na G a a a a a a∈ = ka، پـس عضـو  " G∈      وجـود دارد بـه طـوري كـه
1 1ka a a=) .دهد كهتوجه كنيد كه اين مطلب هنوز نشان نميka هماني چپG حـال  ). است
iaفرض كنيم  G∈ در اين صورت. دلخواه باشد،  

1 1 1( ) ( )i i k i ka a a a a a a a= =  

iو در نتيجه، بنابر قانون حذف راست،  i ka a a= .،يعنيk ra e= هماني راستG است.  

iaحال، فرض كنيم      G∈  بالا و با استفاده از قانون حذف  به روشي مشابه. دلخواه باشدعضوي
  راست، نشان دهيد كه

1 2{ , , }i i i nG a a a a a a= "  

1چون  2{ , , }r i i i ne G a a a a a a∈ = ja، عضوي مانند" G∈      وجـود دارد بـه طـوري كـه

r i je a a= .،يعنيia 5.1.2 ياز اين رو، بنابر قضيه. وارون راست دارد،G  جالـب  . گروه اسـت
  بود؟

براي گـروه برحسـب    7.1.2، 5.1.2، 1.1.2هاي معادل اگر چه تعريف .در كلاسبحث   11.1.2
بـراي گـروه    10.1.2ي ، و تعريـف مـذكور در قضـيه   است ها داده نشدهها يعني اتحادبرقراري معادله

 كاملاً بر حسـب  3.1.2داده شده است، تعريف جالب  )ي استلزاميگزاره( اتحادمتناهي برحسب شبه
داراي  ،9.1ها، با توجـه بـه مطالـب بخـش     گروه كلاسدهد كه اين مطلب نشان مي .است هااتحاد
     .اي استهاي معادلهي مزاياي كلاسهمه
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  1.2 تمرين
  هوشم نه چنان است     تلاشم آنچنان است

  ي اولدسته

m,كه براي هر اثبات كنيد  با استقرا، -1 n∈]اتحادهاي ،( )m n mnx x= m n m nx x x +=
 .در هر گروه برقرار هستند

)نشان دهيد كه عضو هماني گروه  -2 ; )+ /كـه در آن   _∗ 2a b ab∗ و  ،2عـدد گويـاي    =
aوارون هر  4برابر با  _∋+ / a است.  

0a وارون -3 bi+ ]را در گروه ضربي ≠ ] \{0}i_*[ ]i   دست آوريد؟به _=
ي داده روي مجموعـه گـروه  يـك   عمـل توانند جدول كيلـي  نميهاي زير نشان دهيد كه جدول -4

  :باشندشده 

a b c
a b a b

a a b c
a a a a a b

b b b c
b a a b b b

c c b c

  

7جدول كيلي گروه ضربي   -5 7( ; )C   . را بنويسيد ⋅

  گروه تشكيل ⋅8بيابيد كه همراه با ضرب همنهشتيرا  [8اي ازترين زيرمجموعهبزرگ -6

  .آن را بنويسيدعمل جدول كيلي . دهد

شـويم كـه هـر دو    ، متوجه مي4Kو  [4هايگروه كيلي هايچطور با نگاهي به جدول )الف( -7
 ؟آبلي هستند

2x ي دومدرجهي معادله همچنين، نشان دهيد كه )ب(  e=  4درK  جواب است  چهارداراي
  ).تفاوت جبري ديگر اين دو گروه را بعداً خواهيم ديد(. داراي اين ويژگي نيست [4در حالي كه 

  ، داريمGدر گروه yهر و xنشان دهيد كه براي هر )الف( -8

2 2 2( )xy yx xy x y= ⇔ =  

2دهيم كه مبتديان گاهي به اشتباه اتحادمي هشدار(  2 2( )xy x y= آبلي يا غير را در هر گروه ،
  ).اندهاي ناآبلي سروكار نداشتههشايد به اين دليل باشد كه هنوز با گرو .برندبه كار مي آبلي،
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  ، داريمGدر گروه yهر و xنشان دهيد كه براي هر )ب(

                             1 1 1( )xy yx xy x y− − −= ⇔ =  
Gينشان دهيد كه مجموعه -9 = ×\   :زير، گروه است ايهمراه با عمل مولفه \

( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d∗ = + +  

Gنشان دهيد كه  )تمرين بالاعميم تيك ( -10 G× همراه با عمل زير، گروه است:  

( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d′∗ = ∗ ∗  

1گروه دلخواه  دورا به  10تمرين  -11 1( ; )G 2و  ∗ 2( ; )G يعني، نشان دهيد كـه  . تعميم دهيد ∗
1 2G G G=   :گروه است، عمل دوتايي زير اهمراه ب ×

1 2( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d∗ = ∗ ∗  

كـه  xيعنـي عضـوي چـون   ( تـوان نشان دهيد كه تنها عضو خـود با استفاده از قوانين حذف،   -12
2x xx x=   .عضو هماني آن است ،گروه هردر  )=

  ي دومدسته

  وارون خودش باشد، يعني،   Gكه اگر هر عضو گروه نشان دهيد )الف( -13

2x e=( )x G∀ ∈  

)2(آبلي است  Gآنگاه  )ab آيا عكس اين مطلب درست است؟) . را محاسبه كنيد  

در  bو aوجود دارند به طوري كه براي هر  nو mدو عدد طبيعي متباين فرض كنيد كه )ب(
  داريم Gگروه

,m m m m n n n na b b a a b b a= =  

  . آبلي است Gنشان دهيد كه

  ريمدا k، براي سه عدد متواليGدر گروه فرض كنيد كه )پ(

( , ) ( )k k ka b G ab a b∀ ∈ =  

  . آبلي است Gثابت كنيد كه گروه
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  هاي راست و چپانتقالنشان دهيد كه هر يك از . گروه است Gفرض كنيد - 14

: :a ar G G l G G
x xa x ax
→ →
6 6

  

  .دوسويي هستند

نشان دهيـد كـه  هـر دو    . گروه است Gفرض كنيد)  بردخواهيم را به كار  تمريناين بعداً (  -15
  :دهندي زير همراه با تركيب توابع گروه تشكيل ميمجموعه

{ | } , { | }r a l aG r a G G l a G= ∈ = ∈  

4Gرا براي گروه lGو  rGهايهاي كيلي گروهجدول -16 = هـا را بـا جـدول    بنويسيد و آن [
  . مقايسه كنيد [4گروه

  .داراي عضوي خودتوان است متناهيگروه ناتهي نشان دهيد كه هر نيم -17

گـروه اسـت اگـر و تنهـا اگـر       Gنشان دهيد كه. است متناهياي تكواره Gفرض كنيد كه -18
  .داراي يك عضو خودتوان منحصر به فرد باشد

)} يكه مجموعه كنيدثابت  -19 , ) | , , 0}G a b a b a∗= × = ∈ ≠\ \ مـل همراه با ع\
( , ) ( , ) ( , )a b c d ac bc d∗ =  .گروهي ناآبلي است +

و هـر   n باشـد كـه در آن بـراي هـر عـدد صـحيح       eبا عضو همـاني گروهي  Gفرض كنيد -20
,a b G∈ ،( )n n nab a b= .ثابت كنيد كه براي هر ,a b G∈،  

1 1 ( 1)( )n naba b e− − − =  

  

  

   زيرگروه   2.2

ايـن  در ايـن بخـش،   . زيرجبر را معرفـي كـرديم   -Pو مفهوم كلي زيردستگاه جبري 6.1 بخشدر 
را يـادآوري   3.6.1تعريـف  . دهـيم با جزييات بيشتري مورد بررسي قرار مـي  هابراي گروه م رايهامف
بـدون در نظـر   ( τ، هر دو از نوعAزيردستگاه جبريBيكند دستگاه جبركه بيان مي ،كنيممي
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Bاست اگر ،)هاهاي آنگرفتن ويژگي A⊆  هر عملوB    در تحديـد عمـل همتـايشA  باشـد .
   .آوريمميتعريف زير را  حال

)يگوييم كـه گروهـواره  مي . تعريف 1.2.2 ; )BB )ياي از گروهـواره زيرگروهـواره  ∗ ; )AA ∗  
  :دو شرط زير برقرار باشنداست اگر 

1- B A⊆و ،  

 يعني، .باشد ∗Aتحديد عمل دوتايي  ∗Bعمل دوتايي -2

( , ) B Ax y B x y x y∀ ∈ ∗ = ∗ 
 

  بحث در كلاس  2.2.2

است كه ) و بي ضرر(غلطي متداول اگر چه نبايد مجموعه را با دستگاه جبري مقايسه كرد، ولي  -1
)ي از گروهواره Bيمجموعهزير"كهيم گويميغلب ا ; )A )يزيرگروهواره ∗ ; )A  Bاگر است ∗

بسـته   ∗نسـبت بـه عمـل    Bيمجموعـه  منظور اين است كه اگر ."بسته باشد ∗نسبت به عمل 
يدهد كه آن را زيرگروهـواره تشكيل مياي گروهواره ،بر آن ∗تابع همراه با تحديد Bباشد، آنگاه

A ناميممي!                

)يگروهوارهوقتي همچنين،       ; )BB )يزيرگروهواره ∗ ; )AA است، متداول است كه هر دو  ∗
دهيم، و البته بنابر قرارداد قبلي، اگر امكان اشتباه نباشد، به جاي نشان ∗ يساده نمادرا با عمل 

x y∗ نويسيمبه طور ساده ميxy. 
,0,1})3يآيا گروهواره -2 2}, )H = 4يزيرگروهواره + 4({0,1, 2,3}, )= اسـت؟   [+

  !اوريديخود دليل ب منفيبراي پاسخ 
,0})4يآيا گروهواره -3 2}; )H = 4ي زيرگروهـواره  + 4({0,1, 2,3}, )= اسـت؟   [+

 !اوريديخود دليل ب مثبتبراي پاسخ 

وجـود عمـل    جـز اي بلزوماً داراي هـيچ ويژگـي   گروهوارهدستگاه جبري كنيم كه يادآوري مي  -4
-ويژگي شركتبا سه ، گروه، يعني در اين فصل جبري مورد نظر ماولي، دستگاه . اش نيستدوتايي

 -P، يعنـي  6.6.1پس بايـد تعريـف   . شودمشخص ميها پذيري، وجود عضو هماني، و وجود وارون
را مرور  8.6.1و  7.6.1هاي كنيم كه بحثپيشنهاد مي. را براي مفهوم زيرگروه تعبير كنيم ،زيرجبر
 .كنيد
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)يفرض كنيم گروهواره. تعريف 3.2.2 ; )GG ، )1گ(هاي در شرط يعني(گروه باشد  ∗
)يوارهگوييم كه گروهمي.) صدق كند 1.1.2تعريف  )3گ(، و )2گ( ; )HH زيرگروه ∗

( ; )GG Hنويسيم است، و مي ∗ G≤ ،اگر شرايط زير برقرار باشند:  

1- H يزيرگروهوارهG يعني، . باشدH G⊆ وH∗ عمل  تحديدG∗ باشد. 

 Hبـر  ∗Gكـه تحديـد   ( ∗Hعمـل  همراه بـا  Hيعني،. خودش گروه باشد ،گروهوارهزيراين  -2
 . باشد 1.1.2تعريف   )3گ( -)1گ( هايداراي شرط )است

است كه مبتديان ممكن است بـه آن   پنهاني در اين تعريف ياهنكته . بحث در كلاس  4.2.2
دانـيم كـه   يم ـ .هاي جبري ديگر نيز مفيد استي دستگاهبيان اين موارد براي مطالعه .توجه نكنند
هـر  ، )3گ(بنابر ، است و همچنين، Geداراي عضو هماني، به نمايش  G، گروه)2گ(بنابر شرط 

xعضو G∈  ،1به نمايشمثلاً واروني
Gx−، درG كنـد كـه  بالا بيـان مـي   2و شرط . داردH   نيـز

داراي عضو همـاني، بـه نمـايش    براي خودشاست و در نتيجه بايد  )3گ(و  )2گ(داراي شرايط 

He ،و هر عضو باشدh H∈  1واروني، مثلاً به نمايش
Hh−در ،H حتمـاً ايـن   حال ! شته باشددا

Hآيا به خودي خود  )الف(كه شود برايتان مطرح مي هاالؤس Ge e= 1و 1
H Gh h− ، يا بايد اين =−

ي هـا در همـه  الؤبـه ايـن س ـ   هـاي اگر چـه پاسـخ    م؟يگنجاندشرايط را نيز در تعريف زيرگروه مي
، )در مورد تكـواره ببينيـد  را  8.6.1بحث  1بند براي مثال، ( ندهاي جبري لزوماً مثبت نيستدستگاه

است و  مندگروه بسيار توان )3گ( -)1گ(هاي كه تلفيق شرط خواهيم ديد 5.2.2 يدر قضيهولي 
             . مثبت است هاگروه ال برايؤخوشبختانه پاسخ به هر دو س

)يفرض كنيم گروهواره.  قضيه  5.2.2 ; )HH )زيرگروهي از گروه ∗ ; )GG در ايـن  . باشـد  ∗
  صورت،

H  )الف( Ge e=؛  

hبراي هر  )ب( H∈ ،1 1
H Gh h− −=.  

Hداريـــم  Hدر گـــروه.  )الـــف( اثبـــات H He e e= .از طرفـــي، در گـــروهG داريـــم

H H H H Ge e e e e= بـه كـار ببريـد و نتيجـه      Gرا در گروه) 9.1.2(حال، قانون حذف چپ . =
Hبگيريد كه  Ge e= .  

1چون  )ب(  1
H H H Gxx x x e e− −= = 1، پس=

Hx− وارونx درG به دليل يكتايي وارون. است 
1، هادر گروه 1

H Gx x− −=.  



17 
 

  .راحت استنيز ي زير اثبات قضيه     

باشد بـه طـوري    Gيزيرمجموعه Hو گروه Gفرض كنيم.  )محك زيرگروه( قضيه  6.2.2
  :كه

  بسته باشد؛ Gعمل گروهنسبت به  H )الف(

e )ب( H∈؛  

hبراي هر )پ( H∈ ،1h H− ∈ .  

 Gگروهـي از زير)) الـف (بنـد  حاصـل از  (بـر آن   Gعمـل ) تحديد(همراه با  Hدر اين صورت،
  .دهدتشكيل مي

   .كندبالا مي محكاز  تركوتاه) فقط اندكي(اندكي را بررسي زيرگروه بودن  كاري زير قضيه     

زيرگـروه ) بـر آن  Gهمراه با تحديد عمل( Gاز گروه Hناتهيي زيرمجموعه. قضيه  7.2.2
G    ــر ــراي ه ــر ب ــا اگ ــر و تنه ــت اگ x,اس y H∈،1xy H− ــي،  و (. ∋ ــذاري جمع در نمادگ

( )x y x y H− = + − ∈(    

بـراي هـر   . باشـد  Gزيرگـروه  Hفرض كنـيم  .شودبه راحتي اثبات مي يك طرف حكم . اثبات
,x y H∈1، چونy H− 1xyبسته است، پس Gنسبت به عمل گروه Hو ∋ H− ∈.  

a,مكنيميفرض قضيه،  حكم براي اثبات عكس      b H∈ كافي است . دلخواه باشندx a= و
1y b−= 1را درxy H− 1م و نتيجـه بگيـريم كـه   قرار دهـي  ∋ 1( )a b ab H− − = بـراي  . ∋

ــات eاثب H∈ ــد ــرض كني h، ف H∈ ≠ 1xyو در ∅ H− ــد   ∋ ــرار دهي xق y h= و  ،=
xقرار دادن  اسرانجام، ب e= و y h= 1درxy H− 1hنتيجه بگيريد كه ∋ H− ∈.    

را بررسـي   Gاز گـروه  Hمتنـاهي ي بسياري مواقع لازم است كه زيرگروه بودن زيرمجموعه     
را  10.1.2 يبراي اثبات آن، قضيه .زير بسيار مفيد استو جالب تر سادهي در اين موارد قضيه. كنيم

  .كار ببريدبه 

در اين صورت،. باشد Gو ناتهي از گروه متناهياي زيرمجموعه Hفرض كنيم . قضيه  8.2.2
H )همراه با تحديد عملG زيرگروه) بر آنG است اگر و تنها اگرH   نسبت به عمـل دوتـايي
G  باشد) يعني، صرفاً زيرگروهواره(بسته .  
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به  . هاي يك گروه را بيابيمي زيرگروهچندان ساده نيست كه همه. بحث در كلاس   9.2.2
-تر ميكه اين كار را ساده آوريممي رابطههاي بالا در اين را با استفاده از قضيه مفيدي مرور مطالب

  .كند

}شد، آنگاه با Gگروهعضو هماني  eاگرروشن است كه  -1 }e وG زيرگروهG ايـن  . هستند
}البته، شايد بهتر باشد. ناميممي هاي بديهيزيرگروهها را زيرگروه }e  را زيرگروه بـديهي وG 

   . را زيرگروه ناسره بناميم

2اگر -2 2({0,1}; )=    .هستند [2هايتنها زيرگروه [2و {0}آنگاه  [+

3اگر -3 3({0,1, 2}; )=  [3هـاي تنهـا زيرگـروه   [3و {0}در ايـن مـورد نيـز    آنگاه [+
1حـال اگـر  . باشـد  0)خنثي(بايد شامل عضو هماني  Gاز Hزيرا هر زيرگروه! دهستن H∈ 

31بايد شامل H،8.2.2ي آنگاه، بنابر قضيه 1 2+ Hنيز باشد، كه در اين صـورت   = G=. 
2اگر H∈32، آنگاه 2 1 H+ = ∈. 
4آيا گـروه  -4 4({0,1, 2,3}; )= دارد؟  [4و {0}متفـاوت بـا   Hزيرگروهـي چـون   [+

1,كنيممي، فرض 3مشابه بند H∈D .  ،4در ايـن صـورت 41 1 2,1 2 3 H+ = + = و در  ∋
Hنتيجه G= .0,2فرض كنيم! هنوز كار تمام نشده است H∈ . 42چـون 2 0+ ، پـس  =

{0,2}H H{0,2}،8.2.2ي حـال، بنـابر قضـيه   . بسـته اسـت   +4نسبت بـه عمـل   = = 
ــه همــين روش. اســت [4زيرگــروه  ــب ،{0}بجــز زيرگــروه ديگــري [4ههــا نشــان دهيــد ك
{0,2}H  .داردن [4و =

  را با جدول عمل  4Kحال گروه كلاين  - 5
   

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

 

}آيا علاوه بر. در نظر بگيريد }e 4وK ،    8.2.2يزيرگروه ديگري وجود دارد؟ بـا توجـه بـه قضـيه، 
{ , }e a،{ , }e b و ،{ , }e c  زيـرا، بـراي   . زيرگروه هستند و هيچ زيرگروه ديگري وجود نـدارد نيز

}مثال , , }e a b 4نسبت به عملK بسته نيست.   

) گـروه  نامتنـاهي   هايتوانيم زيرگروهداريم مي كه تاكنونبا اطلاعاتي آيا حال ببينيم  -6 ; )+] 
}بجز  متناهيزيرگروه هيچ را تعيين كنيم؟ اين گروه  }D زيرا اگر! نداردH   زيرگـروه آن باشـد و

n H≠ ∈D آنگــاه، چــونH  بايــد نســبت بــه جمــع بســته باشــد، پــس بــراي هــرkبايــد ،
kn n n n H= + + + -به آساني مـي . نامتناهي است Hدهد كهاين مطلب نشان مي. "∋



19 
 

ي مضـارب  ، مجموعهnصحيح نشان دهيد كه براي هر عدد  6.2.2يبا بررسي شرايط قضيهتوانيد 
 ، يعنيn صحيح

 
{ | } { , 2 , , , , 2 , }n nk k n n n n= ∈ = − −] ] " D "  

)زيرگروه  ; 0كنـيم كـه،  توجه مي .است [+( {0}=]،1 =] n، و[ n− =] خـواهيم  . [
نتيجـه  در (كـه بعـداً    اثبات اين مطلب قـدري فنـي اسـت   البته، ! زيرگروه ديگري ندارد [كهديد 

   .ه خواهيم كردئارا) 13.4.2

 Hاگر كه كندي لاگرانژ، بيان مياي بسيار مهم، به نام قضيهقضيه . ي لاگرانژقضيه  10.2.2
|، يعنيHيباشد، آنگاه مرتبه Gمتناهيزيرگروهي از يك گروه  |Hي، بايد مرتبهG  يعنـي ،

| |G 4و  [4براي مثال، . بشمارد، راK  تنها  [15توانند داشته باشند،عضو نمي 3زيرگروهي با
بسـيار   ،مهـم  يقضـيه  ناثبـات اي ـ ! داشته باشدعضوي  15، و 5، 3، 1هايي گروهزيراست  ممكن
،  8.2بخـش   اثبات آن كاربردهـاي ديگـري نيـز در   است، و ابزار لازم براي فني و جالب ولي راحت 

ارزي روي اي هـم رابطـه  .بينـيم روش كار را بـا هـم مـي    حال .دارد ها،گروه مربوط به خارج قسمت
-ي لاگرانژ را اثبات مينه تنها قضيهحاصل از آن كنيم به طوري كه افراز تعريف مي Gيمجموعه

  . باشد Gزيرگروه Hفرض كنيم. رودنيز به كار مي 8.2مهمكند، بلكه در بخش 

Hيرابطه توانيد نشان دهيد كهبه آساني مي -1  با تعريف  ∽

1( )Ha b h H a bh b a H−⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼  

Hي بودنمتعداثبات براي زير را مراحل براي مثال، . ارزي استاي همرابطه   :توضيح دهيد ∽

1 2 1 2

1 2 1

( , ) &H H

H

a b c h h H a bh b ch
a bh ch h a c

⇒ ∃ ∈ = =
⇒ = = ⇒

∼ ∼
∼

  

، كـه  به صورت زير دارنـد  جالب توجهي بسيار بسيارهاي ويژگي ارزيي همهاي اين رابطهرده -2
 .نيستندلزوماً درست ) گروه و تكوارهبراي مثال، نيم( هاي جبري ديگربراي دستگاه

 به اين معني كه. ستهارده يهمهي سازنده H، به اصطلاح، كنيم كهابتدا توجه مي )الف(

[ ] { | }
{ | ( ) }
{ | }

Ha x G x a
x G h H x ah
ah h H

aH

= ∈
= ∈ ∃ ∈ =
= ∈
=

∼
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}نمايش  | }ah h H∈ با نمادaH  ،زيرگروه كهكنيم توجه مي اين طور نيست؟طبيعي است
H از گروهG هـا اسـت، زيـرا    نيز يكي از رده[ ]e eH H= ي ديگـري  و البتـه هـيچ رده   ،=

  چرا؟ .زيرگروه نيست

]ارزي، ي هماز آنجا كه، مانند هر رابطه )ب( ] [ ]a b=    اگر و تنهـا اگـرHa b∼   بـه روشـني ،
  داريم

1( )HaH bH a b h H a bh b a H−= ⇔ ⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼  

ــر )پ(  ــه هـــ }يمجموعـــ | }aH ah h H= ــاد( ∋ ــا در نمـــ ــييـــ ــذاري جمعـــ گـــ
{ | }a H a h h H+ = + -هـم  يـك اسـت،   aيبه انـدازه  H، كه انتقال چپ اعضايرا )∋

/افراز  بنابراين،. گوييممي Hي چپ)ردهيا هم( مجموعه HG آن را بـا    براي سـادگي ، كه ∽
HL عبارت است از دهيم،نشان مي{ | }HL aH a G= ∈.  

تعـداد  ) چه متناهي باشند يـا نامتنـاهي  (كه اين است چپ هاي مجموعهويژگي بسيار مهم هم )ت(
aدر واقع، براي هر. يكسان دارندعضوهاي  G∈ ،| | | |aH H= .  توانيـد مـي زيرا، به آسـاني 

  :است) يك به يك و پوشا(نشان دهيد كه تابع زير دوسويي 

:f H aH
h ah
→
6

  

  .ي لاگرانژ را به راحتي اثبات كنيمكه قضيه ايمحال آماده

در اين صورت، . باشد Gزيرگروهي از گروه متناهي Hفرض كنيم . )ي لاگرانژ(قضيه  11.2.2
|شمارد، يعنيرا مييمرتبهيمرتبه | | |G k H= .    

از ايـن  . كندرا افراز مي Gيمجموعه ي مجموعهديديم كه  .اثبات 
، و در نتيجـه اسـت  متناهي Gگـروه  چونبنابراين، . را داريم رو، اجتماع مجزاي

HL ــه ــال مجموعــ ــراي مثــ ــاهي، بــ ــوي اســــت kاي متنــ ــيفــــرض . عضــ ــيممــ  كنــ
  پس .

  

  .اثبات شد صورتي جالبي مهم لاگرانژ به بنابراين قضيه

HG

{ | }HL aH a G= ∈

a G

G aH
∈

=∪

1{ , , }H kL a H a H= "

1| | | | | | | | | |
| |

kG a H a H H H
k H

= + + = + +
=

" "
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    بحث در كلاس  12.2.2

  با تعريف ∽Hيرابطهتوانيد نشان دهيد كه به آساني مي -1

1( )Ha b h H a hb ab H−⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼ 

]ارزي است و اي همنيز رابطه ]a Ha= ،[ ]e He H= = ،| | | |Ha H=و ،  

1( )HHa Hb a b h H a hb ab H−= ⇔ ⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼  

}اگـر  . نـاميم مـي  Gدر Hي راستمجموعههمرا يك  Haهر  -2 | }HR Hb b G= ∈ 
  :  كه تابع زير دوسويي است ادتوان نشان دبه راحتي ميآنگاه، 

1

: H Hf L R

aH Ha−

→

6
  

  ):مراحل آن را توضيح دهيد(شود به صورت زير اثبات مي fتعريفي و يك به يك بودنخوش

1 1 1

1 1 1 1

1 1

( )
( )( )

aH bH b a H b a H
a b H a b H
Ha Hb

− − −

− − − −

− −

= ⇔ ∈ ⇔ ∈

⇔ ∈ ⇔ ∈

⇔ =

  

|در نتيجه، ) اين طور نيست؟(روشن است  fپوشا بودن | | |H HL R=.  

|هايكنيم كه تساويتوجه مي -3 | | | | |aH H Ha= |و  = | | |H HL R=    به متنـاهي يـا
|عدد. ها بستگي ندارندنامتناهي بودن اين عدد | | |H HL R=    ،را، چه متناهي باشد يـا نامتنـاهي

] ناميم و آن را با نمادمي Gدر Hانديس : ]G H  يا( : )G H   بـا  البتـه،  . دهـيم نشـان مـي
]داريمهاي متناهي براي گروه ،ي لاگرانژتوجه به اثبات قضيه : ] | | / | |G H G H= . 

بـه    باشد و) متناهي يا نامتناهي(گروهي دلخواه  مفرض كني  .قضيه  13.2.2
Hطوري كه K⊆ . ،متناهي باشند آنگاه  و اگر در اين صورت  

 

ــات ــيم   اثب ــرض كن ــب   و  ف ــه ترتي ب
-نشـان   حال كافي اسـت . باشند Kدر Hو Gدر Kمتمايز )چپ(هاي مجموعهي هممجموعه

) چـپ (هـاي  مجموعهي هممجموعه كه  مدهي

G,H K G≤
[ : ]G K[ : ]K H

[ : ] [ : ][ : ]G H G K K H=

1 1{ , , }mL a K a K= "2 1{ , , }nL b H b H= "

3 { | 1, , , 1, , }i jL a b H i m j n= = =" "
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3 در نتيجـه  و ، ) ؟؟؟//???????? چـرا (اسـت  در متمايز 1 2| | | | | |L mn L L= = .
  داريم 3Lابتدا توجه كنيد كه در 

1

1

( ) ( )

( ) ( )
r s p q p q r s

p q r s

r s p q

r p

r p

s q

s q

r s p q

a b H a b H a b a b H K

a b a b K

a b K a b K

a K a K

a a

b H b H

b b

a b a b

−

−

= ⇒ ∈ ⊆

⇒ ∈

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

  

دهـيم كـه   حال نشان مـي . متمايز هستند 3Lاعضاي  بنابراين،) مراحل اثبات بالا را توضيح دهيد(
3L  هاي چپ مجموعهي همي همهمجموعهدر واقع برابر باH  درG كـافي اسـت نشـان    . است

xدهيم كه بـراي هـر    G∈ ،3xH L∈ .  1چـونxK L∈  پـس ،rxK a K=   و در نتيجـه
rx a k=  گه در آنk K∈ . 2حال ازskH b H L= skنتيجه مـي گيـريم كـه     ∋ b h= 

hكه در آن  H∈ .،بنابراين  

3r r s r sxH a kH a b hH a b H L= = = ∈  

]در پايان،  : ] [ : ][ : ]G H G K K H mn= =.  

  

  

  2.2 تمرين

  دهاي خود كم اهميت ندهيبه توانايي

  ي اولدسته

  .يا نيست هست Gزيرگروه Hدر هر مورد زير، با دليل تعيين كنيد كه آيا -1

) )الف( ; )G = }و  [+ | }H n n+= = ∈ ≥] ] D.  

HG



23 
 

8 )ب( 8( ; )G = }و  [+ ,2,4}H = D.  

) )پ( ; )G = }و  \+ | }H x xπ π= = ∈_ _.  

) )ت( ; )G = }و \+ | }H n nπ π= = ∈] ].  

) )ث( , )G GL n= )و \ , )H SL n=  هـاي متشـكل از مـاتريس   گروه خطـي خـاص  ( \
n حقيقي n×  1با دترمينان.(  

aدلخواه و براي  G)ضربي(گروه  )ج( G∈ ،{ | }nH a n= ∈].   

هاي ي جوابمجموعه نشان دهيد كه. `∋nآبلي است و  G)ضربي( فرض كنيد گروه -2
nxيمعادله e= درG يعني ،{ | }nH x G x e= ∈   .  است Gيك زيرگروه =

  .استگروه  Gفرض كنيد -3

aنشان دهيد كه براي هر  )الف( G∈ي عضوهايي همه، مجموعهG  كه باa  تعويض پذير
)، يعنيدنباش ) { | }GC a x G ax xa= ∈   .است Gزيرگروه، =

Sفرض كنيد)  )الف(تعميم ( )ب( G⊆ .ي عضوهايهمهي نشان دهيد كه مجموعهG  كه با
  ، يعنيهستندپذير تعويض Sي عضوهايهمه

( ) { | ( ) }GC S x G s S xs sx= ∈ ∀ ∈ =  

}1اگر. ناميممي Gدر Sسازمركزاين زيرگروه را  .است Gزيرگروه , , }nS a a= -مي، "
)1نويسيم ) ( , , )G G nC S C a a= " .  

  ، يعنيGمركز گروهنشان دهيد كه  ) )ب(حالت خاص ( )پ(

( ) ( ) { | ( ) }GZ G C G x G g G xg gx= = ∈ ∀ ∈ =  

  .است Gزيرگروه 

)نشان دهيد كه )ت( ) ( )G
a G

Z G C a
∈

=∩.  

)آبلي است اگر و تنها اگر Gثابت كنيد كه )ث( )Z G G=.   

,2)نشان دهيد كه مركز گروه )ج( )GL   برابر است با \
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0
| , 0

0
a

a a
a

⎧⎡ ⎤ ⎫
∈ ≠⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎭⎩
\  

با دست كم  توجه كنيد كه هر عضو مركز بايد(
0 1
1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

و  
1 1
0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  .)پذير باشدتعويض 

  به نمايش طبيعيي مجموعه. باشند Gزيرگروه Kو Hفرض كنيد -4

{ | , }HK hk h H k K= ∈ ∈  

  . را در نظر بگيريد

  ، يعنيپذير باشدتعويض Kبا هر عضو Hهر عضونشان دهيد كه اگر  )الف(

( ) ( )h H k K hk kh∀ ∈ ∀ ∈ =  

Tآنگاه HK= زيرگروهG است.  

Tنشان دهيد كه )ب( HK= زيرگروهG است اگر و تنها اگرHK KH=) .به تفاوت بين
HK KH=  توجه كنيد )الف(بند تر قويو شرط .(  

  ي دومدسته

aبراي هر. زيرگروه آن باشد Hو گروه Gفرض كنيد كه - 5 G∈كنيم ، تعريف مي  

1 1{ | }aHa aha h H− −= ∈  

، وaتحـت   h مـزدوج را  −1ahaعضـو . اسـت  Gزيرگـروه  −1aHaنشان دهيـد كـه   )الف(
1aHa−  مزدوجراH تحتa 1گاهي. ناميمميaha− را باah 1وaHa−را باaH  نشـان  نيز

   .دهندمي

|1نشان دهيد كه  )ب( | | |H aHa−=.  

)1نشان دهيد كه  )پ( ) { | }GN H a G aHa H−= ∈ اين زيرگروه را  .است Gزيرگروه =
)اگر . ناميممي Gدر Hسازنرمال )GN H G=يعني ،  

1( )a G aHa H−∀ ∈ =  
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ها بسيار با خواهيم ديد كه اين زيرگروه 8.2در بخش  .است خودمزدوج Hگوييم كهآنگاه مي
  .اهميت هستند

] ه دهيد كهئارا Hزيرگروه نا بديهي با Gمثالي از گروه  -6 : ]G H  نامتناهي باشد.  

Hدهيد كهنشان . يك گروه وفرض كنيد -7 K∩   . است Gزيرگروه   

H,هايزيرگروه يك گروه و Gفرض كنيد  -8 K G≤ نشـان دهيـد كـه اگـر     . متناهي باشند
(| |,| |) 1H K }آنگاه  = }H K e∩ =.   

|باشـند بـه طـوري كـه      Gهايي از گروه متنـاهي  زيرگروه Kو Hفرض كنيد  -9 |H p= 
}عددي اول باشد و  }H K e∩ Hثابت كنيد كه. ≠ K⊆ .  

ــه  -10 ــد ك ــرض كني ــروه Kو Hف ــروه  زيرگ ــايز از گ ــايي متم ــه  Gه ــوري ك ــه ط ــند ب باش
| | | |H K p= |ثابت كنيد كه . استعددي اول  = | 2 1H K p∪ = − . 

 Gهـا در  باشند به طوري كـه انـديس آن   Gهايي از گروهزيرگروه Kو Hفرض كنيد كه -11
   .نشان دهيد كه. متناهي است

Hانديس  )الف( K∩  درG متناهي است و  

[ : ] [ : ][ : ]G H K G H G K∩ ≤  

Hانديس )ب( K∩ درK متناهي است و[ : ] [ : ]K H K G H∩ ≤.  

Gبرقرار است اگر و تنها اگر ) ب( تساوي در )پ( HK=.  

Gمتناهي و متباين باشند، آنگاه  Gدر  Kو H يهااگر انديس )ت( HK= و  

[ : ] [ : ][ : ]G H K G H G K∩ =  

 ثابت كنيد كه . باشند Gهايي متناهي از گروه دلخواهزيرگروه Kو Hفرض كنيد كه -12

  
| | | || |
| |
H KHK
H K

=
∩

  

H,و  20گروهي از مرتبه ي  Gفرض كنيد  -13 K G≤ با ،| | 4H |و = | 5K ثابت . =
Gكنيد كه  HK=.  

G,H K G≤
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باشند به طوري كه  Gهايي از گروه متناهيزيرگروه Kو Hفرض كنيد كه - 14
| |,| | | |H K G≥ . ثابت كنيد كه{ }H K e∩ ≠.  

دو عدد اول هستند و  qو pباشد كه در آن pqيگروهي از مرتبه Gفرض كنيد - 15
p q> .ثابت كنيد كه گروهG يحداكثر داراي يك زيرگروه از مرتبهp است .  

  

    

  هاي زيرگروهمشبكه   3.2

معرفـي و انـدكي     19.6.1 - 9.6.1، بنـدهاي  1هـاي كلـي جبـري را در فصـل     ي زيردستگاهمشبكه
بسـياري از  . كنـيم هـا مطالعـه مـي   اين بخش تعبير اين مطالب كلي را براي گروه رد. كرديم مطالعه

)فرض كنيم. ها استبه زبان گروه  6.1مطالب اين بخش تكرار مطالب بخش  )Sub G ي مجموعه
) ي مرتبمجموعه هدر زير خواهيم ديد ك. باشد Gهاي گروهي زيرگروههمه ( ); )Sub G كه  ،≥

برخـي از  . اسـت  )اي كامـل در واقـع مشـبكه  (يك مشبكه نيز است،  ⊇ي ترتيبي رابطه ≥در آن 
بـه دسـت    Gي خـود گـروه  هاي اين مشبكه اطلاعات مفيدي در بارهپژوهشگران به كمك ويژگي

  .دارد خوبي هاينيز كاربرد و فيزيك شيميهاي علوم پژوهشاين مشبكه در . آورندمي

بايــد نشــان دهــيم كــه بــراي هــر دو زيرگــروه ، بــراي اثبــات مشــبكه بــودن     
,H K G≤ ،{ , }H K Sup H K∨ }و  = , }H K Inf H K∧ حتمـاً  . وجود دارند =
Hايد كهحدس زده K H K∧ = يد نشان دهيم كه با ، ابتداالبته. حدس شما درست است. ∩

( )H K Sub G∩     .  كندي زير بيش از اين مطلب را اثبات ميقضيه. ∋

  :در اين صورت. گروه است Gفرض كنيم . قضيه 1.3.2

H,براي هر  -1 K G≤ ،H K∩ نيز زيرگروهG است.  

}يبراي هر خانواده -2 }i i IH G،iهاياز زيرگروه ∋
i I

H H
∈

 . است Gنيز زيرگروه ∩=

را به  7.2.2يا   6.2.2 محك .توانيد اثبات كنيدمياين قضيه را به راحتي يقين داريم كه .  اثبات
 3.1.2همـراه بـا تعريـف     11.6.1بحـث   1بنـد  كند؟ اين قضيه را اثبات مي 10.6.1آيا لم ( .كار ببريد
 ).چطور؟

( ( ); )Sub G ≤
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ــيم       ــال ببين ــه ح } ك , }H K Sup H K∨ }و = } { }i i I i i IH Sup H∈ ــدام  ∨=∋ ك
Hروشن است كه اگر اجتماع . هستند Gهايزيرگروه K∪ زيرگروهG سـوپريمم   آنگاه ،باشد

 6.1 بخـش ولي، همان طور كـه در  . است Kو Hشامل زيرگروهترين ، زيرا كوچكبود خواهدنيز 
هاي كلايـن  مثالي از زيرگروه(! نيز ديديم، اجتماع دو زيردستگاه جبري لزوماً يك زيردستگاه نيست

[يا براي حل كردن مساله، . )نسبت به عمل گروه بسته نباشدها اجتماع آنبه طوري كه  ياوريدب  
  .آوريمها ميبراي زيرگروه را 12.6.1تعريف كلي  2بند  ابتدا تعبير

تـرين  كوچـك در اين صـورت،  . باشد Gي گروهزيرمجموعه Xفرض كنيم . تعريف  2.3.2
نـاميم و آن را بـا   مـي  Xتوسـط زيرگـروه توليـد شـده    باشـد   Xشاملرا كه  Gزيرگروه

X< Gاگر  .دهيمنشان مي < X= < توليـد شـده يـا     Xتوسـط  Gگوييم كه گروه، مي<
X مولدG است.   

تـرين  آيـا كوچـك   )الف( :زير برايتان مطرح هسـتند  الؤيقيناً دو س.  بحث در كلاس  3.3.2
>X، يعني Xيشامل مجموعه Gزيرگروه داده شـود،   Xاگـر  )ب( وجود دارد؟هميشه ، <

>X، يعنيXيترين زيرگروه شامل مجموعهتوانيم كوچكچطور مي به ويـژه بـه كمـك    (را  <
>Xديـديم كـه    15.6.1ي قضيهدر  ؟پيدا كنيم )ايي رايانهبرنامه ي گروهـواره بـه عنـوان زير   <

( ; )G ها از معادله Pگفتيم كه اگر 14.6.1در بحث  آيا زير گروه است؟هميشه وجود دارد، ولي  ∗
>Xتشكيل شده باشد،   نويـد  نيـز  1.3.2 يقضيه 1بند خوشبختانه . شودزيرجبر مي -Pيك <

>Xدهد كهمي . آموختيم 15.6.1 يي زير را در اثبات قضيههيشگرد اثبات قض. زيرگروه است <
اثبـات  بـريم،  جبر و جبر خطي به كـار مـي   ديگر روش اثبات را در بسياري از دروساين آنجا كه  از

هـاي پـس از آن نيـز    نتيجـه  و 9.3.2ي قضـيه اثبـات   .آوريمميدو باره ها را براي گروهآن ي ساده
 . هستندتمرين خوبي 

X ،گـروه اسـت   Gفرض كنيم   .قضيه   4.3.2 G⊆ ، و{ | }H G X H= ≤ ⊆S  در
  اين صورت،

{ | }
H

X H H G X H
∈

< > = = = ≤ ⊆∩ ∩∩
S

S  

>Xبا توجه به تعريف  . اثبات  تـرين كوچـك  Xشـامل  Gزيرگروهويژگي  دوكه با  <
بايد نشان دهيم كهابتدا  ،است

H

K H
∈

= ∩
S

نشـان   1.3.2 يقضـيه  .ويژگـي اسـت   دوداراي اين  

دهد كه مي
H

K H
∈

= ∩
S

Hچون هـر عضـو    .است Gزيرگروه  ∈S  شـاملX    اسـت، پـس
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H

K H
∈

= ∩
S

. است Xو شامل Gزيرگروهي از Kكه تا اينجا اثبات شد .است Xنيز شامل 

نيـز زيرگروهـي از   Lكنيم كـه  ترين است، فرض ميدو ويژگي كوچكاين با  Kبراي اثبات اينكه
G و شاملX پس . باشدL∈S .  حال، روشن است كـه

H

K H L
∈

= ⊆∩
S

و اثبـات تمـام    

 !است

  در اين صورت، . زيرگروه آن باشند Kو Hگروه و Gكه كنيم فرض . نتيجه  5.3.2

{ , }H K Sup H K H K∨ = = < ∪ >  

)ي مرتب مجموعه . نتيجه  6.3.2 ( ); )Sub G و (مشبكه  Gهاي گروهيرگروهمتشكل از ز ⊇
} است) كاملاي مشبكهدر واقع،  } { }( )i i I i i I i

i I

H Sup H H∈ ∈
∈

= = < >∨ ∪.   

)ي مشبكهنمودار  . تعريف  7.3.2 ( ); )Sub G  Gهـاي ي زيرگـروه مشبكه نموداررا  ⊇
  .ناميممي

  بحث در كلاس  8.3.2
  :آوريمچند گروه را در زير ميهاي زيرگروهي هاي مشبكه، نمودار2.2.9با توجه به بحث  -1

4 4

3 2

{ , } { , } { , } { ,2}
{ } { }

{ } { }

K

e a e b e c

e

]
] ]

D
D D

D

  

>2، 1با توجه به بند  -2 >aو  [4و در  [3را در  < > ،,a b<  . بيابيد 4Kرا در  <

Xباشد، آنگاه  Gزيرگروهيك خود  Xروشن است كه اگر  -3 X< > همچنين،  چطور؟. =
ــك ــرين كوچـ ــروهتـ ــه  Gزيرگـ ــامل مجموعـ ــا  شـ ــر بـ ــي برابـ }ي تهـ }e ــت ــي،. اسـ يعنـ

{ }e e<∅ > = = < >.   

اجتمـاع  نشـان دهيـد كـه،   . زيرگـروه آن باشـند   Kو Hگروه و Gفرض كنيم) جالب است( -4
H K∪ زيرگروهG است اگر و تنها اگرH K⊆ ياK H⊆.   
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Xممكن است  -5 Y≠ وليX Y< > =< 4براي مثال، فـرض كنيـد   . < 4( ; )G = +] .
1در اين صورت،  1,2< > = <   چطور؟. <

Xنشان دهيد كه اگر  ،4.3.2ي با استفاده از قضيه -6 Y⊆ ي گـروه هـا زيرمجموعهG   باشـند
Xآنگاه Y< > ⊆< > . 

>Xيتوانايي چنداني در محاسبهفعلاً علت اينكه  -7 اي تـوانيم برنامـه  نـداريم و حتـي نمـي    <
 يمطلبي در باره 4.3.2ي و قضيه 2.3.2اين است كه تعريف  ،بنويسيمي آن براي محاسبهاي رايانه

>Xعضوهاي  !كنندبيان نمي Xبر حسب عضوهاي <
>2 تـوان مـي  ،چطـور، بـراي مثـال   . ايمنيز ديده 6.1 بخشها را در اين مثال -8  گـروه  را در <

8 8( ; -يعنـي بايـد كـم   . آيدبه كار مي 8.2.2يمتناهي است، قضيه [8محاسبه كرد؟ چون [+(
,0}يرا به مجموعه [8ترين تعداد عضو عمـل جمـع    نسبت بـه  بستهاي بيفزاييم تا مجموعه {2

  روشن است كه !به دست آيد +8 همنهشتي
  

8 8 82 {0,2,2 2 4,2 2 2 6}
{0,2,4,6}

< > = + = + + =
=

  

 
>3حال شما  -9 8را در گروه  < 8( ; 15و در گروه [+( 15( ;  .بيابيد [+(

2,3Hزيرگروه - 10 = < نيز راحت، ولي  ي اين زيرگروهكدام است؟ محاسبه [15ر گروهد <
 :زير باشد بايد شامل عضوهاي! است ،ترقدري پرزحمت

  

15

15

0, 2, 4,6,8,
3,3 3 6,9,
2 3 5,

+ =
+ =

"
"

"
 

بـراي مثـال،   . تر كنيمتوانيم كوتاهها را ميعقل سليم را به كار ببريم، اغلب اين محاسبه كمي ازاگر 
1چون H∈ 15 15(8 8 16 1)+ = 15H پس، ≡ =   چرا؟. [

>1ي زيرگروه محاسبهي آيا برا -11 )در گروه < ;  را به كـار بـرد؟   8.2.2ي توان قضيهمي [+(
)نابديهي هر زيرگروه ،9.2.2بحث   6بند  بنابر ; به كـار    8.2.2يپس قضيه. نامتناهي است [+(
>1و نتيجه بگيريد كه  درا به كار ببري 6.2.2يقضيه دتوانيولي مي !آيدنمي > = بـه همـين   . [

 توانيد نشان دهيد كه، براي مثال، ترتيب، مي

2 2 {2 | } , ,k k n n< > = = ∈ < > =] ] " ]  
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سـاختن   رار دادن حالت بسـيار كلـي و صـوري   ق) صرفاً الگو(و با الگو  هاي بالابا توجه به نمونه -12
>Xحدس بزنيد كه در حالت كلي، چطـور عضـوهاي   ،16.8.1بحث  گروه آزاد در  را در گـروه   <

} چون تعيين كنيم؟ Gدلخواه }e<∅ > Xمكنيميفرض ،  = ≠ احتمالاً درست حدس . ∅
هاي ايـن عضـوها   سپس وارون. ريزيمرا در سبدي مي Xبه زبان غير رسمي، ابتدا عضوهاي. ايدزده

  :آوريميبه دست مي زير را و مجموعه كنيمرا به سبد اضافه مي

1
1T X X −= ∪  

1كه در آن 1{ | }X x x X− −= هنـوز   . اسـت  Xهـاي عضـوهاي  ي واروني همـه مجموعـه  ∋
-پـس حاصـل  . به عمل گروه بسته نباشد تكارمان تمام نشده است، زيرا ممكن است اين سبد نسب

ي زيـر را بـه   كنـيم و مجموعـه  هاي سبد را نيز به آن اضافه ميعضوهاي هر تعداد متناهي از ضرب
  :آوريمدست مي

}x 1 ضرب تعدادي متناهي از عضوهايحاصلT 2است { |T x G= ∈  

هـاي عضـوهاي   ضـرب هـا و حاصـل  گوييـد كـه پـس وارون   آيا به هدفمان رسيديم؟ حتماً مـي 
-ها و حاصلوارون ؛فرض كنيم اين عضوها را نيز در سبدمان انداختيم چطور؟ 2Tيمجموعه

ادامـه  تا بينهايـت  رسد كه بايد اين روند را به نظر مي چطور؟ي اخير هاي اين مجموعهضرب
دهـد كـه در   ان مـي ش ـزير ني ، قضيهولي! زيرگروه تبديل نشوددهيم و هرگز سبدمان به يك 

مـا  تـلاش   هگفت كه اين هم ـ ديقيناً نخواهي! كارمان تمام است 2Tي رسيدن بههمان مرحله
است و هدف شما  هاكار فوت و فن؟ مطابق معمول اين كتاب، هدف ما آموزش !براي چيست

 هـا در مـوارد مشـابه   اين شـگرد  هاي تفكر و به كار بردنو روشها نيز آموختن اين فوت و فن
مباحث ديگر رياضي، به  در را ي زير،همتاي بسياري از مفاهيم اين كتاب، به ويژه قضيه. است

ها در فيزيك، شيمي، كـامپيوتر  و البته، در كاربردهاي آن(هاي جبر و جبرخطي ويژه در درس
  .خواهيد ديد) نظري، و علوم ديگر

ــيه   9.3.2 ــر  . قض Xاگ ≠ ــه ∅ ــروهزيرمجموع ــاه Gي گ ــد، آنگ >Xباش در ( <
1هاي متناهي به صورت ضربي حاصلمتشكل از همه) نمادگذاري ضربي 2 nx x x"   اسـت

i ،ixبراي هر  ،كه در آن X∈ 1يا
ix X   يعني،. ∋−

1
1 2{ | , }n iX x x x n x X X −< > = ∈ ∈ ∪" `  

1دهـيم  قرار مي  .اثبات
1 2{ | , }n iH x x x n x X X −= ∈ ∈ ∪" و نشـان مـي    `

ــه  ــيم ك ــف(ده H) ال G≤ ،)ب(X H⊆ ،)ــر )پ ــروه Kاگ ــز زيرگ باشــد و  Gني
X K⊆ آنگاه ،H K⊆.  
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ــات   ــراي اثب ــف(ب ــي )ال ــه م ــه ، توج ــيم ك ــون  كن ــوي چ xعض X∈ ــود دارد ــس  .وج پ
1e xx H−= i,1حال اگر، براي .∋ jx y X X −∈ ∪،  

1 1,n mx x x y y y H= = ∈" "  

  :)درستي واقعيت زير را توضيح دهيد( آنگاه

1 1 1 1
1 1 1 1( )n n n nxy x x y y x x y y H− − − −= = ∈" " " "  

Xچون . نيز راحت است )پ(اثبات درستي شرط . روشن است )ب( درستي شرط K⊆ و
K 1پس ها بسته است،نسبت به وارونX X K−∪ نسبت بـه عمـل    Kحال، چون. ⊇

1 بـه صـورت   Hگروه بسته اسـت و هـر عضـو    nx x x= در ixكـه در آن هـر    اسـت،  "
1X X Hپس  است، ∪− K⊆.  

 .توانيد اثبات كنيدمي راحتيهاي زير را به نتيجه     

Xاگر . نتيجه  10.3.2 ≠    )گذاري ضربيدر نماد( باشد، آنگاه Gي گروهزيرمجموعه ∅

1 2
1 2{ | , }knn n

k i iX x x x x X n< > = ∈ ∈" ]  

}1اگر   .نتيجه  11.3.2 , , }kX x x= باشد، به  Gاي متناهي از گروهزيرمجموعه "
  طوري كه 

( , 1, , ) i j j ii j k x x x x∀ = ="  

1 آنگاه
1 1 1{ , , } { | , , }knn

k k kx x x x n n< > = ∈" " " ]1, , nx x< > ="  

}اگر  . نتيجه  12.3.2 }X x= گروهاي تك عضوي از زيرمجموعهG باشد، آنگاه  

{ | }nx x n< > = ∈]  

}و در نمادگذاري جمعي،  | }x nx n< > = ∈].  

  تعريف  13.3.2
1اگــــر -1 2{ , , , }nX x x x= باشــــد، آنگــــاه   Gاي متنــــاهي از گــــروهزيرمجموعــــه "

1, , nH X x x= < > = <  . ناميممي Gمتناهي مولد زيرگروهرا  "<
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}اگر -2 }X x=آنگاه ،H x=<  .ناميممي xبا مولد دوري زيرگروهرا  <

,1اگر  -3 , nG x x= < Gو اگـر  متناهي مولـد  گروهيرا  G، آنگاه"< x= < آن را ، <
  .ناميممي xبا مولد  گروهي دوري

  بحث در كلاس  14.3.2

توجـه   .به تفصيل مطالعـه خـواهيم كـرد    4.2در بخشها را ، آنهاي دوريگروهبه دليل اهميت  -1
4اين است كـه   4Kو [4هاييك تفاوت ديگر گروهكنيم كه مي 1 3= < > = < دوري  [<

 چرا؟ .چنين نيست 4Kاست، در حالي كه 

 . گروه دوري، آبلي است رنشان دهيد كه ه، 12.3.2يبا استفاده از نتيجه -2

اي كـامپيوتري بنويسـيد بـه طـوري كـه      ، برنامه 10.3.2يو نتيجه 9.3.2يبا استفاده از قضيه -3
X<  .تعيين كند Gرا در گروه دلخواه <

 هاي نمونهديدن با  -4

4 4

4

4

{ },
1 2,3

2 2 2 2,4,16

1 1,2 3 2,3
1 , ( , ) 1

, ,
,{ } ,

{ , } , { , } , { , }

n

e e G G

n n n

k k n
K a b a c
K e a b c e e
e a a e b b e c c

< > = < > =
= < > = < > =
= < > = < − > = < > =
= < > = < − > =
= < > =< > = < >= < > =< >
= < > = < > =
= < > = < > =
≠ < > ≠ < > ≠ < > ≠ < > = < >
= < > = < > = < >

] "
] "
] "
] ]
]

"

   

X: درست است شويم؟هايي در مورد تعريف بالا ميچه نكته متوجه G=    مولـد خـود گـروهG 
ممكن است  آن يا زيرگروه يك گروه ؛دنهاي متفاوت ممكن است مولد يك گروه باشمجموعه ؛است

نيـز  اي متناهي يا حتـي تـك عضـوي    با مجموعهاي نامتناهي توليد شود و در عين حال با مجموعه
)هـاي گـروه  ؛حتي دوري باشدمتناهي مولد يا  توليد شود، يعني ; )+]،2]،( ; )n n+]  دوري

باشد، آن  [nيا  [عضو زيرگروهي از ، 1عدد  ، يعني[nو [هاي دوريمولد گروه اگر ؛هستند
دوري نيست، ولي هر زيرگروه ديگـر آن دوري   4Kبا وجودي كه  ؛زيرگروه برابر با خود گروه است

  ! است
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  3.2 تمرين

  ترين قسمت هر درس هستندمهم هاتمرين

  ي اولدسته

ــه    -1 ــد كـ ــان دهيـ 12نشـ 2,3= < ــپس . [< ــراي   سـ ــه، بـ ــد كـ ــان دهيـ 3nنشـ ≥ ،
2,3n = < >].  

Hنشـان دهيـد كـه، اجتمـاع    . زيرگـروه آن باشـند   Kو Hگـروه و  Gفرض كنيم -2 K∪ 
Hاست اگر و تنها اگـر   Gزيرگروه K⊆  يـاK H⊆.       همچنـين، نتيجـه بگيريـد كـه هـيچ

  .اش نوشتزيرگروه سره وتوان به صورت اجتماع دگروهي را نمي

اگـر  اثبـات آن، نشـان دهيـد كـه      بـا  لـي مشـابه  ، و9.3.2 يقضيه  ي مستقيم ازبدون استفاده -3
X ≠   باشد، آنگاه  Gي گروهزيرمجموعه ∅

1 )الف( 2
1 2{ | , }knn n

k i iX x x x x X n< > = ∈ ∈" ]  
}اگر   )ب( }X x= اي تك عضوي از گروهزيرمجموعهG باشد، آنگاه  

{ | }nx x n< > = ∈]  
  ي دومدسته

Hباشــند بــه طــوري كــه Gهــايي از گــروهزيرگــروه T، وH،K فــرض كنيــد -4 K⊆،
H K K T∩ = HT، و∩ KT= . ثابت كنيد كهH K=.  

Gباشند و  Gهايي آبلي از گروهزيرگروه Bو Aفرض كنيد كه  - 5 AB= . ثابت كنيد كه  

( ) ( ( ))( ( ))Z G A Z G B Z G= ∩ ∩  

Aباشند به طوري كه  Gهايي از گروهزيرگروهA ،B،Cفرض كنيد -6 C⊆ .   ثابـت كنيـد
 كه

( ) ( )AB C A B C∩ = ∩  
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  هاي دوريگروه   4.2

از ايـن رو يـك   . هـا هسـتند  اي ساده و در عين حال بسيار با اهميت از گـروه هاي دوري دستهگروه
ي اعـداد  ي همههمان طور كه اعداد اول سازنده. ايمها اختصاص دادهي آنبخش كامل را به مطالعه

 يسـازنده نيز به تعبيـري   دوريهاي خواهيم ديد كه گروهطبيعي هستند، در دروس بعدي جبر 
-دسـته  بعـد  در بخشبخش،  نبراي طولاني نشدن اي. هستندمتناهي مولد  آبليهاي ي گروههمه

هـاي  ي گـروه در واقع، خواهيم ديد كه همـه . هاي دوري به دست خواهيم آوردبندي كاملي از گروه
) دوري دوري نامتناهي بـا گـروه   ;  دوري عضـوي بـا گـروه    n متنـاهي  دوري و هـر گـروه   [+(

( ; )n n+] ريختي، تنهـا يـك دسـته گـروه دوري نامتنـاهي      بنابراين، تا حد يك !است ريختيك
از ايـن  .  عضوي وجـود دارد  nدسته گروه دوري، تنها يك `∋nداريم و، براي هر عدد طبيعي 

 هـاي ، تنها كـافي اسـت گـروه   متناهي مولد هاي آبليهاي دوري، و لذا گروهي گروه، براي مطالعهرو
)دوري ; )و [+( ; )n n+] جالب است، اين طور نيست؟! را مطالعه كنيم   

، بلكه است  اساسيمفيد و  هاي دوريي گروهآوريم كه نه تنها در مطالعهابتدا مفهوم زير را مي     
-ها، مانند گـروه داستان از اين قرار است كه در برخي از گروه .استها مفيد ي گروهدر بررسي همه

)هاي جمعي  ; )+] ،( ; )+_ ،( ; )+\ ،( ; -را نمـي  ،1، به ويژه عدد ، هيچ عدد ناصفر^+(
 هـاي ضـربي  يـا در گـروه   .به دست آوردرا توان به تعدادي متناهي با خودش جمع كرد و عدد صفر 

( ; )∗ ⋅_ ،( ; )∗ تـوان بـه تعـدادي متنـاهي در خـودش      نمي را  -1و  1، هيچ عدد متفاوت با \⋅
)البته در گروه ضربي ! به دست آوردرا  1ضرب كرد و عدد  ; )∗ )4داريـم   ^⋅ 1) 1− ولـي   ،=

در گـروه همنهشـتي    تـر اينكـه،  ها جالـب از اين! بسياري از اعداد مختلط ديگر اين ويژگي را ندارند
( ; )n n+]  تـوان، بـراي مثـال،  بـه تعـداد      ، هر عضـو را مـيn   2يـاn      بـار، بـا خـودش جمـع

داريـم   4Kهمچنـين، در   اين طـور نيسـت؟  ! به دست آوردرا  0عضو خنثيكرد و) همنهشتي(
2 2 2a b c e= = nSσزنيد تابع دوسـويي  حدس مي. = را چنـد بـار بـا خـودش تركيـب       ∋

  .آيد؟ حال تعريف كلي زير را ببينيدكنيم، تابع هماني به دست مي

aباشد و eهمانيعضو گروهي با  Gفرض كنيم . تعريف 1.4.2 G∈ . ،در اين صورت  

وجـود داشـته باشـد بـه      mاست اگر عدد طبيعي متناهي) Gدر( a يرتبهمگوييم كه مي -1
maطوري كه  e= .  

naبا ويژگي nترين عدد طبيعي كوچك -2 e=  يرتبهمراa )درG (نويسـيم  ناميم و ميمي
( )GO a يا ،( )O a اگر امكان اشتباه نباشد .  
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maبا ويژگي mاگر عدد طبيعي -3 e= يمرتبـه  گوييم كـه وجود نداشته باشد، مي a ) در
G (نويسيم، و مياست نامتناهي( )GO a = ∞.  

  بحث در كلاس  2.4.2

naعبارت كنيم كه در نمادگذاري جمعي، يادآوري مي -1 e= 0بهna شود، كـه  تبديل مي =
naدر آن  a a a= + + )، Gدر هر گروه ."+ ) 1O e = . 

بـراي  . متفاوت باشـد آن در هر گروه  يرتبهمو باشد يك عضو ممكن است متعلق به چند گروه  -2
مثال، 

4
(1) 4O در حالي كه  [=

7
(1) 7O O(1)و  [= = هـايي ديگـر،   به عنوان نمونه. [∞

4
(2) 2O در حالي كه  ،[=

16
(2) 8O =]. 

)كه دنشان دهي -3 )GO a = از : راهنمـايي ! باشـند متمايز  aهايي تواناگر و تنها اگر همه ∞
rبراي دو عـدد صـحيح    اگر )الف(كه  لب استفاده كنيدااين مط s>  داشـته باشـيم ،r sa a= ،
G، rهـا در گـروه  ، بـه دليـل وجـود وارون   آنگاه sa e− rكـه در آن   = s− اگـر   )ب(، و `∋

ma e=  2آنگاهm ma e a= =.   

  !  متناهي استيقيناً ي هر عضو در گروهي متناهي، رتبهمنشان دهيد كه ، 3با استفاده از بند -4

اگر كنيم كه، توجه ميتواند متناهي باشد؟ در گروهي نامتناهي مينا هماني ي عضوي رتبهمآيا  -5
)چه در گروه جمعي اعداد مختلط  ; گـروه  ي هر عضو ناصفر نامتناهي اسـت، ولـي در   رتبهم ^+(

)و نامتناهي ضربي ; )∗ )داريم  ^⋅ ) ( 1) 4O i O= − =.  

)، 4Kدر گروه  -6 ) ( ) ( ) 2O a O b O c= = =. 

,2) نامتناهي در گروه خطي عام -7 )GL \ ،
1 0

2
0 1

O
⎛ ⎞−⎡ ⎤

=⎜ ⎟⎢ ⎥−⎣ ⎦⎝ ⎠
  )چرا؟( 

بخشـپذيري، الگـوريتم تقسـيم، و از ايـن     (هاي دوري، حساب اعداد طبيعـي  گروهي در مطالعه -8
تـر  رتبـه را اغلـب سـاده   مي ي زير كار محاسبهقضيه. نقش مهمي دارد) ، كه در مقدمه آورديمقبيل
 .كندمي

aعضو  يرتبهمفرض كنيم كه   .لم  3.4.2 G∈ در اين صورت . متناهي باشد( )O a n=  اگر
  :و تنها اگر دو شرط زير برقرار باشند

1- na e=؛  
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m ،maاگر براي عدد طبيعي -2 e=  آنگاه|n m) .تنها شرط  رتبهم در حالي كه در تعريف
n m≤ آمده است(.  

) آنگاه د،نبرقرار باش )ب(و  )الف(روشن است كه اگر شرايط  .اثبات )O a n= . ،برعكس
) فرض كنيم )O a n= . روشن است كهna e= . حال فرض كنيمma e= . اثبات براي
n|بخشپذيري m ،نويسيم بنابر الگوريتم تقسيم، مي  

, 0 ( )m nq r r n= + ≤ < ∗  

  )به فن اثبات توجه كنيد( حال داريم

( )m nq r nq r n q r

q r r

e a a a a a a
e a a

+= = = =

= =
  

rچون ، بنابراين n<، 0بايدr m در نتيجه و) چرا؟( = nq=كه حكم قضيه را اثبات مي ،-
  .كند

  .آوريممينيز هاي زير را حكمهاي دوري، ي گروهرتبه در مطالعهمقبل از به كار بردن مفهوم     

  .برقرار هستند Gگروهبراي عضوهاي  زير هايحكم . لم  4.4.2

1- ( ) ( ) ( ) ( )m mO a O b m a e b e= ⇔ ∀ ∈ = ⇔ =`.  

2-1( ) ( )O a O a−=.  

3- 1( ) ( )O a O xax−=.  

4- ( ) ( )O ab O ba=.  

)اگر  - 5 )O a n=  و|k nآنگاه ،( ) /kO a n k=.  

)فرض كنيم  -6 )O a n=  و( , )d m n= . ،در اين صورت 

( )( )
( , )

m O a nO a
m n d

= =  

اين  1 بندو  3.4.2 لمتوانيد، با استفاده از بقيه را به آساني مي. كنيمرا اثبات مي 6 حكم  .اثبات
  . ، اثبات كنيدلم
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 ــ -6 ــا ب ــم   هبن ــرض، داري 1mف dm=  1وn dn=  ــه در آن 1ك 1( , ) 1m n ــات . = ــراي اثب ب
( ) /mO a n d=كنيم كه، توجه مي 

1

1 1 1( ) ( )
dm nn mn

m n m mm nd d da a a a a e e= = = = = =  

)حال، اگر  )m la e= آنگاه ،|n ml 1، يعني 1|dn dm l  ،1و در نتيجه 1|n m l . ولي
1 1( , ) 1n m )1كند كهايجاب مي = / ) |n d n l=  و حكم اثبات شده است.  

 كنـيم كـه   ابتـدا يـادآوري مـي   . كنـيم هاي دوري را بررسـي مـي  هاي گروهحال برخي از ويژگي     
{ | }na a n< > = }و در نمادگذاري جمعي، [∋ | }a na n< > = و  ي زيـر قضـيه  .[∋

|كنيم كه يادآوري مي. بسيار با اهميت استاثبات آن  |G  ي گروهمرتبهعدد اصلي ياG  اسـت. 
  .گروه نيز به كار برديم هايرا براي تعداد عضو مرتبهي كند كه چرا واژهي زير توجيه ميقضيه

ي گـروه دوري  در ايـن صـورت، مرتبـه   . باشـد  Gعضـو گـروه   aفـرض كنـيم    . قضيه  5.4.2
a< )يعني،. ي هر مولد آن استرتبهمبرابر با  < ) | |O a a= < >.  

)كنيم كه ابتدا فرض مي اثبات  )O a n= < عضـوهاي  كنـيم كـه   ادعـا مـي  . متناهي باشـد  ∞
2 1{ , , , , }ne a a a 2متمايز هستند و  "− 1{ , , , , }na e a a a −< > = روشـن اسـت كـه    . "

2 1{ , , , , }ne a a a a− ⊆ < mxبرعكس، فرض كنـيم  . "< a a= ∈< بنـابر الگـوريتم   . <
  تقسيم، داريم

0m nq r r n= + ≤ <  

mيبــا محاســبه  حــال، nq ra a mنشــان دهيــد كــه  ، =+ ra a=    و نتيجــه بگيريــد كــه
2 1{ , , , , }m nx a e a a a −= ∈ براي كامل كردن اثبـات، بايـد نشـان دهـيم كـه عضـوهاي       . "
2 1{ , , , , }ne a a a   داريم. متمايز هستند "−

( ,0 , 1)r s r sa a r s r s n a e−= > ≤ < − ⇒ =  

) با كه متناقض )O a n= 0زيرا ، است r s n< − اين مطلب حكـم را در حالـت متنـاهي    . >
  چطور؟ .كندرتبه اثبات ميمبودن 

)حال فرض كنيد       )O a =   هاي ي عضوكافي است نشان دهيد كه همه. ∞

2, , , , ,ke a a a" "  
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  ). را نيز ببينيد 2.4.2بحث  3بند . ايدفن كار را آموخته(متمايز هستند 

دوري است اگر و  Gدر اين صورت،. عضو باشد nداراي  Gفرض كنيم گروه  .نتيجه  6.4.2
aتنها اگر داراي عضوي چون G∈  يرتبهمباn باشد.  

  .ي بالا توجه كنيدقضيهاثبات ي به كافي است با دقت بيشتر  .اثبات

آيند كه بسيار بـه  به دست مي  5.4.2هاي لاگرانژ و هاي جالبي بلاواسطه از تلفيق قضيهنتيجه     
  .كار خواهيم برد

شـمارد، يعنـي   را مـي  Gي گروهمرتبه Gاز گروه متناهي aي هر عضومرتبه . نتيجه  7.4.2
.  

  عضو باشد، آنگاه  گروهي با اگر  . نتيجه  8.4.2

  

  . مولد آن استي عددي اول، دوري است و هر عضوهر گروه از مرتبه . نتيجه  9.4.2

  بحث در كلاس  10.4.2
  .دوري نيست 4Kگروه  يك بار ديگر نشان دهيد كه  ،6.4.2يبا استفاده از نتيجه -1

1 كنــيم كــه چــونتوجــه مــي -2 1= < > = < − ــراي هــر عــدد و [<  ،nصــحيح ديگــر ب
n≠ < هاي دوري متناهي ممكن است ولي گروه. گروه دوري تنها داراي دو مولد است، اين [<

، را [5، و[6،[4هـاي دوري  هـاي گـروه  ي مولدهمه. يك، دو يا بيش از دو  مولد داشته باشند
  .بيابيد

 هاي جبري را مطرح كرديم كه ممكن است نسبت بـه هاي دستگاهدسته ،1از فصل  9در بخش  -3
-ي گـروه همهي دسته Kاگر. ، و خارج قسمت بسته باشنداعمالي چون زيردستگاه، حاصل ضرب

لي نسبت بـه  نسبت به زيرگروه و خارج قسمت بسته است و Kهاي دوري باشد، خواهيم ديد كه
اي در ، چـه نتيجـه  9.1ي بيرخـوف، در بخـش   مطلب آخر و قضـيه اين از  !ضرب بسته نيستحاصل

زير را يكي دو بار بسيار مهم ي قضيه روش اثباتآيد؟ هاي دوري به دست ميگروه يدستهي باره
  .  ديگر به كار خواهيم برد

   .استزيرگروه هر گروه دوري، گروهي دوري  . قضيه  11.4.2

( ) | | |GO a G

Gn

( ) na G a e∀ ∈ =

a e≠
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Gفـــرض كنـــيم   . اثبـــات a= < حالـــت . زيرگـــروه آن باشـــد Hگروهـــي دوري و <
{ }H e e= = < ــيم . روشــن اســت < ــرض كن }ف }H e≠  وh e≠ درH چــون . باشــد

h H G a∈ ⊆ = < kh، پس< a= كه در آنk 1از طرفـي، . [∋∗ kh a H− −= و   ∋
  ي در نتيجه مجموعه

{ | }mS m a H= ∈ ∈ ⊆` `  

عـدد   ترينكوچكداراي  Sي، مجموعه`در ترتيبياصل خوشبنابر حال،  چرا؟ .ناتهي است
nHكنيم كه ادعا مي. است nمانندطبيعي  a= < naكه  تروشن اس. < H∈   و در نتيجـه

na H< > nHبراي اثبات  چرا؟. ⊇ a⊆ < hكنـيم مـي ، فـرض  < H∈   دلخـواه باشـد .
mhداريم a=  كه در آنm∈] .داريمحال، بنابر الگوريتم تقسيم،  چرا؟    

(0 )m nq r r n= + ≤ <  

)و در نتيجه )m nq r n q ra a a a+= )بنابراين،. = )r m n qa a a H−= حـال، چـون    چرا؟. ∋
n ترين عدد طبيعي با شرط كوچكna H∈  0و  اسـت r n≤ 0r، بايـد  > در نتيجـه،  . =

m nq= و( )m n q na a a= ∈< nHكند كه اين مطلب اثبات مي. < a= < >.   

ــه  12.4.2 ــر . نتيج } اگ }H e≠  ــروه دوري ــي از گ Gزيرگروه a= < ــاه   < ــد، آنگ باش
nH a= < naترين عدد طبيعي با ويژگيكوچك n در آن كه، < H∈ است .  

  . ي بالا توجه كنيدكافي است به اثبات قضيه . اثبات

)هايي زيرگروهقول داديم كه همه  9.2.2بحث   6در بند       ; . را مشخص خـواهيم كـرد   [+(
     .مهم زير در اين باره است ينتيجه

     نتيجه  13.4.2

)هر زير گروه -1 ; }دوري و به صورت [+( | }H n nk k= = ∈] است، كه در آن  [
{ }n∈ ∪` D .  

)ي ترتيبي در رابطه -2 )Sub   :به صورت زير است [

|n m m n⊆ ⇔] ]  

)ي سوپريمم و اينفيمم در مشبكه -3 )Sub  :به صورت زير هستند [
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[ , ]
( , )

m n m n m n
m n m n

∧ = ∩ =
∨ =

] ] ] ] ]
] ] ]  

]كه در آن،  , ]m n ترين مضرب مشترككوچكm وn و( , )m n ها عليه آنترين مقسومبزرگ
  . است

H{0}كه اگـر  مكنيميدر ضمن، توجه . شودنتيجه مي 11.4.2يبلاواسطه از قضيه . اثبات ≠ 
Hبه طوري كه است Hترين عدد طبيعي متعلق بهكوچك n آنگاهباشد،  [زيرگروه n= ].  

كنـد  بيـان مـي   را به خاطر بياوريد كه لاگرانژ  11.2.2 مهمي قضيه . بحث در كلاس  14.4.2
|، يعنـي Hيباشـد، آنگـاه مرتبـه    Gزيرگروهي از يك گروه متناهي Hاگر |H ي، مرتبـهG ،

|يعني  |G ي لاگرانژ درست اسـت؟ يعنـي،   عكس قضيه سؤال اين است كه آيا حال،. ماردشمي، را
عضوي داشته باشد؟  mلزوماً بايد زيرگروهي G آيارا بشمارد،  Gگروه متناهي يمرتبه mاگر

مشـخص  هاي ديگـر جبـر   در درسسيلو  يهاو قضيه ،پاسخ به اين سؤال در حالت كلي منفي است
ولـي بـا    . درست استي امرتبهاز چه و  هاگروهاز نوع ي لاگرانژ براي كدام عكس قضيهكه  كنندمي

هـاي  براي گروه ي زيرتوانيم در قضيهرا ميبالا  پاسخ سؤاليم، اهاطلاعاتي كه تاكنون به دست آورد
  . اثبات كنيم دوري متناهي

Gفرض كنيم  . قضيه  15.4.2 a= <   در اين صورت،. عضو باشد nگروهي دوري با  <

m|عضوي دارد اگر و تنها اگر  mزيرگروهي m،Gبراي هر عدد طبيعي  -1 n.  

m|اگر -2 nاهگ، آنG  زيرگروهي منحصر به فرد باm عضو دارد.  

3- r sa a< > = < )اگر و تنها اگر  < , ) ( , )r n s n=.  

  اثبات

m| فرض كنيم -1 n . در اين صورت/n mH a= < مراحـل  ( زير گروه مورد نظر است، زيرا <
  :)را توضيح دهيداثبات 

/| | ( )
( / , ) /

n m n nH O a m
n m n n m

= = = =  

H، اگر برعكس      G≤  و| |H m=داريمي لاگرانژ، بنابر قضيه، آنگاه ، |m n . چونيا
H  ،دوري است و، براي مثالkH a= <   )را توضيح دهيداثبات مراحل ( در اين صورت. <
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| | ( ) ( , ) |
( , )

k nm H O a n m k n m n
k n

= = = ⇒ = ⋅ ⇒  

m| فرض كنيم -2 n . 1با توجه به اثبات بند ،/n mH a= < حال اگر . است mياز مرتبه <
kK a= <  :)را توضيح دهيدزير مراحل (باشد، آنگاه  mينيز از مرتبه <

/

( ) |
( / )

k km

k n m

O a m a e n km
km nl k l n m
a a H
K H

= ⇒ = ⇒
⇒ = ⇒ =

⇒ ∈< > =
⇒ ⊆

 

|چون  | | |H K=  نتيجه بگيريد كهاستمتناهي ،H K=.  

  :مراحل اثبات زير را توضيح دهيد -3

| | | |
( ) ( )

( , ) ( , )
( , ) ( , )

r s r s

r s

a a a a
O a O a

n n
r n s n
r n s n

< > = < >⇔ < > = < >

⇔ =

⇔ =

⇔ =

  

  بحث در كلاس  16.4.2

 2بنـد  يكتايي بيان شده در نيز برقرار است، ولي  متناهي هاي آبليبراي گروه ي بالاقضيه 1بند  -1
 . داراي سه زيرگروه دو عضوي است 4K گروه آبلي ولي غير دوري براي مثال. ستيچنين ن

عضـوي دقيقـاً برابـر بـا      nهاي يك گـروه دوري كنند كه تعداد زيرگروهبيان مي 2و  1بندهاي  -2
)، يعنيnهاي عليهتعداد مقسوم )d n ،تعداد 3برابر با  [4هاي براي مثال، تعداد زيرگروه. است ،

 .است 6برابر با  [12هاي ، و تعداد زيرگروه2با برابر ) [pيا ( [5هاي زيرگروه

)دوري هايبراي گروه 13.4.2ي آيا همتاي نتيجه -3 ; )n n+]  ،آيا مـي نيز برقرار است؟ يعني-
ي زيـر  نتيجـه  بحث بعد از  را دقيقاً مشخص كنيم؟ [nهاي هر گروه دوري ي زيرگروهتوانيم همه

 .استپاسخ مثبت به اين سؤال 
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ــه  17.4.2 ــه   . نتيجـ ــيم كـ ــرض كنـ Gفـ a= < ــه  < ــي دوري از مرتبـ ، و nيگروهـ

1 2{ , , , }tk k k" هاي عليهي مقسوممجموعهn در اين صورت، . باشد  

1- 1 2( ) { , , , }tkk kSub G a a a= < > < > <  Gهايزيرگروه يهمه يمجموعه "<
  .است

)ي ترتيبي در رابطه -2 )Sub G به صورت زير است:  

|ji kk
j ia a k k< > ⊆ < > ⇔  

)ي سوپريمم و اينفيمم در مشبكه -2 )Sub G به صورت زير هستند: 
  

[ , ]

( , )

j ji i

ji

k kk k i j

kk i j

a a a a a

a a a

< > ∧< > = < > ∩< > = < >

< > ∨< > = < >
  

   .ببريد رها و فنون بالا را به كاقضيه  .اثبات

ي تـوانيم همـه  مـي  نتيجـه چطور با استفاده از اين كه حال ببينيم   .بحث در كلاس  18.4.2
  . نويسيممي [nرا براي نتيجهصورت  1بند ابتدا . را بيابيم [nهاي زيرگروه

1aروشن است كه  -1 1aبا قرار دادن. است [nگروههاي يكي از مولد = ، نتيجـه  1در بند  =
  داريم

1 2( ) { , , , }tSub G k k k= < > < > < >"  

 [12هاي ، پس زيرگروه12، و 6، 4، 3، 2، 1اند از عبارت 12هاي عليهبراي مثال، چون مقسوم -2
  اند ازعبارت

121 , 2 { , 2, 4,6,8,10}
3 { ,3,6,9}, 4 { , 4,8}
6 { ,6}, 12 { }

< > = < > =
< > = < > =
< > = < > = = < >

] D
D D
D D D

  

)12ي ، نمودار مشبكهنتيجه 3و  2با توجه با بندهاي  -3 )Sub   :به صورت زير است [
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12

2 3

4 6

{ }

< > < >

< > < >

]

D

  

به  به دست آورد،   15.4.2و  5.4.2ي هاقضيه توان از ميي جالب ديگري كه نتيجه     
  .صورت زير است

Gاگر  . نتيجه  19.4.2 a= < | با گروهي دوري < |G n= مولد با  و عضوa   ،باشـد
كــه در آن  هســتند) raيــا در نمــاد جمعــي( raهــاي ديگــر آن بــه صــورت آنگــاه مولــد

r n< <D  و( , ) 1r n ــد  . = ــداد مولــ ــس، تعــ ــايپــ ــر Gهــ ــت برابــ ــا  اســ بــ
( ) |{0 | ( , ) 1}|n r n r nϕ = < <  تـابع فـي اويلـر   ، با همين تعريـف،  ϕ در آن كه( =

  .)شودناميده مي

  :)مراحل زير را توضيح دهيد(اين نيز روشن است   .اثبات

| |

( , )
( , ) 1

r rG a a n
n n

r n
r n

= < >⇔< > =

⇔ =

⇔ =

  

كنـيم  ، مجدداً توجه مـي [nي بالا در مورد براي استفاده از نتيجه . بحث در كلاس  20.4.2
1aكه  ، ابتدا توجه [12هاي گروهي مولد، براي پيدا كردن همهاز اين رو. است [nيك مولد =
)كنيم كه مي ,12) 1r 1,5,7,11rاگر و تنها اگر  = 1aحال با قرار دادن. = و اين اعـداد   =

ra عبارت در همتاي جمعي aa a= raيعنـي ، " a a a= + + هـاي  مولـد  ي، همـه "+
1: عبارت هستند از [12 1,5,7,11r =.  

. آوريـم مـي  تـري باشـد، مثـال نابـديهي   شايد اين مثال بديهي چندان روش كار را نشان نـداده       
2زيرگروه {0,2,4,6,..., 28}H = < > 30 گروه از  = { ,1, 2, , 29}=] D را در نظر  "

2aدر آن  كه گيريممي |ابتـدا بايـد   . = |H  البتـه روشـن اسـت كـه در ايـن مثـال        . را بيـابيم
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| | 15H -ي گروهبارهبا توجه به مطالبي كه در . خواهيم روش كلي كار را نشان دهيم، ولي مي=
  ، داريم)محاسبات زير را توضيح دهيدهر مرحله از دلايل (دانيم هاي دوري مي

30

30 30| | | 2 | (2) 15
(2,30) 2

H O= < > = = = =]  

)حال  ,15) 1r 1,2,4,7,8,11,13,14rاگر و تنها اگر  = هاي ي مولدو در نتيجه همه =
H 2.اند از عبارت 2,4,8,14,16,22, 26,28r   براي مثال، .=

16 {1.16, 2.16,3.16, ,
{16, 2,18, 4, 20,6, 22,8, 24,10, 26,12, 28,14,0}
H

< > =
=
=

"
  

  

  4.2 تمرين
  !تنها تماشاچي نباشيد

  
  ي اولدسته

  
|نشان دهيد كه . تنها داراي يك مولد است Gفرض كنيد كه گروه دوري -1 | 2G ≤.  
|با  Gثابت كنيد كه هر گروه -2 | 5G |اگر . آبلي است ≥ | 6G  چطور؟ =

 .را بيابيد 81و  60، 17هاي هاي دوري از مرتبههاي گروهتعداد مولد -3
 :هاي دوري زير را بيابيدگروهزيرهاي هر يك از تعداد مولد -4

25Hزيرگروه دوري  )الف(      = <   .[30از گروه  <

25Hزيرگروه دوري  )ب(      a= < Gعضوي  160از گروه دوري  < a= < >.  

1زيرگروه دوري  )پ(    
2

iH +
= <   .^∗از گروه ضربي <

  .باشد 2ي هر عضو آن تواني از گروهي مثال بزنيد كه مرتبه -5

  .باشد pي هر عضو آن تواني از عدد اول گروهي مثال بزنيد كه مرتبه -6

  :هاي زير را نقض كننددهيد كه گزارههايي ارائه مثال -7
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|را بشمارد، آنگاه  nعدد طبيعي Gي هر عضو گروه اگر مرتبه )الف( |G  عددn را مي شمارد .  
  .دوري است Gمتناهي و هر زيرگروه اكيد آن دوري باشد، آنگاه Gاگر گروه  )ب(
  . است nي داراي عضوي از مرتبه Gرا بشمارد، آنگاه Gي گروه متناهيمرتبه nاگر )پ(
2Cباشـد بـه طـوري كـه     Cيشامل زيرمجموعه Gاگر گروه )ت( C= وe C∈  آنگـاه ،C 

2كنيم كه يادآوري مي .است Gزيرگروه { | , }C xy x y C= ∈.  
  .نيز متناهي است Gمتناهي باشد، آنگاه  Gاگر هر زيرگروه اكيد از گروه  )ث(

فرض كنيد  -8
1

|
0 1

n
G n

⎧ ⎫⎡ ⎤
= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩ ⎭
بـا عمـل ضـرب     Gينشـان دهيـد كـه مجموعـه    . [

ي داراي عضـوي ناهمـاني از مرتبـه    Gهمچنـين، نشـان دهيـد كـه    . گروهي آبلي است هاماتريس
  .متناهي نيست

)باشد كه در آن  pqي از مرتبه Gفرض كنيد گروه آبلي -9 , ) 1p q ثابت كنيـد كـه اگـر   . =
G  داراي عضوهايa وbهاي، به ترتيب از مرتبهp وqباشد آنگاه ،G دوري است  .  

  ي دومدسته

 .ي هر عضو آن متناهي باشدبزنيد كه مرتبهگروهي نامتناهي مثال  - 10

)باشد كه  Gتنها عضو گروه aفرض كنيد كه   -11 )O a n= . نشان دهيد كه( )a Z G∈  .  

)عددي طبيعي باشد به طوري كـه   mو nيگروهي از مرتبه Gفرض كنيد -12 , ) 1m n = .
gثابت كنيد كه براي هر  G∈عضوي مانند ،Gx∈  وجود دارد به طوري كهmg x=.  

  . گروه است Gدفرض كني -13

aنشان دهيد كه اگر  )الف( G∈ و( )O a mn= كه در آن ،( , ) 1m n ، آنگاه عضوهاي =
,b c G∈  وجود دارند به طوري كه( )O b m= ،( )O c n= و ،a bc cb= =.  

)1با را  )الف(تعميم بند  )ب( ) kO a m m=   . اثبات كنيدآن را بيان و  "

)عددي طبيعي باشد به طوري كه  mو nيگروهي از مرتبه Gفرض كنيد - 14 , ) 1m n = .
  در اين صورت،

a,ثابت كنيد كه براي هر  )الف( b G∈اگر ،  m ma b= آنگاهa b=.   

)ي مثالي نقض، نشان دهيد كه فرض هبا ارائ )ب( , ) 1m n   .ضروري است )الف(در بند  =
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aثابت كنيد كه براي هر . ي فرد باشدگروهي از مرتبه Gفرض كنيد كه - 15 G∈ي ، معادله
2x a= دقيقاً داراي يك جواب درG است.  

نشان دهيد كه. باشد nو mهايهايي از مرتبهوداراي عض Gفرض كنيد كه گروه آبلي   -16
G ي داراي عضوي از مرتبه[ , ]m n است.  

ــد -17 ــي و  Gفــرض كني ــروه دوري H،Kگروهــي آبل ــه   Gدو زيرگ ــه طــوري ك باشــند ب
| |H m= و| |K n= .،در اين صورت  

)نشان دهيد كه اگر  )الف( , ) 1m n   .عضو دارد mnزيرگروهي دوري با  G، آنگاه =

)را بدون شرط )الف(همتاي حكم  )ب( , ) 1m n   .بيان و آن را اثبات كنيد =

x,گـروه باشـد،    Gفرض كنيـد   -18 y G∈  وxy yx= .     نشـان دهيـد كـه اگـر( )O x و
( )O y  متناهي باشند، آنگاه( )O xy عدد( ) ( )O x O y شماردرا مي.   

ــد  -19 ــرض كنيـ ــد،  Gفـ ــروه باشـ x,گـ y G∈ وxy yx=.   ــر ــه اگـ ــد كـ ــان دهيـ نشـ
( ( ), ( )) 1O x O y )آنگاه  = ) ( ) ( )O xy O x O y=.  

}فرض كنيد كه -20 }e وG هاي گروهتنها زيرگروهG نشـان دهيـد كـه   . باشند{ }G e=   يـا
G ي عددي اول استگروهي دوري از مرتبه.  

  .متناهي است Gمتناهي باشد، آنگاه Gگروه هاينشان دهيد كه اگر تعداد زيرگروه  -21

Gفرض كنيد كه گروه دوري  -22 a= < براي هر عدد  نشان دهيد كه. عضو است nداراي  <
mxمعادله ي  ،mطبيعي  e= درG  دارايm  جواب است اگر و تنها اگر|m n. 

، تعـداد   nطبيعـي  گروهي آبلي و متناهي باشد به طوري كه براي هـر عـدد   Gدفرض كني -23
exnيجواب هاي معادله   .دوري است Gثابت كنيد كه. است nحداكثر برابر با  =

)2ثابت كنيد كه . باشد 5برابر با  Gدر گروه  aي فرض كنيد مرتبه -24 ) ( )G GC a C a=.   
ي ي متشكل از عضـو همـاني و همـه   آيا مجموعه. گروهي متناهي و آبلي است Gفرض كنيد -25

  دهد؟تشكيل مي Gي نامتناهي هستند يك زيرگروه ازكه از مرتبه Gعضوهاي گروه
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  هاريختي گروههمريختي و يك  5.2    

هـا  هاي جامع آنمعرفي و ويژگي 5.1هاي جامع جبري را در بخش ريختي دستگاههمريختي و يك
هاي جبري توابعي هستند كـه  بين دستگاه هاهمريختيدر حالت كلي، ديديم كه، . را بررسي كرديم

  .داريمها تعريف زير را براي مورد خاص گروهاين رو،  زا. كنندها را حفظ ميعمل

نيم كه كفرض  . تعريف  1.5.2
11( ; )GG و ∗

22( ; )GG در ايـن صـورت، تـابع    . گروه باشند ∗

1 2:G Gϕ x,1براي هر  همريختي گروهي است اگر حافظ عمل باشد، يعني → y G∈،  

1 2
( ) ( ) ( )G Gx y x yϕ ϕ ϕ∗ = ∗  

پوشا همريختي ، تكريختييك به يك را همريختي ، ريختيدرونرا  Gبه Gهمريختي از گروه
  . ناميممي ريختيخوددوسويي را همريختي ، و بروريختيرا 

  بحث در كلاس  2.5.2

ي زيـر  كنيم و  بـه صـورت سـاده   ها را در عبارت بالا حذف مي∗مطابق قراردادهايمان، معمولاً  -1
  :آيدنويسيم و اشتباهي نيز پيش نميمي

( ) ( ) ( )xy x yϕ ϕ ϕ=  

كـه در آن گـروه را بـه صـورت دسـتگاه       ،در نظر بگيـريم را  3.1.2گروه  فرض كنيم كه تعريف -2
)1جبري  ; , , )G e−∗ τ(2,1,0)از نوع  ⋅  1.5.2تعريـف  كنـيم كـه   توجه مي .كندمعرفي مي =

-حال اين سؤال مطـرح مـي  . كندبيان مي ϕرا شرط همريختي بودن  ∗صرفاً حفظ عمل دوتايي
-قرار ندادهها همريختي بودن بين گروهشود كه چرا حفظ دو عمل ديگر يكاني و صفرتايي را شرط 

آنقـدر  بـه كمـك هـم     )3گ( –) 1گ(هـاي  اتحـاد : پاسخ به اين سؤال اسـت  5.5.1ي قضيه  ايم؟
1 همريختي كه هستندتوانمند  2:G Gϕ نيـز  هـا  به خودي خود حافظ عضو همـاني و وارون  →

1يعني،  !شودمي 2( )e eϕ 1و = 1( ) ( )x xϕ ϕ− ي آن را يـك بـار ديگـر ارايـه     اثبات سـاده ( =−
مثبـت،  (عددي صحيح  kكه در آن ، kxتوانيد نشان دهيد كه براي هر تواناز اين رو، مي .)دهيد

)داريم  است،) صفر، يا منفي ) ( )k kx xϕ ϕ= .اين مطلب را بسيار به كار خواهيم برد. 

هاي جبـري،  ي دستگاهكنيم كه براي همهو اثبات جالب آن را يادآوري مي 11.5.1ي مهم قضيه -3
1) ريختـي يكيعني ( دوسوييبراي هر همريختي كند كه ميها، بيان به ويژه گروه 2:G Gϕ →، 

1آنوارون  تابع
2 1:G Gϕ− ولي جالب آن را يـك بـار    اثبات ساده( .يك همريختي استنيز  →

  .) ه دهيدئديگر ارا
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1اگر تابع دوسوييروشن است كه  -4 2:G Gϕ را به جـدول   1Gها، جدول كيلي بين گروه →

گـواه بـر    ايـن مطلـب  . ريختـي اسـت  يك و در نتيجهحافظ عمل،  ϕتبديل كند، آنگاه  2Gكيلي
  .است 12.3.1بحث  2بند درستي 

 
در زير چند مثال مربوط . ديديم 5.1هاي جامع جبري را در بخش هاي همريختي دستگاهمثال -5

خـواهيم   ،جديـد  ييهـا آموزش نكتـه  در حينهاي بسياري را به مرور و مثال. آوريمها را ميبه گروه
  .آورد

1توانيد نشان دهيد كـه تـابع ثابـت   به آساني مي )الف( 2:G Gϕ هـا بـا تعريـف    بـين گـروه    →
2( )x eϕ 1x، براي هـر  = G∈  1ولـي هـيچ تـابع ثابـت ديگـر      . ، همريختـي اسـت 2G G→ 

 چرا؟ .همريختي گروهي نيست

)هايي از گروه جمعيخواهيم ببينيم كه چه همريختيمي )ب( ; )به گـروه جمعـي    _+( ; )+] 
ϕ:وجود دارنـد؟ روشـن اسـت كـه تـابع ثابـت صـفر، يعنـي         →_ )بـا تعريـف   [ ) 0xϕ = ،

)زيرا،( همريختي است ) 0 0 0 ( ) ( )x y x yϕ ϕ ϕ+ = = + = هـيچ  كنـيم كـه   ادعا مي. )+
ψ:فرض كنيم !همريختي ديگري وجود ندارد →_ -نشان ميابتدا . يك همريختي باشد [

(1)دهيم كه اگر 0ψ 0ψآنگاه  = (1)رزيرا، اگ. = 0ψ  _در  +عمـل   ψ، آنگاه، چون=
  داريم `∋nكند، براي هر را حفظ مي

1 1 1 10 (1) ( ) ( ) ( ) ( )n
n n n n n

ψ ψ ψ ψ ψ= = = + + = + +" "  

)1و در نتيجه )
n

ψ = D )حال براي هر .)چرا؟,m n∈` ،  

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )m
n n n n n

ψ ψ ψ ψ= + = + + =" " D 

0ψتوانيد نشان دهيد كهحال، به آساني مي = .  

(1)ناصفر باشد، آنگاه  ψبنابراين، اگر همريختي دلخواه        kψ = ≠ D  و در نتيجه، براي هر
  ،`∋nعدد طبيعي

1 1 1(1) ( ) ( ) ( ) ( )nk n
n n n n

ψ ψ ψ ψ ψ= = = + + = ⋅" 
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در نتيجـه، تنهـا   ) چـرا؟ (شمارد، كه تناقض است را مي kعدد طبيعي  nيعني، هر عدد طبيعي 
)همريختي از گروه  ; )به گروه  _+( ; روشـن  ! جالب بـود؟ ! همريختي بديهي صفر اسـت  [+(

)گروه   است كه ; )تواند با گروه نمي _+( ; در درس مبـاني   ريخت باشد، در حالي كهيك [+(
  . است) همتوان(ريخت يك [يمجموعهبا  _يمجموعه علوم رياضي ديديم كه

nهـاي حقيقـي   تابع دترمينـان از گـروه جمعـي مـاتريس    ) پ( n×     بـه گـروه جمعـي( ; )+\ 
n هــايمــاتريس  همريختــي نيســت، زيــرا   n× ،A وB     وجــود دارنــد بــه طــوري كــه 

det( ) det( ) det( )A B A B+ ≠ +.  

) خطي عام تابع دترمينان از گروه ضربي )ت(  , )GL n nهاي حقيقـي  يعني، ماتريس( \ n× 
)به گروه ضربي اعداد حقيقي) پذيروارون ; )∗   چرا؟. ، همريختي است\⋅

را  8.5.1ي و قضـيه  6.5.1 بحـث . اسـت  چگونه هاها بر زيرگروههمريختيحال ببينيم كه تاثير      
  .مرور كنيد

1فرض كنيم  .قضيه  3.5.2 2:G Gϕ   در اين صورت، . همريختي گروهي باشد →

  يعني،. كندها را حفظ ميزيرگروه ϕهمريختي -1

1 2( )H G H Gϕ≤ ⇒ ≤  

1به ويژه، 2( )G Gϕ ≤.   

   يعني،. دهدها را بازتاب ميزيرگروه ϕهمريختي -2

1
2 1( ) ( )K G K K Gϕ ϕ−≤ ⇒ = ≤

H
  

 به ويژه،
2 2 2

1
1 1({ }) ( ) { | ( ) }G G Ge e x G x e Gϕ ϕ ϕ− = = ∈ = ≤

H.  

را  2حكـم  قسـمت اول  از اين رو، . ي معكوس اندكي مشكل دارندمبتديان گاهي با نگاره  .اثبات
-ي شما خوبـان مـي  را به عهده) 2 قسمت دوم حكم اثبات مستقيم به ويژه( ي احكام اثبات و بقيه

)از آنجا كه عضوهاي  ،توجه كنيد كه(. گذاريم )x Hϕ∈   به صـورت( )x hϕ=    هسـتند، كـه
hدر آن  H∈ 1، مبتديان عضوهاي( )x Kϕ−∈     1را نيز به اشـتباه بـه صـورت( )x kϕ−= 

)1بايد از ايـن مطلـب اسـتفاده كننـد كـه      نويسند، در حالي كهمي )x Kϕ−∈     اگـر و تنهـا اگـر
( )x Kϕ ∈ .( 
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)براي اثبات بسته بودن -2 )KϕH 1نسبت به عملG،  كنـيم  فرض مـي, ( )x y Kϕ∈ H  يعنـي ،
( ), ( )x y Kϕ ϕ   پس داريمبسته است،  2Gنسبت به عمل Kهمريختي است و ϕچون . ∋

( ) ( ) ( )xy x y Kϕ ϕ ϕ= )در نتيجه، بنابر تعريـف  . ∋ )KϕH ،( )xy Kϕ∈ H .   بـراي اثبـات

1
( )Ge Kϕ∈ Hكنيم كه ، توجه مي

1 2
( )G Ge e Kϕ = كنيم كـه  ها، فرض ميدر مورد وارون. ∋

( )x Kϕ∈ Hــي )، يعنــ )x Kϕ ــون  . ∋ ــال، چــ 1حــ 1( ) ( )x x Kϕ ϕ− −= ــس∋ ، پــ
1 1( )x Kϕ−   .و حكم اثبات شده است ∋−

. دهـيم هاي دوري را كه قول داده بوديم انجام ميبندي گروهدر قسمت پاياني اين بخش، دسته     
-كـار مـي  آموزيم كه در درس جبرخطي نيز بـه  و بحث پس از آن فنوني مي ي زير در اثبات قضيه

  .نيز ديديم 1از فصل  8اين فنون را در بخش . آيند

  قضيه   4.5.2
1Gفرض كنيم -1 a= < 1گروهي دوري و < 2:G Gϕ در ايـن  . همريختي گروهي باشـد  →

)1صورت،  )Gϕ  با مولدگروهي دوري و نيز( )b aϕ= البته اگـر  . استϕ    پوشـا باشـد، آنگـاه
2G b= <   .نيز دوري است <

1Gفرض كنـيم كـه   -2 a= < 1و  < 2 1 2, : G Gϕ ϕ همريختـي باشـند بـه طـوري كـه      →
1 2( ) ( )a aϕ ϕ=. ،1 در اين صورت 2ϕ ϕ=.  

  اثبات 
ــيم   -1 ــرض كن )1ف ) ( )x Gϕ ϕ∈ ــه در آن 1x، ك G∈ . ــون 1xچ G a∈ = < ــس< ، پ
nx a= كه در آن ،n∈] . چونϕ       همريختي است، و در نتيجـه عمـل دوتـايي گـروه، عضـو

)كنـد، داريـم   هـا را حفـظ مـي   هماني، و وارون ) ( ) ( )n n nx a a bϕ ϕ ϕ= = ، و در نتيجـه  =
1( ) ( )G aϕ ϕ= < >.  

  ):را توضيح دهيد زير مراحل(روشن است  -2

1

1 1 1

2 2 2

( )

( ) ( ) ( ( ))

( ( )) ( ) ( )

k

k k

k k

x G a k x a

x a a

a a x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∈ = < >⇒ ∃ ∈ =

⇒ = =

= = =

]
  

  .هستندي بالا از قضيهنتايج زير حاصل  . بحث در كلاس   5.5.2
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 !هيچ همريختي پوشا از يك گروه دوري به يك گروه غير دوري وجود ندارد -1

G:همريختي -2 Hϕ مولـد گـروه    هـر  ϕهاي دوري پوشا است اگر و تنها اگر بين گروه →
    چطور؟. بنگارد Hرا بر مولدي از گروه دوري Gدوري

G:همريختي) جالب است( -3 Hϕ  ϕهاي دوري پوشا است اگـر و تنهـا اگـر    بين گروه →
  چطور؟ .بنگارد Hرا بر مولدي از گروه دوري Gمولد گروه دوري دست كم يك

|فرض كنيم  -4 | | |G H= . ،پوشـاي  همريختيهر در اين صورت:G Hϕ -بـين گـروه   →
 . است وسوييدهاي دوري 

آن دو  چطـور؟ ! وجـود دارنـد   [بـه گـروه دوري   [تنها دو همريختي پوشـا از گـروه دوري   -5
 .)اين بحث را ببينيد 2و بند  ي بالاقضيه 1بند . (كنيدهمريختي را تعريف مي

  به خودش وجود دارد؟   [nاز ) ريختيو لذا يك(چند همريختي پوشا  -6

اثبات ساده آن  .خوريمي زير كه در ابتداي بخش قول داديم ميقضيهبيان كيك اين بخش را با      
  .گذاريمي شما ميرا به عهده

  قضيه  6.5.2

Gاگرگروه دوري -1 a= < Gنامتناهي باشد، آنگاه  < ≅ ] . 

Gاگرگروه دوري  -2 a= < nGعضو باشد، آنگاه  nمتناهي با  < ≅ ]    .  

) يبا ضابطه تابع. اثبات ) na aϕ   . را نيز ببينيد 5.4.2ي اثبات قضيه .را به كار ببريد =

  بحث در كلاس   7.5.2

 .دوري نيستند ^∗،^،\∗،\هاي نشان دهيد كه گروه -1

}هاي دوري جمعي گروه -2 | }n n Zπ π< > = }و  ضربي ∋ | }n n Zπ با كدام گروه  ∋
  ريخت هستند؟دوري يك

چگونـه نشـان   . بـريم اين بخش را با مطالب مهم زير به پايان مـي   .بحث در كلاس  8.5.2
از گـروه   ϕروشن است كه اگر تـابعي چـون    ريخت هستند يا نيستند؟دهيم كه دو گروه يك
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1G 2به گروهG  داده شده باشد و بخواهيم نشان دهيم كهϕ ريختي است بايد نشـان دهـيم   يك
x,1كه دوسويي و همريختي است؛ يعني، براي هر  y G∈  

( ) ( ) ( )xy x yϕ ϕ ϕ=  

  ! ؟ اين كار اغلب بسيار مشكل است داده نشده باشد چطور آن را پيدا كنيم ϕولي اگر 

هـا  ريختـي بـين گـروه   خواهيم نشان دهـيم كـه يـك   داده شده است و مي ϕتابع فرض كنيم      
. هاي يك به يك، پوشا، يـا همريختـي نيسـت   كافي است ثابت كنيم كه داراي يكي از شرط. نيست

a,1براي مثال، چطور دو عضو متفـاوت  ! گاهي اين كار نيز چندان ساده نيست b G∈    بيـابيم بـه
)طوري كه  ) ( )a bϕ ϕ= 1؟ يا چطور عضوي چونa G∈      بيابيم كه با هـيچ عضـو متعلـق بـه

2G  توسطϕ 1تـر ايـن باشـد كـه دو عضـو     پوشيده نشود؟ شايد از اين هر دو مشكل,a b G∈ 
)بيابيم به طوري كه  ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ≠ !كنيم كه حتي اگر تـابع  مشاهده ميϕ   داده شـده

اغلـب رجـوع بـه    ! ريختي نيستاي نيست كه نشان دهيم اين تابع يكباشد، گاهي كار چندان ساده
-هاي ديگر خواهند آمد، سادهها در اين درس و درسهايي كه در بالا آورديم، يا بعدها و قضيهبحث

را به عضو هماني گروه 1Gگروه عضو هماني  ϕبراي مثال، شايد بايد ابتدا ببينيم كه آيا . تر است
2G ؟ يا نه نگاردمي  

ايـن كـار   . ريخت نيستنديك 2Gو  1Gحال فرض كنيم كه بخواهيم نشان دهيم كه دو گروه      
دو كه هـيچ تـابع دوسـويي بـين     بدانيم اي اگر به گونه! هاي بالا استتر از حالتگاهي بسيار مشكل

1مانند وقتي كه ( اين دو گروه وجود نداردي ي زمينهمجموعه 2| | | |G G≠     بـراي مثـال وقتـي ،
ها يكسان نيست، يـا يكـي شـمارا و ديگـري     متناهي هستند ولي تعداد عضوهاي آن 2Gو 1Gكه 

 ولي اگر توابع دوسويي بين دو گـروه وجـود داشـته باشـند چطـور؟     . مساله حل است) ناشمارا است
ي و هـاي جمع ـ ريخت هستند؟ يا آيـا گـروه  عضوي يك nهاي متناهي ي گروهبراي مثال، آيا همه

بتـوانيم  ، 2.5.2بحـث   )ب(5 ، مانند بنـد گاهي ممكن استريخت هستند؟ يك _و  [شماراي 
، ولـي  )_و [در اين مثال، بين(، اگر چه توابع دوسويي بين دو گروه وجود دارند اثبات كنيم كه

   !باشد همريختيتواند كدام نمي هيچ

-باشيم كه يكي از گروه ويژگي جبريدر اين موارد، يك ابزار ديگر اين است كه به دنبال يك      
هـاي  ها و قضيهها را در بحثهايي از اين نوع ويژگينمونه. ها داشته باشد ولي ديگري فاقد آن است

-هاي ديگـر مـي  هاي ديگر، و در درسبخشهاي زير، مطالب تمرين بالا آورديم و تعدادي را نيز در
 1دوري نيست، بنـابر تمـرين    4Kدوري است ولي گروه كلاين  [4براي مثال، چون گروه . آوريم

يـك يـا چنـد ويژگـي      البته، دو گروه ممكن است در. ريخت باشنديكتوانند زير، اين دو گروه نمي
تـري از  به هر حال، روشن است كه هر چه تعداد بيش. ريخت نباشندگروهي شريك باشند، ولي يك

      . تر هستيمها در دسترس باشند، در اين مورد و موارد ديگر موفقاين نوع ويژگي
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  5.2  تمرين
  ي اولدسته

آبلـي اسـت     1G )الف(نشان دهيد كه . ريخت هستنديك 2Gو 1G فرض كنيد كه دو گروه -1
هر عضـو  )پ( .دوري باشد 2Gدوري است اگر و تنها اگر 1G )ب(. آبلي باشد 2Gاگر و تنها اگر

1G 2وارون خودش است اگر و تنها اگر هر عضوG وارون خودش باشد.  

  .ريخت نيستنديك 6Sو  [6نشان دهيد كه دو گروه  1 تمرين )الف(با استفاده از بند  -2

  .ريخت نيستنديك 4Kو  [4نشان دهيد كه دو گروه  1تمرين  )ب(با استفاده از بند  -3

)ها همريختي روي گروه تحقيق كنيد كه از توابع زير كدام -4 ;   :هستند [+(

2( ) 2 , ( ) 1, ( )f n n g n n h n n= = + =  

 تحت چه شرطبزنيد كه حدس . لزوماً همريختي نيست Gنشان دهيد كه تابع زير روي گروه - 5
  :همريختي است لازم و كافي

1( ) ( )x G f x x−∀ ∈ =  

1 دفرض كني -6 2:G Gϕ  ،نشان دهيد كه. همريختي گروهي باشد →

1xبراي هر )الف(     G∈ اگر ،
1
( )GO x n= < ، آنگاه ∞

2
( ( )) |GO x nϕ . 

يكريختي باشد، آنگاه ϕاگر   )ب(   
1 2
( ) ( ( ))G GO x O xϕ=  .  

nf:، تـابع  nبراي هر عدد صـحيح   -7 →] )ي را بـا ضـابطه   [ )nf x n x= در نظـر   +
}ي نشان دهيد كه مجموعه. بگيريد | }nf n∈]  گروه است و با يك همراه با عمل تركيب توابع
)گروه  ;   .ريخت استيك [+(

  دومي دسته

نشان دهيد كـه بـراي   . دلخواه باشدگروهي  Gفرض كنيد)  است آزادها در كلاس گروه [( -8
gهر G∈  يك همريختي منحصر به فرد چـون:f G→]    (1)بـا ويژگـيf g=    وجـود

  :ببينيدنمودار زير را . دارد
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1 1
{1}

f
G
g

→; ]
  

. تواند آزاد باشـد آيا هيچ گروه متناهي مي .ها آزاد نيستدر كلاس گروه [nنشان دهيد كه گروه  
  .ببينيدنيز  را  9.8.1 بحث

ــيه ( -9 ــيم قض ــه )  4.5.2ي تعم ــد ك ــرض كني G:ف Hϕ ــد و   → ــي باش ــي گروه همريخت
G X= <   دهيد كهنشان . <

) )الف(  ) ( )G Xϕ ϕ= < >.  

1اگــر   )ب(  2, :G Hϕ ϕ xهمريختــي باشــند بــه طــوري كــه بــراي هــر        → X∈ ،
1 2( ) ( )x xϕ ϕ= . 1نشان دهيد كه 2ϕ ϕ=.  

توجـه  (ريختي اسـت  خـود نشان دهيد كه تابع زيـر  . است Gعضوي در گروه aفرض كنيد   -10
1كنيم كه، مي 1 1( )( )axya axa aya− − −=:(  

1

:a G G

x axa

ρ
−

→

6
  

1axنويسيم گاهي مي axa−= .ناميممي خودريختي دروني ها رااين نوع خودريختي.    

)فرض كنيد   -11 )Aut G و( )Inn G   ي هـا و مجموعـه  ي خـودريختي ، بـه ترتيـب، مجموعـه
گـروه   ،همـراه بـا تركيـب توابـع     ،نشان دهيد كه اين دو مجموعه. باشند Gهاي درونيخودريختي
 .  دهندتشكيل مي

G:گروهي متناهي و Gفرض كنيد  -12 Hϕ ثابـت كنيـد كـه    . باشـد  پوشـا  همريختـي  →
 .شماردرا مي Gيمرتبه Hيمرتبه

G:ي عـددي فـرد و  گروهي آبلي از مرتبـه  Gفرض كنيد -13 Gψ ريختـي از  يـك خـود   →
Gidψيعني، ( باشد 2يمرتبه ψ =D( . ثابت كنيد كه هر عضوg G∈ توان به طور يكتـا  را مي

gبه صورت xy=  نوشت، كه در آن( )x xψ )1و = )y yψ −=.  
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,ثابت كنيد كه براي هـر  . گروهي دلخواه باشد Gفرض كنيد -14 ( )a b Inn Gψ ψ كـه در  ، ∋
a,آن  b G∈ ، تساويa bψ ψ=  1برقرار است اگر و تنها اگر ( )ab Z G− ∈.  

)فرض كنيد كه  -15 ; )GG )گروهي دلخواه و  ∗ ; )AA ي ي همهمجموعه. گروهي آبلي است ∗
ــي ــاي از همريخت ــه  Gه ــا  Aب )را ب , )Hom G A  ــي ــان م ــيمنش ــه   . ده ــد ك ــت كني ثاب

( , )Hom G A  همراه با عمل   

( )( ) ( ) ( )Afg x f x g x= ∗  

,براي  ( , )f g Hom G A∈روهي آبلي است و، گ( , )Hom A A≅].  

}2فرض كنيد  -16 | 1}G x x= ∈   همراه با عمل  Gينشان دهيد كه مجموعه. \>

1
x yx y

xy
+

∗ =
+

  

)و با گروه جمعي  ،گروهي آبلي ; f:تـابع  از . (اسـت  ،ريختيك \+( G ي ابطهض ـبـا   \→
1( )
1

xf x Ln
x

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
  ).استفاده كنيد 

2هـاي  ي مـاتريس مجموعه Sفرض كنيد  -17 باشـد بـه طـوري كـه      Xحقيقـي ماننـد    ×2
X I+ كه در آن(پذير است وارونI نشان دهيد كه) ماتريس هماني استS  همراه با عمل  

( , )A B A B AB A B S∗ = + + ∈  

هـاي حقيقـي   ي مـاتريس با گروه ضربي همـه  Sسپس، ثابت كنيد كه گروه. دهدگروه تشكيل مي
2   .ريخت استپذير يكوارون ×2

ــروه    -18 ــه دو گـ ــد كـ ــرض كنيـ ــك Hو Gفـ ــت يـ ــتندريخـ ــه  . هسـ ــد كـ ــت كنيـ ثابـ
( ) ( )Aut G Aut H≅ . چرا؟آيا عكس اين مطلب درست است؟  

ــد -19 ــرض كنيــ ــ G فــ ــت گروهــ ــديهي اســ ــز بــ ــا مركــ ــه  . ي بــ ــد كــ ــت كنيــ ثابــ
( ) ( ( )) { }Aut G GC Inn G id= . نتيجه بگيريد كه( ( )) { }GZ Aut G id=.   
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  هاگروه جايگشت   6.2

توابـع   يهمـه  متشكل از XSيمجموعه ، روشن است كهديديم )چ(4.1.2بحث در همان طور كه 
اين گروه و هـر زيرگـروه آن را   . دهدگروه تشكيل مي ،همراه با عمل تركيب توابع Xدوسويي روي

,1,2}مچنـين، اگـر  ه. ناميديم Xهاي رويجايگشت گروهي از , }X n= را بـا  XS، آنگـاه "
nS  روي  هايگروه جايگشترا  آنو  داديمنشانn يدرجـه  گروه متقارنيـا   شيءn  ناميـديم .

لاگرانـژ،  داناني از جملـه  رياضي. رفتندها حتي قبل از معرفي مفهوم مجرد گروه به كار مياين گروه
هـا را  اي، جايگشتهاي چندجملههاي معادلهتر، گالوا در جستجوي جواباز همه مهمكشي، آبل، و 

ي گـالوا را  نظريه ،مطالبي عميق اين مطالعه .به كمك گرفتند و به نتايج مفيدي دست پيدا كردند
   . طلبدهاي مفصل ديگري را ميبه وجود آورد كه خود كتاب

آرتـور   ،دان انگليسـي رياضـي . ها شدي مجرد گروهها منجر به معرفي و پرورش نظريهاين تلاش     
دهد كه هر ان ميشگذارد و نها را به نمايش ميهاي جايگشتي ديگري از اهميت گروهجنبه ،كيلي

خيلي جالب است، ! ريخت استها يكبا گروهي از جايگشت) متناهي يا نامتناهي( Gروه مجردگ
ي تـاريخي و بـه دليـل    با توجه بـه ايـن سـابقه   . كنيماين قضيه را در اين بخش اثبات مي نيست؟
هـر چنـد    به حق است كه يك بخش  )در تركيبيات ،براي مثال( هاهاي بسيارگروه جايگشتكاربرد
هـا را اثبـات   البته به دليل كمبود وقت، برخـي از قضـيه   .ها اختصاص دهيمي آنرا به مطالعه كوتاه
  . كنيمنمي

  بحث در كلاس  1.6.2

nSσهـر جايگشـت   . بريممحاسبات، نمادگذاري زير را به كار ميكار ابتدا، براي راحتي  -1 را  ∋
  :توانيم با نماد دوخطي زير نشان دهيممي

1 2 3
(1) (2) (3) ( )

n
n

σ
σ σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

  

ρ(1)جايگشت هماني را به طور ساده با    =D پس. دهيمنشان مي   

1 2 3
(1)

1 2 3X

n
id

n
ρ

⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
D

"
"

  

,1,2}هر عضـو  پس دوسويي است،  σكنيم كه، چون هر جايگشت توجه مي , }n"   در سـطر
  .دهديك و تنها يك بار رخ مينيز  σدوم نمايش دوخطي
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1σيبراي محاسبه  -2 هـا  را با هم عوض كنيم و سپس ستون σكافي است ابتدا جاي دو سطر −
 براي مثال،. نوشته شود nتا  1را طوري مرتب كنيم كه سطر اول به صورت متعارف از 

 
11 2 3 4 5 2 4 5 1 3

2 4 5 1 3 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ 

  
,دو جايگشت ) يعني تركيب( ضرب روشن است كه حاصل -3 nSσ δ در نمادگذاري متـداول   ∋

)تركيب توابع به صورت )( ) ( ( ))x xσ δ σ δ=D تابع سمت راسـت   ابتدا، يعني شودتعريف مي
)بر حاصل σو سپس اثر   xبر  δيعني )xδ براي مثال، داريم .كنداثر مي 

 
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 4 5 1 3 3 5 1 2 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
3 5 1 2 4

5 3 2 4 1

5 3 2 4 1

σ δ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟↓ ↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠↓ ↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D

  

ــال،  ــراي مثــــــ ــرا، بــــــ ــم زيــــــ )داريــــــ )(1) ( (1)) (3) 5σ δ σ δ σ= = =D و
( )(2) ( (2)) (5) 3σ δ σ δ σ= = =D. هـا را از  پرانتزكنيم كه در اين نمادگذاري، توجه مي

نمادگـذاري   دانـان اضـي ير از برخـي  .بـريم چـپ بـه كـار مـي    سـمت  پرانتـز  به راست سمت پرانتز 
( ) ( )x xσ δ σ δ=D  ضــربحاصــلبرنــد، كــه در ايـن صــورت در نمادگــذاري  را بـه كــار مــي 

  . رونداز چپ به راست به كار ميتر، ، به ترتيب طبيعيها، پرانتزهاجايگشت

|روشن است كه  -4 | !nS n= . 3شش عضو گروهS عبارت هستند از 

 

1 2

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
, ,

1 2 3 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
, ,

1 3 2 3 2 1 2 1 3

ρ ρ ρ

μ μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

D
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  :به صورت زير است 3Sنشان دهيد كه جدول گروه توانيدبا محاسبه مي

1 2 1 2 3

1 2 1 2 3

1 1 2 3 1 2

2 2 1 2 3 1

1 1 2 3 1 2

2 2 3 1 2 1

3 3 1 2 1 2

ρ ρ ρ μ μ μ
ρ ρ ρ ρ μ μ μ
ρ ρ ρ ρ μ μ μ
ρ ρ ρ ρ μ μ μ
μ μ μ μ ρ ρ ρ
μ μ μ μ ρ ρ ρ
μ μ μ μ ρ ρ ρ

D

D D

D

D

D

D

D

D

  

3nاگر نشان دهيد كه  - 5 nSσبراي هر آنگاه ، ≤ nSδدست كم يك  ∋ وجـود دارد بـه    ∋
σδطوري كه  δσ≠ . 3به عبارت ديگر، نه تنها بـرايn ≥ ،nS     مركـز آن  آبلـي نيسـت، بلكـه

)برابر است بابسيار كوچك و در واقع  ) { }nZ S ρ= D ي زيادي بـا آبلـي بـودن    و در نتيجه فاصله
)آبلي است اگر و تنها اگر Gگروه كنيم كهآوري ميياد. دارد )Z G G=  . 

، عضـوي داشـته باشـد    6، و 3، 2، 1هايي تواند زيرگروهتنها مي 3Sي لاگرانژ،با توجه به قضيه  -6
ي توانيـد مشـبكه  ، و البته با كمـي محاسـبه، مـي   3Sبا مراجعه به جدول كيلي گروه. كه اتفاقاً دارد

 :رت زير به دست آوريدوهاي آن را به صزيرگروه
 

3

1 2 1 1 2{ , , } { , } { , } { , }

{ }

S

ρ ρ ρ ρ μ ρ μ ρ μ

ρ

D D D D

D  
  

نامند؟ مثلث سه ضلع مساوي نيز مييا گروه متقارن ها ها را گروه تقارنچرا گروه جايگشت -7
 :زير را در نظر بگيريد

1

2 3

  

نسـبت بـه   انعكـاس  و سه ) نسبت به مركز مثلث(توان با سه دوران را مي روشن است كه اين مثلث
دوران و ايـن شـش   . بـر خـودش منطبـق كـرد    ) ي اضلاعهاهمان عمود منصف( هازاويه سه نيمساز
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،ρDتوان بـا  سه دوران را ميها، راس 3، 2، 1گذاري با شماره. نامندهاي مثلث ميرا تقارن انعكاس
1ρ،2ρ  1را با  انعكاسو سهμ ،2μ3، وμ تـوان نشـان داد كـه ايـن     همچنـين، مـي  . نشان داد

  .دهندرا تشكيل مي 3S، گروهنسبت به تركيبها، تقارن

تـوان بـا چهـار    كنيم كه مربـع را مـي  توجه مي. كنيمهاي مربع را محاسبه ميگروه تقارنحال  -7
ها و دو انعكـاس نسـبت بـه دو    و دو انعكاس نسبت به دو نيمساز زاويه) نسبت به مركز مربع(دوران 
هـاي  راس 4، 3، 2، 1گذاري مانند مورد مثلث، با شماره. منصف اضلاع بر خودش منطبق كردعمود 

4 تـوان زيرگروهـي  هاي مربـع را مـي  مربع، گروه تقارن 4 2 4 8+ = × در نظـر   4Sاز گـروه  =
  .     گرفت

نسبت بـه   انعكاس nو، دوران n( تقارن است n2ضلعي منتظم داراي  -nهر به طور كلي،      
ايـن  . دهنـد تشكيل مـي  nSتركيب، زيرگروهي از  تحتكه،  )نيمسازهانسبت به  و هاعمود منصف

امين گروه nيا ( 2nيمرتبه گروه دو وجهيو آن را  يمدهنشان مي nDعضوي را با  n2گروه 
  . ناميممي) دو وجهي

 -rيـك يا ، rبه طول جايگشت دوريرا  Xيروي مجموعه σجايگشت  . تعريف  2.6.2
,1ناميم اگر ،  ميدور , rx x X∈" وجود داشته باشند به طوري كه  

1 2 2 3 1 1( ) , ( ) , , ( ) , ( )r r rx x x x x x x xσ σ σ σ−= = = ="  

}1و هر  , , }rx x x∉ ) ،  يعنيبماندثابت  σتحت  " )x xσ =:  

1

2

1 3

2

r

r

r

x

x x

x x

x

−

−

$
$

  

1ي يك خطيمعمولاً جايگشت دوري را به صورت ساده      2( , , , )rx x xσ = -نشان مي "
  روشن است كهبراي مثال،  .دهيم
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1 2 2 3 4 1

3 4 1 2

1 2 1

( , , , ) ( , , , , )
( , , , , )

( , , , , )

r

r r

x x x x x x x
x x x x

x x x x −

=
=
=
=

" "
"

"
"  

  براي مثال،

1 2 3 4 5
(2,4,5) (4,5,2) (5,2,4)

1 4 3 5 2
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  بحث در كلاس  3.6.2

nSσدر نمادگذاري يك خطي جايگشت دورياعدادي كه كنيم كه توجه مي -1 -ظاهر نمي ∋
(1)براي مثال .مانندميثابت  σشوند، تحت  (2) ( )nρ = = = =D   ،5S، و در "

1 2 3 4 5
(1,3,4)

3 2 4 3 5
σ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

دور  -2هـر  .ثابـت هسـتند   5و  2دور است كه در آن  -3يعني يك  3جايگشت دوري به طول يك 
( , )a b  ناميممي ترانهشرا يك.  

2nمشابه نوشتن اعداد طبيعي(مهم بسيار  مطلبي -2 كـه  ، )ضرب اعـداد اول به صورت حاصل ≤
2nكـه بـراي   اسـت  ايـن   ،نشان دهـيم  به مرور در بندهاي زير خواهيممي هـر جايگشـت  ، ≤

nSσ   هر جايگشتابتدا  .ها نوشتضرب ترانهشتوان به صورت حاصلرا مي ∋

1 2
(1) (2) ( )

n
n

σ
σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

  

  . نويسيمها ميضرب دورحاصل به صورتهاي زير مرحلهدر را 

,1)دوري جايگشت )الف( (1), ( (1)), ,1)σ σ σ "1δ   . دهيما تشكيل مير=

  را با شرط xكوچكترين عدد )ب(

{1,2, , } \{1, (1), ( (1)), }x n σ σ σ∈ " "  

)در نظر بگيريد و جايگشت دوري , ( ), ( ( )), )x x xσ σ σ "2δ   .را تشكيل دهيد=
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  را با شرط  yكوچكترين عدد )پ(

{1,2, , } \{1, (1), ( (1)), , , ( ), ( ( )), }y n x x xσ σ σ σ σ σ∈ " " " 

2ي مطلوب به نتيجهي اين روند، با ادامه و در نظر بگيريد 1kσ δ δ δ=   براي مثال، .رسيممي "

  

1 2 3 4 5 6 7 8 . 2 3 . . 6 7 8
(1,5, 4)

5 3 2 1 4 8 7 6 . 3 2 . . 8 7 6

. . . . . 6 7 8
(2,3)(1,5, 4)

. . . . . 8 7 6

. . . . . . 7 .
(6,8)(2,3)(1,5, 4)

. . . . . . 7 .
(7) (6,8)(2,3)(1,5, 4)
(6,8)(2,3)(1,5, 4)

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
=

  

2rدور با  -rهر -3 توانيد بـا  به آساني مي زيرا، . نوشت هارب ترانهشضبه حاصلتوان را مي ≤
 نشان دهيد كه )ضرب از راست به چپ پرانتزها(ها جايگشت ي مستقيم تركيبمحاسبه

1 2 1 1 1 1 2( , , , ) ( , )( , ) ( , )r r rx x x x x x x x x−=" "  
  

,1)براي مثال، 2)(2,1) (5,6)(6,5)ρ = = =D )كلي به طور. " , )( , )a b b aρ =D .  بـه
  داريم 4Sمثالي ديگر، در  عنوان

  
1 2 3 4 1 2 3 4

(1, 2,3) (1,3)(1, 2)
3 2 1 4 2 1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4
(1, 2,3)2 1 3 4

2 3 1 4

2 3 1 4

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = =⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2n،  براي 4و  3هاي با توجه به بند -4 nSσهر جايگشت، ≤ توان به صورت را مي ∋
 براي مثال، .ها نوشتضرب ترانهشحاصل

1 2 3 4 5 6 7 8
(7)(6,8)(2,3)(1,5,4)

5 3 2 1 4 8 7 6
(6,8)(2,3)(1,5,4)
(6,8)(2,3)(1,4)(1,5)

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
=
=

  

,1)همان طور كـه گفتـيم و در مثـال     -5 2)(2,1) (5,6)(6,5)ρ = = =D ديـديم،  نيـز   "
توانيد به روش بـالا  براي مثالي ديگر، مي. ها يكتا نيستضرب ترانهشها به حاصلي جايگشتتجزيه

  ،4Sنشان دهيد كه در

(1,2,3) (1,3)(1,2) (2,1)(2,3) (2,1)(2,3)(1,2)(2,1)= = = ="  

تعـداد   ،كنـيم  هـا تجزيـه  تـرانهش به هر صورتي كه جايگشتي را به ي جالب اين است كه نكته     
از ايـن رو،  . )آوريـم اين مطلـب را نمـي  رسمي اثبات ( است همواره زوج يا همواره فردها ترانهش

  .تعريف زير را داريم

nSσاگر  . تعريف  4.6.2 و  زوجضرب تعدادي زوج ترانهش نوشـته شـود، آن را   به حاصل ∋
  .ناميممي فرددر غير اين صورت 

  بحث در كلاس  5.6.2

1چون  -1 2 1 1 1 1 2( , , , ) ( , )( , ) ( , )r r rx x x x x x x x x−=" دور  - r، روشن است كه هر "
  . باشد فرد rزوج است اگر و تنها اگر

1nجايگشت هماني زوج است، زيـرا اگـر    -2 و اگـر دارد بـه تعـداد صـفر تـرانهش      ρDآنگـاه   =
2n ,1)اه گآن ≤ 2)(2,1)ρ =D.  ،ضرب دو حاصلتوانيد نشان دهيد كه به راحتي مي همچنين

)، وارون هـر تـرانهش  ها فرد باشـد جايگشت،  فرد است اگر و تنها اگر دقيقاً يكي از آن , )a bτ = 
اگـر  زيـرا   .زوج باشـد  σزوج اسـت اگـر و تنهـا اگـر     σبرابر با خودش است، وارون هر جايگشـت 

2 1kσ τ τ τ=   حاصل ضرب تعدادي ترانهش باشد، آنگاه "

1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 2( )k k kσ τ τ τ τ τ τ τ τ τ− − − − −= = =" " "  
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 nSفـرد در  هـاي  ي جايگشـت مجموعـه  nBو  هـاي زوج جايگشـت ي مجموعه nAحال اگر      
ي زيـر را  حـال قضـيه  . اسـت  nSزيرگـروه   nAنيست در حالي كه nSزيرگروه nBباشند، آنگاه 

  .ببينيد

2nبراي  . قضيه  6.6.2 ≥ ،| | | |n nA B=.  

:كافي است تابعي دوسويي چون . اثبات n nA Bϕ 2nچون. تعريف كنيم  → ، ترانهش≤
τ حال. وجود داردϕ كنيمرا به صورت زير تعريف مي:  

: n nA Bϕ
σ στ

→
6

  

  همچنين، . فرد است στزوج است، σكنيم كه، چونتوجه مي

1 2 1 2
1 1

1 2

1 2

( ) ( )ϕ σ ϕ σ σ τ σ τ

σ ττ σ ττ
σ σ

− −

= ⇔ =

⇔ =
⇔ =

  

ي شما را به عهده ϕپوشا بودن و جالب اثبات ساده. خوش تعريف و يك به يك است ϕپس، 
  .گذاريممي

  بحث در كلاس  7.6.2

|1ي بالا، با توجه به قضيه  -1 | !
2nA n=.  

  . ناميممي nيدرجه گروه متناوبرا  nA مهم گروه-2

3روشن است كه -3 0 1 2{ , , }A ρ ρ ρ=.  

-مقدمهولي، در پاراگراف دوم . پردازيمها در اين درس نميهاي جايگشتبيش از اين به ويژگي     
يك شيء رياضي  روشن است كه نمايش. ي كيلي را اثبات كنيمي اين بخش، قول داديم كه  قضيه

 بـراي آن  توانباي را نيز هاي رايانهيا برنامه باشدتر ديگري كه كار كردن با آن سادهرياضي با شيء 
دهد كه مي نمايشا ههر گروه را با گروهي از جايگشت ،ي كيليقضيه. به كار برد، بسيار مفيد است

  .ها بسيار مفيد استدر كاربرد

  .ريخت استها يكبا گروهي از جايگشت G)متناهي يا نامتناهي( هر گروه  قضيه  8.6.2
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، هر عضـو  Gيقيناً از اين قضيه تعجب نخواهيد كرد، زيرا در هر سطر جدول كيلي گروه  .اثبات
حـال  . نيسـت  Gهـاي يعني، هر سطر چيزي جز جايگشتي از عضو .دهديك و تنها يك بار رخ مي

aبراي هر . آوريماي از اثبات را ميخلاصه G∈ چپ، تابع انتقال  

:al G G
x ax
→
6

  

توانيـد  به راحتي ميديديم،  1.2از بخش 15و  14هاي همان طور كه در تمرين. گيريمرا در نظر مي
}اسـت و  ) دوسـويي (جايگشت يك  alهرنشان دهيد كه  | }l aG l a G= همـراه بـا تركيـب    ∋
aو ، عضو هماني اين گروه است،  elكنيم كهتوجه مي. توابع گروه است b abl l l=D .زيرا  

( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a abl l x l l x l bx a bx ab x l x= = = = =D  

1و 
1( )a a

l l −
−   تابع دهيم كه نشان ميحال . =

: l

a

G G
a l

ϕ →
6

  

  :توضيح دهيد ϕاثبات زير را براي يك به يك بودن. است يريختي گروهيك

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

a b a b

a b

a b l l x G l x l x
l e l e ae be a b

ϕ ϕ= ⇒ = ⇒ ∀ ∈ =
⇒ = ⇒ = ⇒ =

  

  :حال اثبات همريختي بودن را توضيح دهيد چطور؟. پوشا بودن روشن است

( ) ( ) ( )ab a bab l l l a bϕ ϕ ϕ= = =D D  

  بحث در كلاس  9.6.2

    راسـت هـاي  با گروه انتقال Gتوان نشان داد كه گروهي كيلي، ميبه روشي مشابه اثبات قضيه -1
{ | }r aG r a G=      را، lGو  rGهـاي گـروه ). جالب اسـت  ،اثبات كنيد. (ريخت استيكنيز  ∋

    آبلـي باشـد،   Gروشن اسـت كـه اگـر   . ناميممي Gگروه چپ و نمايش منظم راستبه ترتيب، 
r lG G=.  

 .ريخت استيك nSبا زيرگروهي از nيهر گروه از مرتبه -2
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     2rانتقال راسـت  تابع  براي مثال،. را بيابيد [4هاي نمايش منظم گروه نه، جايگشتوبراي نم -3
  :دهدانتقال مي 2ي را به اندازه [4هر عضو گروه 

 

2

1 2 3
(2)

2 3 1
rϕ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

D
D  

  
      تعداديتنها  nبراي هر عدد طبيعي، nSهايتعداد زيرگروهمتناهي بودن و  2بند با توجه به  -4

  . عضوي وجود دارند nهايريختي از گروهي يكردهمتناهي 

  

  6.2 تمرين
  شودتر ميرفته رفته تبحر شما بيش

  ي اولدسته

  .دوري نيستضرب دو جايگشت دوري لزوماً با يك مثال نشان دهيد كه حاصل -1

)1دو جايگشــت دوري  -2 , , )rx xσ = )1و  " , , )sy yδ = گــوييم اگــر مــي مجــزارا  "
1 1{ , , } { , , }r sx x y y∩ =∅" ــال، در  . " ــراي مثـ ــزا  (3,4,5)و  6S ،(1,2)بـ مجـ

 . پذير استهاي دوري مجزا تعويضروي جايگشت )ضرب(تركيب عمل  نشان دهيد كه. هستند

,فرض كنيد كه  -3 nSσ δ   نشان دهيد كه. دو جايگشت دوري مجزا باشند ∋

  .برابر با طول آن استي هر جايگشت دوري رتبهم )الف(     

)نشان دهيدكه )ب(      ) [ ( ), ( )]O O Oσδ σ δ=.  

ضرب دورهاي مجزا بنويسيد و سپس، با استفاده از بندهاي به حاصلجايگشت زير را ابتدا  )پ(     
  :بيابيدي آن را ، مرتبه)ب(و  )الف(

1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 1 6 7 5 8 2

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  .را مشخص كنيد 62σو 60σهايجايگشت )ت(    
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  فرض كنيد كه  -4

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
,

5 4 3 2 1 6 5 4 3 2 1 6
σ δ

⎛ ⎛⎞ ⎞
= =⎜ ⎜⎟ ⎟

⎠ ⎠⎝ ⎝
  

σδ،δσ،1σهاي حاصل ضرب     −،1 1σ δ− −،100 61σ δ   .را بيابيد −

ها تجزيه و سـپس زوج  هاي دوري و به ترانهشرا به جايگشت 4تمرين  δو σهايجايگشت -5
  .ها را مشخص كنيديا فرد بودن آن

) ها(هاي زير كدامتعيين كنيد كه از مجموعه. ثابت باشد و فرض كنيد كه -6
  :هستند زيرگروه

  )  ب(       )الف(     

    )ت(        )پ(     

  

  ي دومدسته

  

3ثابت كنيد كه  -7 3 3( ) ( )Aut S Inn S S≅ ≅.  

)1فرض كنيد -8 , , )rk kσ = ثابت كنيد كه براي هـر  . باشد nSدوري در گروه جايگشتي  "

nSδ ∈، 1
1( ( ), , ( ))rk kδ σδ δ δ− = ….  

nHفرض كنيد  -9 S≤ . هاي متعلق به نيمي از جايگشتدقيقاً نشان دهيد كه همه ياH  زوج
  .هستند

3nثابت كنيد كه براي  -10 ضرب دورهاي به طول را مي توان به صورت حاصل nA، هر عضو <
)توجه كنيد كه (. نوشت 3 )( ) ( )( )ab cd cbc cdc=.(   

نيـز يـك دور    2σثابت كنيـد كـه  . ي فرد استيك دور از مرتبهσفرض كنيد كه جايگشت  -11
  .است

د بـه طـوري كـه    نباش ـ 8Sدر گروه متقارن  15ي دو زيرگروه از مرتبه Kو Hفرض كنيد -12
{ }H K e∩ HKنشان دهيد كه . = KH≠.  

Y X⊆y Y∈

XS

{ | ( ) }XA S y yσ σ= ∈ ={ | ( ) }XB S y Yσ σ= ∈ ∈

{ | ( ) }XC S Y Yσ σ= ∈ ⊆{ | ( ) }XD S Y Yσ σ= ∈ =
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2nفرض كنيد كه براي  -13 ثابـت كنيـد كـه    . باشـد  Hداراي زيرگروه نابـديهي  nS، گروه <
{ }nH A e∩ ≠.   

  

  

  هاضرب و همضرب گروه   7.2

هاي جبري داده شـده معرفـي   از دستگاه را هاي جبري جديدچند روش ساختن دستگاه 1در فصل 
هاي متعدد به صورت. ها به يكديگر استمتصل كردن دستگاهاي به گونهها يكي از اين روش. كرديم

 6.1بخـش  ضرب دكارتي است كـه در  ها ساختن حاصليكي از آن ، كهتوان اين كار را انجام دادمي
ها با جزييات بيشـتري مطالعـه   را براي گروهضرب هممفهوم و اين مفهوم  در اين بخش. معرفي شد

  . كنيممي

ي يـك  توان براي كسب اطلاعـات در بـاره  هاي جديد، مفهوم ضرب را ميعلاوه بر ساختن گروه     
هـا بـه   ي جايگشـت ي اعـداد بـه اعـداد اول، يـا تجزيـه     همان طور كـه تجزيـه  . گروه نيز به كار برد

نوشـتن يـك گـروه بـه     دهـد،  ها اطلاعات خوبي به دست ميتر دوري يا ترانهشهاي سادهجايگشت
ي خـود گـروه بـه    اطلاعات مفيـدي در بـاره   ،ترو به تعبيري ساده ،ترهاي كوچكضرب گروهحاصل

  .دهددست مي

  .كنيمها يادآوري ميرا براي گروه 6.1ضرب داده شده در بخش حال تعريف      

1در اين صورت. باشند گروه 2Gو 1Gفرض كنيم   .تعريف و ضيهق  1.7.2 2G G×   همـراه
  ايمولفهبا عمل دوتايي 

1 2 1 2 1 1 2 2( , )( , ) ( , )g g g g g g g g′ ′ ′ ′=  

   .ناميممي 2Gدر 1G) دكارتي( ضربحاصلاين گروه را . دهديك گروه تشكيل مي

    بحث در كلاس  2.7.2
هاي زير به كـار  معمولاً نماد. تعميم تعريف بالا به هر تعداد متناهي و نامتناهي گروه روشن است -1

  :روندمي
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1 2
1

{ : |( ) ( ) }

{( ) | ( ) }

n

i n
i

i i i
i I i I

i i I i i

G G G G

G f I G i I f i G

g i I g G

=

∈ ∈

∈

= × ×

= → ∀ ∈ ∈

≅ ∀ ∈ ∈

∏

∏

"

∪  

ها را، كه ممكـن اسـت بـا هـم متفـاوت      هاي گروهعمل ،الاب 1.7.2كنيم كه در تعريف توجه مي -2
ن طـور  اها را همهاي مشخص، عملالبته در مثال. دهدايم و معمولاً اشتباهي رخ نميباشند، ننوشته
2براي مثال، در . كنيمو اجرا مي نويسيماند ميكه داده شده 3×]   نويسيممي [

  
1 2 1 2 1 2 1 2 3 2

2 3

( , )( , ) ( , )
(1,1)(1,1) (1 1,1 1) (0,2)
g g g g g g g g′ ′ ′ ′= + +

= + + =
 

 
 اي ضرب دكارتي مجموعهتعريف حاصل يكي ،دكارتيدليل استفاده از پسوند  -3

 

1 2 1 2 1 1 2 2{( , ) | , }G G g g g G g G× = ∈ ∈  

1و ديگري اين است كه گروه  2G G×  كنـد صـدق مـي   4.1 .مي ضرب، قضـيه در ويژگي جهاني. 
هـا  iG، زيـرا  برنـد را نيز بـه كـار مـي    خارجييا  ضرب مستقيم برونيحاصلي واژه گاهيالبته 

  .كنيمصحبت ميتر بيشدر اين مورد بعداً . اندخارجي، و نسبت به آن ضرب نيستندزيرگروه حاصل

1ديديم، گروه  23.6.1بحث  3بند همان طور كه در  -4 2G G×   ممكن است برخـي از ويژگـي-
داراي ويژگي  2Gو 1Gگفتيم كه اگر همان بحث در ! را به ارث نبرد 2Gو 1Gهايش هاي مولفه

1آنگـاه   ،دنباش σ) اتحاد(اي معادله 2G G×     بـراي مثـال،    .كنـد نيـز در آن ويژگـي صـدق مـي
1 2G G× بردهايش به ارث ميويژگي آبلي بودن را از مولفه . 

1آيا  -5 2G G×  نشـان دهيـد كـه گـروه    (؟ بـرد هايش به ارث مـي بودن را از مولفه دوريويژگي
2 2×]  . )ديرا به كار ببر  5.4.2ي نيست و قضيه 4ي داراي عضوي با رتبه [

گروه چهار عضوي وجود دارند، يكي بـا  ) دسته(ريختي، تنها دو حد يك كنيم كه، تايادآوري مي -6
2 ،5، با توجه به بند حال كه. 4Kي و ديگري با نماينده [4ي نماينده 2×] دوري نيسـت،   [

جـدول كيلـي گـروه    روشـن اسـت، نيسـت؟   . ريخـت اسـت  بگوييد با كدام گروه چهار عضـوي يـك  
2 2×]   :مقايسه كنيد 4Kو آن را با جدول گروه كلاين را در زير كامل  [
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4 (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) (0,1) ? ? (1,0)
(1,0) (1,0) (1,1) (0,0) ?
(1,1) (1,1) ? (0,1) (0,0)

K e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

+

 

  
، از نسبت بـه ضـرب بسـته نيسـت    هاي دوري گروه يدستهحال كه پرسيم كه، دوباره مي -7

 توان باهاي دوري را نميگروه يدستهدرست است، گيريد؟ اي ميه نتيجهچ رخوفبي 2.9.1ي قضيه
 !ها مشخص كرداز معادله ايمجموعه

در گـروه   1ي چون مرتبـه براي مثال، . هاي دوري، دوري استضرب برخي از گروهالبته حاصل -8
 (1,1)يرتبـه متوانيد نشان دهيد كـه  به آساني مياست،  3برابر با  [3و در گروه  2برابر با  [2

ــروه  2در گ 3×] ــر  [ ــت براب ــا اس 2ب 3| | 6× =] ــيه  [ ــابر قض ــه، بن  ،5.4.2 يو در نتيج
2 3 (1,1)× = < >]  . دوري است [

2شـود كـه   زنيد كه چه عاملي باعث مـي حدس مي -9 3×] 3و [ 4×] د ولـي  ندوري باش ـ [
2 2×] ] ،4 6×] 3، يا [ 6 5× ×] ] -دوري نباشند؟ به احتمال زياد درست حدس زده [

 .حل كنيد 3.4.2 لمي زير را با استفاده از براي اثبات درستي حدس خود، ابتدا مسأله. ايد
1فرض كنيد  -10 1( , , )n ng g g G G G= ∈ = × ×" )و  " )

iG i iO g m= . نشان دهيد
)1كه ) [ , , ]G nO g m m m= =  ).ه كار ببريدبرا  3.4.2لم ( "

گروه .قضيه  3.7.2
1 nm mG = × ×] " iدوري است اگـر و تنهـا اگـر بـراي هـر       [ j≠،

( , ) 1i jm m = .  

  بالا، نشان دهيد كه  2.7.2بحث  10با استفاده از بند   .اثبات

1 2(1,1, ,1) | |G nO m m m G= =" "  

  .را به كار ببريد 5.4.2ي و قضيه

    بحث در كلاس  4.7.2

}مخالف ( ضرب دو گروه نابديهي با حاصل ،ريختيا يك ،برابر Gاگر گروه -1 }e (  باشـد، مـي-
 .نيسـت پذير  تجزيه [4ولي  است تجزيه پذير 4Kبراي مثال،. است پذيرتجزيه Gگوييم كه
 پذير است؟ تجزيه nبراي كدام عدد طبيعي [nي بالا، تعيين كنيد كهبا توجه به قضيه چطور؟
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[×گروه  نشان دهيد كه -2 توانـد مولـد  نمـي  (1,1)ابتـدا نشـان دهيـد كـه     . دوري نيسـت  [
×] )حال فرض كنيد كه. باشد [ , ) (1,1)m n )مضـرب  (1,1)و نشان دهيد كـه   ≠ , )m n 
 . نيست

2nنشان دهيد كه براي -3 [×n، گروه ≤   . دوري نيست [
1نشان دهيد كه اگر  -4 2G G× 1با مولد 2( , )g g  1دوري باشد آنگاهG  1با مولدg 2وG   بـا

 .دوري هستند 2gمولد
  . ناپذير استتجزيه [با استفاده از مطالب بالا، نشان دهيد كه  -5
  

ولـي در  . كندروشن مي كاملاً را هاي دوريناپذيري گروهپذيري يا تجزيهبحث بالا تكليف تجزيه     
پاسـخ   7.7.2ي را در قضـيه  هستند؟ اين سؤال ناپذيريا تجزيه پذيرها تجزيههحالت كلي، كدام گرو

  .آوريمابتدا لم زير را مي .مي دهيم

Gفرض كنيم   .لم  5.7.2 H K=   در اين صورت، .باشند Kو Hهايضرب گروهحاصل ×

1- ˆ { } {( , ) | }K kH H e h e h H= × = ˆو ∋ { }hK e K= Gزير گروه  × H K= × 
Hˆهستند، به طوري كه H≅،ˆK K≅و ،ˆ ˆG H K H K= × ≅ ×. 

2- ˆ ˆ {( , )}H KH K e e∩ =. 
ˆبراي هر  -3 ˆh H∈ وˆ ˆk K∈   داريم� � � �hk kh=. 
4- ˆ ˆG H K HK= × = 

  .آوريماي از آن را ميخلاصه. اثبات اين مطالب سرراست هستند  .اثبات

)روشن است كه -1 , )H Ke e e=�  عضو همانيlH وlK همچنين،. است 

 
l

l
1 2 1 2

1 1

( , )( , ) ( , )

( , ) ( , )
K K K

K K

h e h e h h e H

h e h e H− −

= ∈

= ∈
  

lHاز اين رو،  H K G≤ × lKبه همين صورت، . = H K G≤ × توانيـد  به آسـاني مـي  . =
  :ريختي هستندزير يك وابعنشان دهيد كه  ت
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l l

� �

l l

� �

: , :

( , ) ( , )

:

( , ) ( , ) (( , ), ( , ))

K H

k K

H H K K

h h h e k k e k

H K H K

h k h k h e e k

ϕ ψ→ →

= =

Φ × → ×

=

6 6

6

  

)كنيم كه توجه مي -2 , ) ( , )K Hh e e k=  اگر و تنها اگرHh e=  وKk e= .   را  2كـه بنـد
 .كنداثبات مي

�براي هر  -3 lh H∈  و� lk K∈داريم ،  

� �

� �
( , )( , ) ( , ) ( , )

( , )( , ) ( , ) ( , )
K H H K

H K H K

hk h e e k he e k h k

kh e k h e e h ke h k

= = =

= = =
  

   كنيم كهسرانجام توجه مي -4
  

ˆ ˆ {( , ) | }{( , ) | }
{( , )( , ) ( , ) | , }

K K

K K

HK h e h H e k k K
h e e k h k h H k K

H K G

= ∈ ∈
= = ∈ ∈
= × =

  

Hضـرب هـاي حاصـل  دهد كه مولفـه ي بالا نشان ميقضيه.  بحث در كلاس   6.7.2 K× ،

Hاز گـروه  lKو lHهـايي چـون  با زيرگروه Kو Hيعني K×  ايـن  ريخـت هسـتند كـه    يـك
-ادعـا مـي  . كنـيم بررسي ميروند را اين حال عكس . هستند 4، 3، 2هاي ها داراي ويژگيزيرگروه

، 2هاي همتـاي  با ويژگي Kو Hهايي چونداراي زيرگروه Gچون دلخواه كنيم كه اگر گروهي
Gآنگاه  باشند ،4، 3 H K≅ ×. 

  :هاي زير باشندبا ويژگي Gي از گروه دلخواهايههزيرگرو Kو Hفرض كنيم  .قضيه  7.7.2

hبراي هر )  الف( H∈  وk K∈ داشته باشيم ،hk kh=؛  

}   )ب( }H K e∩   ؛=

G  )پ( HK=.  

Gدر اين صورت،  H K≅ ×.  
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   دهيم كه نشان مي  .اثبات

:
( , )
H K G
h k hk

ϕ × →
6

  

اثبـات يـك بـه    . پوشا است )پ(تعريف و بنابر خوش ϕروشن است كه. ريختي مورد نظر استيك
  كنيم كهتوجه مي! جالب است ϕيك بودن

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1

2 1 2 1

( , ) ( , )

{ }

h k h k h k h k

h h k k H K e

ϕ ϕ
− −

= ⇒ =

⇒ = ∈ ∩ =
  

1پـس،  ). درستي سطر دوم را توضـيح دهيـد  (
2 1h h e− 1و =

1 2k k e− 1، و در نتيجـه  = 2h h=،
1 2k k=يعني ،ϕ توان نشان داد كهبه آساني ميدر پايان، . يك به يك است ϕ همريختي است 

  :)را توضيح دهيد زير درستي مراحل(

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

[( , )( , )] ( , ) ( )( )
( )( )

( , ) ( , )

h k h k h h k k h h k k
h k h k

h k h k

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⇒ =
⇒
⇒

  

  راحت بود، نبود؟. بنابراين، قضيه اثبات شده است

  بحث در كلاس  8.7.2
 ـارارا  Gدلخـواه   پذيري گروهشرايط لازم و كافي براي تجزيهي بـالا  هاقضيه -1  .دهـد ه مـي ئ

 .هاي زير را ببينيدنمونه

4كه قبلاً ديديمالبته، . تجزيه پذير است 4Kدهيم كه مينشان  -2 2 2K ≅ ×] -، ولـي مـي  [
هاي توانيد نشان دهيد كه زيرگروهبه آساني مي . ي بالا را نشان دهيمخواهيم روش استفاده از قضيه

{ , }H e a=  و{ , }K e b=  4ازK  ــددر شــرايط قضــيه صــدق مــي ــ .كنن ــه  دتوجــه كني ك
c ab=.  ،ــه 4Kدر نتيجـ H K≅ ــون  . × ــين، چـ 2Hهمچنـ ≅ 2Kو  [ ≅ ــس [ ، پـ

4 2 2K H K≅ × ≅ ×] ].   
}پاسخ منفي است، زيرا پذير است؟ تجزيه [4آيا  -3 ,2}H K= = D   تنها زيرگـروه نابـديهي 
 . كندقضيه صدق نمي )پ(و  )ب(هاي در شرط ولياست  [4

و ديگـري بـا اسـتفاده از     15.4.2ي به دو روش، يكي بـا اسـتفاده از قضـيه   توانيد به راحتي مي -4
  . پذير استتجزيه [6تجزيه ناپذير هستند و 3Sو [pي بالا، نشان دهيد كه قضيه



73 
 

هاي آن باشند به طوري كه در شرط زيرگروه Kو Hگروه و Gفرض كنيم . تعريف  9.7.2
Gكننـد، و در نتيجـه   صدق  7.7.2ي قضيه H K≅  G گـوييم كـه  در ايـن صـورت، مـي   . ×

  .است Kو Hدروني ضرب مستقيمحاصل

Gدهد كه اگرنشان مي  5.7.2ي قضيه  .بحث در كلاس  10.7.2 H K= حاصل ضرب  ×

كننـد و در نتيجـه  صدق مـي   7.7.2ي هاي قضيهرطشدر  lKو lH ، آنگاهباشد Kو Hبروني
l lG H K≅ ضـرب  از اين رو اساساً تفـاوتي بـين دو مفهـوم حاصـل    . است درونيضرب حاصل ×

از اين رو، تنها وقتي از پسوندهاي بروني و دروني . وجود ندارددو گروه بروني و حاصل ضرب دروني 
   . ها تاكيد كنيملفهؤزيرگروه بودن يا نبودن مكنيم كه بخواهيم بر استفاده مي

 1از فصـل    6 بخـش  و  5.1.ممفهـوم همضـرب را در    . ي آبليهاهمضرب گروه  11.7.2
هاي ديگر است و در درس غير آبلي قدري پيچيدههاي گروه اثبات وجود همضرب. معرفي كرديم

  . به اختصار بياوريم آبليي هاوجود همضرب را براي گروهخواهيم در اينجا مي. شودمي مطرح

بـه  . )دهيمنشان مي +هاي هر دو را با كه عمل( باشند آبليهايي هگرو Kو Hفرض كنيم     
2همـراه بـا دو همريختـي     Gچـون  آبليدنبال گروهي  1i iK G H⎯⎯→ ويژگـي  بـا   ⎯⎯←

ــاج ــتيم  ينه ــر هس ــروه  :زي ــر گ ــراي ه ــي ب )آبل ; )T ــي   + ــي گروه ــت همريخت ــر جف و ه
2 1K T Hϕ ϕ⎯⎯→ G:، همريختي منحصر به فرد ⎯⎯← Tϕ وجـود داشـته باشـد بـه      →

  :پذير باشدطوري كه نمودار زير تعويض

2 1

j iK G H

T

ϕ ϕ ϕ

⎯⎯→ ←⎯⎯

↓

#

  

Gكنيم كه همان گروه ادعا مي H K=    بريدرون هايهمريختيولي همراه با  ×

2 1

( , ) ( , )

i i

H K

K G H K H
k k h h
⎯⎯→ = × ←⎯⎯

←6 D D
  

  كافي است در نمودار بالا تعريف كنيم. گروه مورد نظر استهاي تصويري، به جاي همريختي

1 2

:
( , ) ( ) ( )

H K T
h k h k

ϕ
ϕ ϕ

× →
+6
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كند و بـا ايـن ويژگـي    پذير مينمودار بالا را تعويض ϕتوانيد نشان دهيد كه تابع به آساني مي     
آسـان و   در اثبـات . همريختـي اسـت   ϕ پس كـافي اسـت اثبـات كنيـد كـه     . منحصر به فرد است

  . را به كار خواهيد برد Tآبلي بودنطلب، ماين  سرراست

همضـرب  از اين رو، معمـولاً  . ايمهاي جمعي را به كار بردهآبلي هستند، نماد ي بالاهاچون گروه     
Gرا با  KوHهاي آبليگروه H K= -نيز مـي  مجموع مستقيم دهيم و آن را نشان مي ⊕
  .ناميم

  

   ٧.٢ تمرين

  آستين ها را بالا بزنيد

  ي اولدسته

نشان دهيد كه گروه -1
1 nm mG = × ×] " روهبا گ [

1 nm m⋅ اگر و تنها ريخت است يك ["⋅
iاگر براي هر  j≠ ،( , ) 1i jm m = .  

  :ي هر عضو را در گروه داده شده بيابيدرتبهمدر زير،  -2

18 )الف( 18(4,9)∈ ×] 8 )ب(                        .[ 12(4,9)∈ ×] ].  

18 )پ( 18 6(4,5,3)∈ × ×] ] 1) ت(             .[ 3 6( , 4) Sρ ∈ ×].  

  .بزنيدمثال  32ي و ديگري از مرتبه 18ي دو گروه نا آبلي، يكي از مرتبه -3

  .باشد 5ي هر عضو ناهماني آن رتبهممثال بزنيد كه  125ي از  مرتبه Gيك گروه -4

1نشان دهيد كه  2 1 2( ) ( ) ( )Z G G Z G Z G× = ×.  

1فرض كنيد كه  - 5 1H G≤ 2و 2H G≤ . 1نشان دهيد كه 2 1 2H H G G× ≤ ×.  

   .نشان دهيد كه . و  فرض كنيد  -6

  .را مشخص كنيد از گروه و هاي زيرگروه -7

1 1G G′≅2 2G G′≅1 2 1 2G G G G′ ′× ≅ ×

6 9∩] ]6 9+] ]]
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را  را در نظر بگيريد و  از گروه و هاي زيرگروه -8
  .مشخص كنيد

26گروه  -9 15×]   است؟ 15ي و چند عضو از مرتبه 5ي داراي چند عضو از مرتبه [

  ي دومدسته

  :تابع زير را به كار ببريد .پذير استتجزيه ثابت كنيد كه گروه ضربي  - 10

: {1, 1}
( ,1) 0

( )
( , 1) 0

f
x x

f x
x x

∗ +→ × −

>⎧
= ⎨ − − <⎩

\ \
  

1گروه  هايابتدا با يك مثال نشان دهيد كه زيرگروه -11 2G G×     1لزومـاً بـه صـورت 2H H× 
1گـروه   هـاي ي زيرگـروه اگر همه كهثابت كنيد سپس . نيستند 2G G×    1بـه صـورت 2H H× 

1د، آنگاه نباش 2G G× آيا  عكس اين مطلب نيز درست است .دوري است .  

H,رض كنيد كه ف) جالبتمرين ( -12  K G≤ . نشان دهيد كهG مستقيم (ضرب حاصل
  :دو شرط زير برقرار باشنداست اگر و تنها اگر  Kو  H) دروني

hبراي هر  )الف( H∈ وk K∈ ،hk kh=؛  

gهر عضو   )ب( G∈ اي يكتا به صورت تجزيهg hk= كه در آن  داشته باشدh H∈ و
k K∈.  

H,فرض كنيد كه  -13 K G≤ . نشان دهيد كهG ضرب مستقيم درونيحاصلH وK 
  :گروهي باشدريختي يك يك زير است اگر و تنها اگر تابع

:
( , )
H K G
h k hk

ϕ × →
6

  

1فرض كنيد  - 14 nG G G= × در اين صورت، . ها باشدگروه) بروني(ضرب حاصل "×
ˆهايزيرگروه

iG G≤ وجود دارند به طوري كه  

ˆ، iبراي هر  )الف(
i iG G≅.  

iبراي هر  )ب( j≠ ،ˆ
ix G∈ وˆ

jy G∈داريم ،xy yx=.  

4H = < >6K = < >12]H K+

( ; )∗ ⋅\
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i ،1براي هر  )پ( 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) { }i i i n GG G G G G e− +∩ =" ".  

1 )ت( 2
ˆ ˆ ˆ

nG G G G= ".  

1)ث(
ˆ ˆ

nG G G≅ × ×".  

)و iHهـــاي مثـــال هـــايي از گـــروه -15 1, 2) ii K= ــارا ه دهيـــد بـــه طـــوري كـــه  ئـ
1 2 1 2H H K K× ≅   .ريخت نباشدها يكjKبا  iHدر حالي كه هيچ يك از  ×

  گروه خارج قسمتي   8.2

يك از ) جبري يا غير جبري(جديد رياضي هاي ساختن دستگاه بسيار مهمهاي يكي ديگر از روش
ايـن روش   ،1از فصل  7در بخش . دستگاه استتشكيل خارج قسمت آن داده شده،  رياضي دستگاه

-در اين بخش مـي . هاي جامع آن را بررسي كرديمهاي جبري كلي معرفي و ويژگيرا براي دستگاه
  .ها با جزييات بيشتري بررسي كنيمرا براي گروه 7.1خواهيم مطالب بخش 

     بحث در كلاس  1.8.2

مطرح شد كه به نظر ما هر دانشجوي رياضي،  ، 7.1بخش  در ، به ويژه1فصل  مطالب جالبي در  -1
سـروكار   جديـد ي يهـا بـا دسـتگاه  روزي هاي كلاسيك سروكار دارد يـا  صرف نظر از اينكه با دستگاه

بايد خواستگاه، بنياد، منبع، سرچشمه، و علت معرفـي مفـاهيم را    !بداند ها را آن خواهد داشت، بايد
 ايـن طـور  ! ي مفاهيم جديـد باشـيم  خود، هنگام نياز، سازنده ها را به كار ببريم وبدانيم تا بهتر آن

از جملـه،  (هـاي كلاسـيك   داديم كه بـراي برخـي از دسـتگاه    هشدار 7.1در همان بخش  نيست؟
شـود كـه لزومـاً در    ، روش ساختن خارج قسمت به صورتي بسيار خاص انجام مـي )هاها و حلقهگروه

  !آيدبه كار نمي  …ها، ها، مشبكهها، تكوارهگروههاي جبري، از جمله، نيمبسياري از دستگاه

ار را بـا زيرگـروه   ، كGگروه يگروه خارج قسمتهاي كلاسيك جبر، براي تعريف در اغلب كتاب -2
 چـپ  هـاي مجموعـه ي هـم مجموعـه از كننـد و  مـي  آغـاز  زيرگروه نرمـال به نام  Nچونخاصي 

{ | }NL aN a G= ــت ∋ ــا راسـ }يـ | }NR Na a G= ــي ، ∋ ــل طبيعـ ــا عمـ ــراه بـ همـ
( )( )aN bN abN= يا( )( )Na Nb Nab=، ند در اين رو. سازندمي يخارج قسمت يگروه

خـارج  گـروه  شود كه آيا اين تنها روش ساختن شود، بلكه روشن نميتنها علت كار مشخص نمي نه
خـارج قسـمتي از    توانيممي ؟ به عبارت ديگر، آيا تنها براي هر زيرگروه نرماليا نيست است يقسمت

 و گروهـي  كـرد ) افـراز ( بنديگروه را تقسيميك توان اي ديگر نيز مييا به گونه، بسازيميك گروه 
هـا  به ايـن سـؤال   صريح يپاسخهاي كلاسيك در بسياري از كتابمتاسفانه   ؟ساخت خارج قسمتي

 يا عـدم نيـاز بـراي    ، احتمالاً به دليل كمبود وقتدانند نيزپاسخ را مي كه يو مدرسان شودداده نمي
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تـوانيم  ما نيـز مـي   !گذرنداز كنار آن مي ،هاها و حلقهگروه ها، يعنيهاي جبري مورد نظر آندستگاه
 را به كار ببريم،، ولي بسيار خاص، ترهمين روش كوتاه

  !ولي قول داديم كه فوت و فن كار را نيز از شما پنهان نكنيم
هاي جبري بـه  از دستگاه معدوديكه تنها براي ( متداول يا ، هر دو روش كلاسيكفصلدر اين  -3

-ساختن گروهبراي ) رودهاي جبري به كار ميدستگاه يهمهكه براي ( جامع راروش و ) آيدميكار 
 3و در فصـل  (ها براي گروه روش كلاسيك دهيم كهسپس نشان مي . آوريمميهاي خارج قسمتي 

  7در بحـث زيـر، كـه يـادآوري مطـالبي از بخـش       ! است جامعمعادل با روش تصادفاً ) هابراي حلقه
 .است، شركت كنيد 1 فصل
هـا سـر و كـار داريـم و     از مجموعـه متشـكل  هايي دهيم كه در اين فصل با مجموعهمي هشدار     
 .   از اين رو بايد بيشتر دقت كنيم! شوندتعريف مي) ي نا بسيط( هاها نيز روي اين نوع مجموعهعمل

  
                بحث در كلاس  2.8.2

از خاصي افرازچيزي جز  ،τاز نوع، Aدستگاه جبريخارج قسمت  هر ديديم كه 7.1در بخش 
A هـايي كـه   اي خاص باشد كـه همـراه بـا عمـل    همچنين ديديم كه اين افراز بايد به گونه. نيست

براي رسـيدن بـه ايـن    . به دست دهد τاز نوع است، دستگاهي جبري Aهاي خودحاصل از عمل
 Gهرا روي گـرو  ∽يارزهاي همبايد آن رابطهتنها ديديم كه  7.1 ها، در بخشگروه در موردف ده

] كه عملدر نظر بگيريم  ] [ ] [ ]x y x y∗ = G/ افراز آن روي ∗  ، يعنيخوش تعريف باشد ∽

  
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] ( [ ] [ ])
[ ] [ ]
x x

x y x y x y x y
y y

′=⎧ ′ ′ ′ ′⇒ ∗ = ∗ ⇔ ∗ = ∗⎨ ′=⎩  

كه معادل است با اينكه 
  

( )
x x

x y x y
y y

′⎧ ′ ′⇒ ∗ ∗ ∗⎨ ′⎩

∼
∼

∼
  

هـا دوبـاره در   اين مطلب را براي گروه.) را ببينيد 1.7.1تعريف (باشد  همنهشتياي رابطه ∽يعني
  . كنيمزير اثبات مي

     قضيه  3.8.2

ــه  -1 ــمرابط ــروه روي ∽ارزيي ه ــه G گ ــل   اي رابط ــر عم ــا اگ ــر و تنه ــتي اســت اگ همنهش
[ ] [ ] [ ]x y x y∗ = G/روي ∗   .تعريف باشدخوش ∽
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ــر   -2 ــروهرابطــه ∽اگ ــاه Gاي همنهشــتي روي گ ــراز باشــد، آنگ G/اف ــا عمــل  ∽ ــراه ب هم
[ ] [ ] [ ]x y x y∗ =   .  گروه است ∗

     اثبات

  صورت، داريمدر اين . همنهشتي باشداي رابطه ∽فرض كنيم -1

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

x x x x
x y x y

y y y y
x y x y
x y x y

′ ′=⎧ ⎧ ′ ′⇒ ⇒ ∗ ∗⎨ ⎨′ ′=⎩ ⎩
′ ′⇒ ∗ = ∗
′ ′⇒ ∗ = ∗

∼
∼

∼
  

 ∽يرابطهدر اين صورت، . تعريف باشدخوش ∗برعكس، فرض كنيم . تعريف استخوش ∗پس
  همنهشتي است، زيرا

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

x x x x
x y x y

y y y y
x y x y

x y x y

′ ′=⎧ ⎧ ′ ′⇒ ⇒ ∗ = ∗⎨ ⎨′ ′=⎩ ⎩
′ ′⇒ ∗ = ∗

′ ′⇒ ∗ ∗

∼
∼

∼
  

G/در ∗پذيري اثبات شركت -2 روشن . شودنتيجه مي Gدر ∗پذيريبه راحتي از شركت ∽
]است كه  ]e عضو هماني/G   زيرا. است ∽

[ ] [ ] [ ] [ ] & [ ] [ ] [ ] [ ]x e x e x e x e x x∗ = ∗ = ∗ = ∗ =  

]توانيد نشان دهيد كه وارون در پايان، به راحتي مي ]x 1، يعني[ ]x ]1برابر با ، − ]x− است. 
  آسان بود، نبود؟

) گروه . باشد Gاي همنهشتي روي گروهرابطه ∽فرض كنيم  .تعريف  4.8.2 / ; )G را  ∽∗
  .ناميممي ∽بر Gگروه خارج قسمتي

قبـل از  .  ورديمهاي خارج قسمتي را آدر بالا روش كلي ساختن گروه  بحث در كلاس  5.8.2
   .كنيمه ميئروش بالا ارا يدر بارهرا يي هاو نكته ها، مثالآوردن روش كلاسيك

 افراز آيا -1
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1

0 2
{{0,1},{2},{3}}

1 3
= =P  

  

چطور به چنين سؤالي پاسخ دهيم؟ بـا توجـه    دهد؟به دست مي [4از گروهخارج قسمتي  يگروه
 ييـك رابطـه   متنـاظر بـا ايـن افـراز     ∽ارزيي هـم بايد نشان دهيم كـه رابطـه   3.8.2 يقضيهبه 

)همنهشتي است، يعني در شرط    ولي، چون. كندبالا صدق مي ∗(

4 4

0 1
0 2 1 2

2 2
⎧

⇒ + +/⎨
⎩

∼
∼

∼
  

  . پس پاسخ به سؤال بالا منفي است

2افراز  -1 {{ ,1},{2,3}}= DP اگر چه در اين حالت داريم چطور؟  
 

4 4

0 1
0 2 1 2

2 2
⎧

⇒ + +⎨
⎩

∼
∼

∼
 

 [4 گـروه  از حاصـل  دهد كه اين افراز نيز منجر به گروهي خارج قسمتيولي مطلب زير نشان مي
  !شودنمي

3 3

0 1
0 3 1 3

3 3
⎧

⇒ + +/⎨
⎩

∼
∼

∼
  

  نشان دهيد كه هر يك از سه افراز  -2
 

3 4 5{{ , 2},{1,3}}, {{ },{1},{2},{3}}, {{ ,1, 2,3}}= = =D D DP P P  

  .دندهبه دست مي [4گروهي خارج قسمتي از ) سه افراز نو تنها اي(

}} هـاي افرازهر يك از نشان دهيد كه  -3 , },{ , }}a e a b c=P و {{ , },{ , }}b e b a c=P 
هـا  افراز ديگر نيز چنين هستند، آن سه .دهدبه دست مي 4K قسمتي از گروه كلاين گروهي خارج

  .را مشخص كنيد

-ساختن گـروه  و متداول روش كلاسيك فوت و فنبراي آگاهي از   .بحث در كلاس   6.8.2

ي مهـم لاگرانـژ انجاميـد،    اثبات قضـيه را، كه به  12.2.2ابتدا مطالبي از  بحث ، هاي خارج قسمتي
  .كنيممرور مي
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) زيرگـــروه Nفـــرض كنـــيم -1 ; )G aبـــراي هـــر عضـــو  .اســـت ∗ G∈ي ، مجموعـــه
{ | }aN an n N= }گذاري جمعييا در نماد( ∋ | }a N a n n N+ = + -هم، را يك )∋

Nارزيي هـم رابطـه هاي رده ،هامجموعهديديم كه اين هم. ناميديم Nي چپمجموعه بـا    ∽
  تعريف

1( ) ( )Na b n N a bn b a n N−⇔ ∃ ∈ = ⇔ = ∈ ∗∗∼  

  زيرا ؛هستند

[ ] { | }
{ | ( ) }
{ | }

Na x G x a
x G n N x an
an n N

aN

= ∈
= ∈ ∃ ∈ =
= ∈
=

∼

  

] با توجه به اينكه بنابراين، ] [ ]a b=  اگر و تنها اگرNa b∼، داريم  

1

( )NaN bN a b n N a bn

b a n N−

= ⇔ ⇔ ∃ ∈ =

⇔ = ∈

∼
  

} و راسـت  هاي چپمجموعههمديگر  هايويژگي | }Na na n N= عبـارت هسـتند از   ∋
| | | | | |aN N Na= |و  = | | |N NL R= كـــــــه در آن ،{ | }NR Na a G= ∈ 

   . است Gدر Nهاي راستمجموعهي هممجموعه

| داريم، G، براي گروه متناهيي لاگرانژقضيهبنابر  -2 || | | |
| |N N
GR L
N

= ايـن عـدد را   ، و =

]با  ناميديم و Gدر Nانديس : ]G H  داديمنشان. 

ارزي متنـاظر  ي هـم آيا رابطهولي،  !نشد Nنيازي به ويژگي ديگري از زيرگروه ي كارتا اينجا       
)با  1با اين افراز كه در بند   مثال زير پاسـخي منفـي بـه   است؟  همنهشتيهميشه داده شد  ∗∗(

  .اين سؤال است

}1زيرگروه -3 , }H ρ μ= D 3را از گروهS 3با استفاده از جدول گـروه . در نظر بگيريدS   كـه در
2توانيد نشان دهيد كهداده شد، به آساني مي 1.6.2بحث 4بند  2Hμ ρ∼   زيرا 

1
2 2 1 2 1 Hρ μ ρ μ μ− = = ∈ 
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1از طرفي،  0Hμ ρ∼ .   ،1در حـالي كـه 2 1μ μ ρ=   2بـا 2ρ ρ ρ=D   زيـرا در رابطـه نيسـت ،
1

2 1 1 1 2 Hρ ρ ρ ρ ρ− = =   در نتيجه،. ∌

1 0
1 2 0 2

2 2

H

H

μ ρ
μ μ ρ ρ

μ ρ
⎧

⇒/⎨
⎩

∼
∼

∼
  

يرابطه Gگروه از Nزير گروه روي چه شرطي تحت) تر توجه كنيدبيش مهمبه اين بند ( -4
( nكنـيم كـه بـراي هـر    شود؟ توجـه مـي  همنهشتي مي يك ∗∗( N∈   و هـرx G∈ شـرط ،

1x nx N−   زيرا،. است شرط لازميك  ∋

1 1 1
1 1

nx ex xn e
x nx x x e x nx N

x x x x
− − −

− −

=⎧⎧
⇒ ⇒ = ⇒ ∈⎨ ⎨

⎩ ⎩

∼∼
∼

∼ ∼
 

  :)ي زير را توضيح دهيددليل هر مرحله( !پاسخ مثبت است؟ هستنيز  كافياين شرط  آيا

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

1

( )

( ) ( )
( )( )
( ) ( )

N

N

N

a b b a N y b a y N
x y y x N y x N

y b a y y x N
y b ax N
by ax N

ax by

− − −

− −

− − −

− −

−

⎧ ⎧∈ ∈⎧ ⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨
∈ ∈⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

⇒ ∈

⇒ ∈

⇒ ∈
⇒

∼
∼

∼

  

  .  تعريف زير را ببينيد. اختصاص دهيم خوبياي به چنين زيرگروه حال چه واژه! موفق شديم

N|نويسيم ، و ميگوييممي نرمالرا   Gاز گروه  Nزيرگروه  .تعريف  7.8.2 G≤ اگر
1( ) ( )x G n N x nx N−∀ ∈ ∀ ∈ ∈  

  

 :معادل هستند Gاز گروه Nبراي زيرگروههاي زير حكم  .قضيه  8.8.2

  ).7.8.2تعريف (نرمال است  Gاز گروه Nزيرگروه )الف(

1يرابطه  )ب(
Na b b a N−⇔   .همنهشتي است ∽∋
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)عمــل دوتــايي  )پ( )( )aN bN abN=كــه همــان ،[ ] [ ] [ ]
N N N

a b ab=∼ ∼ ر داســت،  ∽
/ { | }NG aN a G=    .تعريف استخوش ∽∋

 

 ،6.8.2از بحـث   1بـا توجـه بـه بنـد     ، ، و اينكـه 3.8.2 يقضيهو   6.8.2بحث  4بنداز    .اثبات
[ ] { | }

N
a aN ax x N= =   .شودمي نتيجه،  ∽∋

در ايـن صـورت،  . باشد Gزيرگروهي نرمال از گروه Nفرض كنيم  .تعريف و قضيه  9.8.2
/ { | }NG aN a G= )همراه با عمل  ∽∋ )( )aN bN abN= گروه است .  

/گروهمعمولاً  NG G/ را براي سادگي با  ∽ N گروه دهيم و آن را نشان مي
Nبه جاي بر( Nبر Gخارج قسمت   .ناميممي ) ∽

هـاي خـارج قسـمتي را بـه     روش كلاسيك ساختن گروه 9.8.2ي قضيه.  جمع بندي  10.8.2
  : درنظر بگيريدG گروه در رابطه باهاي زير را مجموعهحال، . رساندسرانجام مي

  
)خارج قسمتيهاي ي گروهي همهمجموعه{         / ; )G ∗∼{= ( )Q G  
)Gروي گروه ∽هاي همنهشتيي رابطهي همهمجموعه{   ) {on G =C  

)Gهاي نرمالي زيرگروهي همهمجموعه{                   ) {Nor G =  
  

)تناظري دوسويي بين  كه  دهدنتيجه مي  3.8.2ي قضيه  -1 )Q G و( )Con G  وجـود دارد .
) ،كنيم كهتوجه مي / ; )G  .همنهشتي باشد ∽است اگر و تنها اگر گروه ∽∗

)تــابع يــك بــه يــك ازدو كننــد كــه بيــان مــي  9.8.2و  8.8.2هــاي قضــيه  -2 )Nor G  بــه
( )Con G از و( )Nor G به( )Q G براي هر زير گروه نرمال  ؛دنجود دارو|N G≤، ي رابطه
N /اي همنهشتي ورابطه  ∽ / NG N G=   .است خارج قسمتيگروهي  ∽

براي كند كه يعني، بيان نمي. هستندنيز  دوسويي ،اين توابع يك به يككند كه بيان نمي 2بند  -3
)هر گروه خارج قسـمتي   / ; )G وجـود دارد بـه طـوري كـه      Nماننـد  نرمـال  يزيـر گروه ـ  ∽∗

/ /G G N=∼روي ∽ي همنهشتي، و براي هر رابطهG ،ماننـد  نرمال يزيرگروهN   وجـود
∽=Nدارد به طوري كه اميدي به دوسويي بودن اين توابع وجـود دارد؟ خوشـبختانه   ولي، آيا  ! ∽

 !ي زير پاسخ مثبت به اين سؤال را دربر داردقضيه
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ي در ايـن صـورت، رده  . باشـد  Gاي همنهشتي روي گروهرابطه ∽فرض كنيم  .قضيه  11.8.2
[ ]N e= زيرگروه نرمالG واست ،/ / [ ] /G G e G N= =∼.  

]دهيم كهابتدا نشان مي) الف( .اثبات ]N e= زيرگروهG براي اثبات اين مطلب، كافي . است
 ، و براي هراست، بسته ∗عمل نسبت به  دهيم كهاست نشان 

1aداريم N− حال، اگر . پس) انعكاسي بودن( روشن است كه چون . ∋
، داريم∽شرط سازگاري در نتيجه، بنا بر. و ، آنگاه 

هردهيم كه براي حال، نشان مي.  در نتيجه و  
1aداريم  N− از طرفي، بنابر انعكاسي بودن. ، پسچون. ∋
1، داريم 1a a− 1كند كه ايجاب مي ∽شرط سازگاريحال، . ∽− 1a a a e− −∗ ∗∼ ،

1eيعني a−∼، 1و در نتيجه [ ]a N e− ∈ =  .است Gزيرگروه پس،.  
xكنيم براي اثبات نرمال بودن، فرض مي )ب( G∈  و[ ]n N e∈ بايد نشـان  . دلخواه باشند =

1دهيم كه  [ ]x nx N e− ∈   .دضيح دهيتومراحل زير را . =

1 1

1 1

1 [ ]
|

nx xn e
x x x x

x nx x x e
x nx e N
N G

− −

− −

−

⎧⎧
⇒⎨ ⎨

⎩ ⎩
⇒ =

⇒ ∈ =
⇒ ≤

∼∼
∼ ∼

∼  

/دهدكه نشان مي ،اثبات زير را )پ( /G G N=∼ ،توضيح دهيد:

  
1 1 1[ ] [ ]y x y x x y x x e x y e N

xN yN y xN

− − −∈ ⇔ ⇔ = ⇔ ∈ =
⇔ = ⇔ ∈

∼ ∼ ∼

]تساوي         ] [ ]x xN x e= ]يرده به اين معني اسـت كـه   = ]N e=  ي ي همـه سـازنده
 يقضـيه  بسيار جالـب   احكامگفتيم،  1بارها در اين فصل و فصل ولي، همان طور كه  !ها استرده
گروه، حلقه، مـدول، و   مانند هاي جبري كلاسيكو از آنجا كه در دستگاه ،بسيار نادر هستندبالا، 

تـر ايجـاد   را در دانشجويان كارشناسي و حتي بـالا  تصور نادرستدهند، اين فضاي برداري رخ مي
هاي جبري درست هستند، در حالي كه حتي براي نيمگروه و تكـواره  كند كه براي تمام دستگاهمي

  ).را ببينيد 4.7.1بحث  1بند ( !درست نيستندهم لزوماً 
  

[ ]N e=e N∈a N∈

e e∼∼e N∈
, [ ]x y N e∈ =x e∼y e∼

x y e e e∗ ∗ =∼[ ]x y e N∗ ∈ =

a N∈[ ]a N e∈ =a e∼
∼

[ ]N e=
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شـرط ديگـر   پي برديم، چند  نرمال هايحال كه به اهميت زيرگروه . در كلاسبحث   12.8.2
آوريم كه در اثبـات  ميآمد،  8.8.2ي هايي كه در قضيه، علاوه بر آنرا نرمال بودن معادل با تعريف

 .اين احكام را به عنـوان تمـرين اثبـات كنيـد    .  ها به كار خواهند رفتها و حل تمرينقضيه فـرض   
  . گروه است Gكنيم

 نرمال است اگر و تنها اگر Gاز Nزيرگروه -1

  
1( ) ( )x G n N xnx N−∀ ∈ ∀ ∈ ∈ 

 
xنرمال است اگر و تنها اگر براي هر Gاز Nزيرگروه  -2 G∈ ،xN Nx=. كنـيم  توجه مي
xNكه Nx= براي هر  كه شرط قوياين  به معنيn N∈،xn nx= به چه معنـي  ( نيست

 كنيم كهتوجه مي) است؟
1 1( ) & ( )nx x x nx xN xn xnx x Nx− −= ∈ = ∈ 

  نرمال است اگر و تنها اگر Gاز Nزيرگروه) 2ضعيف تر از بند ( -3

( ) ( )x G y G xN Ny∀ ∈ ∃ ∈ = 

ي راست است و بر عكس، يعنيمجموعهي چپ يك هممجموعههر همبه عبارت ديگر، 
N NL R= كه در آن  

{ | }, { | }N NL xN x G R Ny y G= ∈ = ∈  

 :آيندبالا به دست مي 1و بند  گروه نرمالرزي 7.8.2 احكام زير بلاواسطه از تعريف -4

1

1

| ( )
( )

N G x G x Nx N
x G xNx N

−

−

≤ ⇔ ∀ ∈ ⊆

⇔ ∀ ∈ ⊆
 

 :)به سور عمومي توجه كنيد( اثبات كنيد 3را با استفاده از بند احكام زير  -5

1

1

| ( )
( )

N G x G x Nx N
x G xNx N

−

−

≤ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =
 

}هايزيرگروه، Gوشن است كه براي هرگروهر -6 }e وG نرمال هستند.  

 .است ن نرمالآهر زيرگروه باشد، آنگاه  آبلي Gاگر گروهروشن است كه  -7



85 
 

ــروه  -8 ــر گ ــراي ه ــز آن Gب )، مرك ) { | ( ) }Z G g G x G xg gx= ∈ ∀ ∈ ــر  ،= و ه
 .نرمال است Gدر، مركز زيرگروه

)گروه خطي خاص نشان دهيد كه -9 , )SL n )در گروه خطي عام  \ , )GL n  . نرمال اسـت  \
nبايد نشان دهيد كه براي هر ماتريس  n× چون پذيروارونA  و هر ماتريسn n× چونB  با

)1det، داريم 1دترمينان  ) 1A BA− =. 

نرمـال   nSدر، )هاي زوجمتشكل از جايگشت(nA، و به طور كلي 3Sدر 3Aنشان دهيد كه  -10
nAδاگر به نظر شما (. است 1σزوج باشد،  ∋ δσ− زوج است يا فرد؟( 

Nفرض كنيد كه -11 G≤  به طوري كـه[ : ] 2G N }يعنـي،  ( = , }NL N aN= .(  نشـان
N|دهيد كه  G≤ .) پاسخ دهيدنيز را با استفاده از اين مطلب  10حال سؤال بند.( 

ي و بـه بهانـه    قـول داديـم،   ) 4.7.1بحـث   2بنـد   در( همان طور كه  .مشتق گروه  13.8.2
بحث  2بند را كه در  فوت و فنيدر اينجا ، )به نام زيرگروه مشتق(مهم  زيرگروه نرمال يك معرفي
  . گذاريمبه نمايش مي هابراي گروه معرفي كرديم 4.7.1

را بيابيم بـه طـوري    ∽ي همنهشتيترين رابطهكوچكخواهيم گروه است و مي Gفرض كنيم     
G/گروه خارج قسمتيكه  x,آبلي باشد، يعني براي هر ∽ y G∈هاي معادل زير برقـرار  ، عبارت

  :باشند

[ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ]x y y x xy yx xy yx= ⇔ = ⇔ ∼  
  

در نظـر بگيـريم بـه     Gگـروه  روي ي همنهشتيترين رابطهرا كوچك ∽از اين رو، كافي است كه
x,ر طــوري كــه بــراي هـ ـ   y G∈ ،xy yx∼ .   گيــريم كــه از ايــن عبــارت نتيجــه مــي 

1 1xyx y e− − 1يعنــي ) چطــور؟( ∽ 1 [ ]xyx y e− − ــي، مــي. ∋ ــيم كــه ازطرف ]دان ]N e= 
باشـيم بـه    Nچـون  نرمال يترين زيرگروهبنابراين، بايد به دنبال كوچك. است Gزيرگروه نرمال

  طوري كه 
1 1( , )x y xyx y N− −∀ ∈  

1به دليل اهميت اين عبارت، نمادگذاري 1[ , ]x y xyx y−  بـريم و آن را  را براي آن به كار مـي  =−
  .ناميممي گرتعويضيا  جا به جا گريك ) 14.8.2ي با توجه به قضيه(

، 9.3.2ي بـا اسـتفاده از قضـيه    ابتـدا . دهـيم براي رسيدن به مقصود، مراحل زير را انجـام مـي       
  گرها، يعنيي تعويضزيرگروه توليد شده توسط مجموعه
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1 1

1
1 1 2 2

{[ , ] | , }
{[ , ][ , ] [ , ] | ,[ , ] }n n i i

X x y xyx y x y G
x y x y x y n x y X X

− −

−

< = = ∈ >

= ∈ ∈ ∪" `
  

  ولي، چون تصادفاً داريم. آوريمبه دست ميرا 

1 1 1 1 1 1[ , ] ( ) [ , ]x y xyx y yxy x y x X− − − − − −= = = ∈  

1Xيعني، X 1Xو =− X X−∪   :شودمينوشته تر قدري سادهعبارت بالا ، =

1 1 2 2{[ , ][ , ] [ , ] | , , }n n i iX x y x y x y n x y G< > = ∈ ∈" `  

>Xرا بيابيم كه شـامل   Gنرمال ترين زيرگروهحال بايد كوچك ولـي   ،خوشـبختانه . باشـد  <
>X ،تصادفاً يـا   ′Gرا معمـولاً بـا   Gاين زيرگـروه نرمـال  . شودمي نيزبه خودي خود نرمال  <

[ , ]G G مشتقيا  گرزيرگروه تعويضدهيم و آن را نشان ميG نشـان  ي زير قضيه.  ناميممي
است به طوري كـه  Gزيرگروه نرمال ترينكوچكهمان  ′Gايم ودهد كه به مقصود رسيدهمي

/G G′ است آبلي   .  

  در اين صورت،. گروه است Gفرض كنيم  .قضيه  14.8.2

Gاگر  -1 H G′ ⊆ G|به ويژه، . نرمال است Gدر H، آنگاه≥ G′ ≤.  

N|اگر  -2 G≤ آنگاه/G N  است اگر و تنها اگـر آبليG N′ G/بـه ويـژه   . ⊇ G′   آبلـي
  . است

   اثبات

hفرض كنيم -1 H∈ و g G∈ .1دهيم كهنشان ميghg H− ، داريـم  ′Gبر تعريـف ابن. ∋
1 1[ , ]g h ghg h G− − ′= ــون ∋ Gو چ H′ ⊆،1 1[ , ]g h ghg h H− −= ــه ∋ و در نتيج

1 1 1ghg ghg h h H− − −= ∈.   

x,براي هر  كنيم كهتوجه مي -2 y G∈، داريم  
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1

1 1

( )( ) ( )( )
( ) ( )

[ , ]

xN yN yN xN xyN yxN
yx xy N
x y xy N
x y N

G N

−

− −

= ⇔ =

⇔ ∈

⇔ ∈
⇔ ∈

′⇔ ⊆

 

G/در نتيجه، گروه). جالب است. ي آخر را توضيح دهيدمرحله( N  اسـت اگـر و تنهـا اگـر    آبلي
G N′ ⊆. 

  بحث در كلاس  15.8.2

}آبلي است اگر و تنها اگـر  Gكنيم كه گروهابتدا توجه مي  -1 }G e′ پـس، بـراي    چطـور؟ . =
{0}مثال  n′ ′= =] 3n، ولي براي[ ≥ ،0{ }nS ρ′ ≠ . 

 ′Gمي مستقيمحاسبه. را بيابيم 3Sمشتق گروه متقارنزيرگروه به عنوان نمونه،  ،خواهيممي  -2
به نتيجه ديگر نظري هاي يا به روش اي كامپيوتري بنويسيدلاني است و بهتر است برنامهمعمولاً طو

x,3روشن است كـه بـراي هـر    . كنيمبه دو روش حل مي ابراي نمونه، اين مثال ر. برسيد y S∈ ،
1گرتعويض 1[ , ]x y xyx y− 0پس چرا؟ .جايگشتي زوج است =− 3 3{ } S Aρ ′≤ چون ولي،. ≥

3S 3 آبلي نيست، پس 0{ }S ρ′ 3پـس  . رگروه نابديهي نـدارد يز3Aاز طرفي، ≠ 3S A′ بـراي  . =
]گر ي تعويضرا به صورت كروشه 1ρتمرين،  , ]−  . بنويسيد −

3S ،14.8.2ي قضـيه  1روش ديگر اين است كه، بنـابر بنـد         همچنـين،  . نرمـال اسـت   3Sدر ′
3 3 2/S A ≅ 0همان قضيه،  2پس، بنابر بند . آبلي است [ 3 3{ } S Aρ ′≤ ماننـد   از اين رو،. ≥

3 بالا، 3S A′ =  .  

  8.2 تمرين

  ايدنياموختهخوب ها، مطالب درس را بدون تلاش براي حل كردن تمرين
  دسته اول

8هاي خارج قسمتي گروهاعضاي  -1 /{0, 12و  [{4 / 3< هـاي كيلـي   را بيابيد و جدول [<
  .تعيين كنيدها را آن

 بـا يـك مثـال نشـان دهيـد كـه       . نشان دهيد كه خارج قسمت هر گروه آبلي گروهي آبلي است -2
  اين مطلب در حالت كلي درست نيست؟ عكس
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با يك مثال نشان دهيـد كـه    .گروهي دوري است ،هر گروه دورينشان دهيد كه خارج قسمت  -3
     عكس اين مطلب در حالت كلي درست نيست؟

  :ي هر يك از عضوهاي داده شده را در گروه مورد نظر بيابيدمرتبهدر زير،  -4

  . )الف(

  .  )ب(

  :هاي زير را تعيين كنيديك از گروهي هر مرتبه -5

  

ــه    -6 ــد كـــــــ ــرض كنيـــــــ Hفـــــــ G≤ .   ــه ــد كـــــــ ــان دهيـــــــ نشـــــــ
1( ) ( ) { | }GN H N H g G g Hg H−= = ∈ كه به طوري است Gترين زيرگروهبزرگ =

| ( )H N H≤ .نرمالساز اين زيرگروه راH درG نتيجه بگيريد كه.  ناميممي|H G≤   اگـر
)و تنها اگر )N H G=.  

Nفرض كنيد كه -7 G≤   و براي هرa G∈،2a N∈ .نشان دهيد كه |N G≤ و 

G/گروه  N آبلي است. 

 نرمال  Gدر Hنشان دهيد كه. باشد Gعضوي گروه n تنها زيرگروه Hفرض كنيد  -8

  .است

 نشان دهيد كه براي هر. ، وگروه است،  فرض كنيد -9

N|گروه،  Gفرض كنيد . ،و   - 10 G≤ و ،H G≤ . ثابت
  :كنيد كه

HN )الف( G≤                    )ب( |H N H∩ ≤   

N|)پ( HN≤                       )اگر  )ت|H G≤ آنگاه ،|HN G≤  

Nفرض كنيد كه -11 G≤ نشـان دهيـد   ). را ببينيد 12.8.2بحث  11بند . (و
6با استفاده از اين مطلب نشان دهيد كه، اگر چـه  . ،كه براي هر |12 

 .عضوي ندارد 6زيرگروه  عضوي  12ولي گروه متناوب 
N|گروهي متناهي است،  Gفرض كنيد  -12 G≤ و ،(| |,[ : ]) 1N G N ثابت كنيـد  . =

xكه، براي هر  G∈ اگر ،| |Nx e=  آنگاهx N∈.  

2412 6 ,14 6 ,7 6 / 6+ < > + < > + < >∈ < >]

1812 6 ,14 6 ,7 6 / 6+ < > + < > + < >∈ < >]

24 24 4 6 4 6/ 6 , / 8 , / (0, 2) , / 2 3< > < > × < > × < > × < >] ] ] ] ] ]

G, |H K G≤{ }H K e∩ =
h H∈k K∈hk kh=

[ : ] 2G N =

a G∈2a N∈

4A
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N|، گروهي دلخواه Gفرض كنيد -13 G≤و ،[ : ]G N ثابت كنيـد كـه اگـر    . متناهي باشد
H G≤     ــه ــوري ك ــه ط ــد ب ــاهي باش ــي متن ])زيرگروه : ],| |) 1G N H ــاه = ، آنگ
H N⊆.  

N|، گروهي دلخـواه  Gفرض كنيد - 14 G≤و ،| |N   ثابـت كنيـد كـه اگـر     . متنـاهي باشـد
H G≤ تناهي باشد به طوري كه زيرگروهي با انديس م([ : ],| |) 1G H N ، آنگـاه  =
N H⊆.  

 Gدر Nثابت كنيد كه هر زيرگروه. است Gزيرگروهي دوري و نرمال در Nفرض كنيد - 15
  .نرمال است

گروهـي بـا   يعنـي،  . ها خاصيت تعدي نـدارد با يك مثال نشان دهيد كه نرمال بودن زيرگروه -١۶
H,هايزيرگروه N G≤   بيابيد به طوري كـهH  درN وN  درG    ،نرمـال هسـتند

  . نرمال نيست Gدر Hولي 
-ي زيرگـروه نشان دهيد كه همـه . نرمال است Gفرض كنيد كه هر زيرگروه دوري در گروه -17

  .در آن نرمال هستند Gهاي
ــر   -18 ــه اگـ ــد كـ ــت كنيـ ــاهي    Nثابـ ــروه متنـ ــال از گـ ــي نرمـ ــد و  Gزيرگروهـ باشـ

(| |,[ : ]) 1N G N |يبا مرتبه Gتنها زيرگروه N، آنگاه = |N است.  
1bدقيقاً داراي دو مزدوج  Gگروهاز  aفرض كنيد كه عضو  -19 ab− 1وc ac−  ثابـت  . اسـت

  .زيرگروهي سره و نابديهي نرمال دارد Gكنيد كه
ــد  - 20 ــرض كنيـ }فـ , }H e a=  ــروه ــي از گـ ــت Gزيرگروهـ ــه   . اسـ ــد كـ ــت كنيـ ثابـ

( ) ( )G GN H C H=  و نتيجه بگيريد كه اگر( )GN H G= آنگاه ،( )H Z G⊆ .  
N|گروهي متناهي،  Gفرض كنيد -21 G≤ ياز مرتبهp  باشد به طوري كـهp  كوچـك-

|ترين عدد اولي باشد كه  |G ثابت كنيد كه . شماردرا مي( )N Z G⊆.  
|ترين عدد اولي باشد كـه  كوچك pگروهي متناهي و Gفرض كنيد  -22 |G  شـمارد را مـي .

Hنشان دهيد كه هر زيرگروه  G≤ با انديسp درG نرمال است.  
}باشد به طوري كـه   Gزيرگروهي نرمال از گروه Nفرض كنيد -23 }N G e′∩ ثابـت  . =

)كنيد كه  )N Z G⊆  و نتيجه بگيريد كه( )( )G Z GZ
N N

=.  

1، وGزيرگروه نرمال Nگروه، Gفرض كنيد كه  - 24 2,M M G≤ شاملN    باشـند بـه

1طوري كه  2M M
N N

1ثابت كنيد كه . = 2M M=.  

  .نرمال باشند آن هايي زيرگروهمثالي از يك گروه ناآبلي ارايه دهيد كه همه - 25
aباشـد و  Gزيرگروهي نرمال در گروه  Nفرض كنيد -26 G∈ .    ينشـان دهيـد كـه مرتبـه

aN )به عنوان عضوي از گروه/G N (ي مرتبهa شماردرا مي.  
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Gفـــرض كنيـــد كـــه  )الـــف(  a= < d|، باشـــد nي گروهـــي دوري از مرتبـــه < n و ،
dH a= < G/هاي گروه خارج قسمتي زيرگروههمه. < H را تعيين كنيد.  

6Hو [36را براي  )الف(بند حكم  )ب( = <   .بررسي كنيد <

ــد  -27 ــرض كنيـ ــروه،  Gفـ H,گـ K G≤و ،K  ــد ــاهي باشـ ــه . متنـ ــد كـ ــت كنيـ ثابـ
[ , ] {[ , ] | , }H K h k h H k K= ∈ )اگر و تنها اگر  است Kزيرگروه ∋ )GH N K⊆.  

H,گروه، Gفرض كنيد -28 K G≤و ،H K⊆ .ثابت كنيد كه[ , ]K G H≤ اگر و 

)تنها اگر  / )K Z G H
H

⊆.  

]گروه و  Gفرض كنيد -29 , ( )]G Z G n= .نشان دهيد كهG 2داراي حداكثرn گر تعويض
  . متمايز است

نشان دهيـد كـه   . باشد mي متناهياز مرتبه Gزيرگروه مشتق ′Gگروه و Gفرض كنيد -30
  .است Gمزدوج متمايز در mداراي حداكثر Gهر عضو

  ثابت كنيد كه. گروهي آبلي باشد Aگروهي دلخواه و Gنيدفرض ك -31

G:اگر  )الف( Aϕ Gهمريختي باشد آنگاه  → Kerϕ′ ⊆.  

) )ب( , ) ( / , )Hom G A Hom G G A′≅.  

نشان دهيد كـه  . است pqيگروهي ناآبلي از مرتبه Gاعدادي اول و qو  pفرض كنيد  -32
  .بديهي است Gمركز 

Hگروه است و  Gفرض كنيد -33 G≤ . يهسته نشان دهيد كهH درGيعني ،  

1( )G
g G

Cor H gHg −

∈

= ∩  

  .است Hمشمول در Gترين زيرگروه نرمال دربزرگ
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  هاهمريختياساسي هاي قضيه   9.2

آشـنا شـديم و برخـي از     5.1هاي جامع جبـري در بخـش   هاي دستگاهريختيها و يكبا همريختي
 ـارا ايـن بخـش   هـاي هـدف يكي از . ها در اين فصل ديديمرا در رابطه با گروهها آن يهاويژگي  يهئ
 يقضـيه  در حالـت كلـي آن   كـه  ،ها اسـت گروه متداولبه زبان  هااساسي همريختي يقضيهاثبات 
 ريختـي يكدوم و سوم هاي ، و همچنين اثبات قضيهجبري داده شدجامع هاي براي دستگاه 8.7.1

سـه   ي بسيار جالـب و مهـم در مـورد ارتبـاط بـين     هااين قضيه. داديم 7.1كه قول آن را در بخش 
و همريختـي   خـارج قسـمتي،   ، گـروه )هسـتند  هـا همنهشتي در تناظر باكه (نرمال  زيرگروهمفهوم 
هـاي نرمـال تحـت    ي حفـظ و انعكـاس زيرگـروه   ي زيـر را در بـاره  قضـيه ابتـدا  از ايـن رو،  . هستند

  .آوريمها ميهمريختي

1فرض كنيم   .قضيه  1.9.2 2: G Gϕ   در اين صورت،. ها باشدهمريختي گروه →

  يعني، . كندهاي نرمال را تا نگاره حفظ ميزيرگروه ϕهمريختي -1

1| ( ) | ( )N G N Im Gϕ ϕ ϕ≤ ⇒ ≤ =  

  يعني، . كندهاي نرمال را منعكس ميزيرگروه ϕهمريختي -2

1
2 1| ( ) ( ) |K G K K Gϕ ϕ−≤ ⇒ = ≤

H  

     اثبات

  :ي زير را بيان كنيددليل هر مرحله. دانشجويان معمولاً در اثبات اين بند مشكلي ندارند  -1

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

g n g g n g
g ng N

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −

−

=

= ∈
  

)1همان طور كه در اثبات زيرگـروه بـودن   -2 )Kϕ−  مبتـديان  نيـز گفتـيم،     3.5.2ي قضـيه در
البته يقيناً تا بحـال اي مشـكل احتمـالي حـل شـده      ( ي معكوس اندكي مشكل دارندگاهي با نگاره

  براي اثبات نرمال بودن، بايد نشان دهيم كه. )است

1
1( ) ( ( )) ( )g G a K g ag Kϕ ϕ−∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈

H H  

)1بايد نشان دهـيم كـه  ي معكوس، بنابر تعريف نگاره يعني، )g ag Kϕ − در Kولـي، چـون  . ∋
2G نرمال است و( )a Kϕ   ،)ي زير را توضيح دهيددليل هر مرحله( داريم )چرا؟( ∋
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1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g ag g a g g a g Kϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −= = ∈  

1بنابراين 
1( ) ( ) |K K Gϕ ϕ− = ≤

H.       

مفهـوم  اين . ها داريمهاي بين گروهي همريختيهستهي كار، نياز به معرفي مفهوم ادامهبراي      
f:هـاي  را براي  همريختي A B→   بـه صـورت     6.7.1در جبـري  كلـي  هـاي  بـين دسـتگاه

{( , ) | ( ) ( )}f fK a a A A f a f a′ ′= = ∈ ×   ، يعني∽=

( ) ( )fa a f a f a′ ′⇔ =∼  

هـا معـادل بـا    در مورد گروهاين تعريف كه بيان كرديم بدون اثبات  12.7.1 بحثو در تعريف كرديم
    .تعريف زير است

 عضـو همـاني گـروه      هـا و همريختي گروه فرض كنيم  .تعريف  2.9.2
  ، يعني،تحت ي معكوسدر اين صورت، نگاره. باشد

   
1( ) ( ) { | ( ) }B B Bf e f e a A f a e− = = ∈ =

H
  

   
  .ناميممي) fيهستهو كمي بعد، ( يخانهپوچ)  فعلاً(را 
  
هـا،  حلقـه همچنـين بـراي   (هـا  ي همريختـي گـروه  خانهپوچچطور دو مفهوم به ظاهر متفاوت      

  .لم زير را ببينيد ؟معادل هستند يهستهو ) هاي برداريها، و فضامدول
   

و  يهسـته در ايـن صـورت،   . ها باشـد همريختي گروه فرض كنيم .لم  3.9.2
  به اين معني كه، . كننديكديگر را كاملاً مشخص مييخانه پوچ

fهسته ارزيي همتحت رابطه  ،ي شامل عضو همانيرده -1 fK=∼ ، يخانهپوچبرابر با 
  :است

1( ) ( ) [ ]
fB B Af e f e e− = = ∼

H
 

 يعني. كندرا كاملاً مشخص مي يهسته يخانهپوچ -2

 
1 1( )f Ba a a a f e− −′ ′⇔ ∗ ∈∼  

هـاي جبـري   شويم كه اين احكام براي چـه دسـتگاه  با كمي دقت به اثبات لم، متوجه مي  .اثبات
  .توانند برقرار باشندمي

:f A B→BeB

Bef

f

f

:f A B→f
f

Aef

ff
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 ، داريم)چرا؟( ، يعني،كندعضو هماني را حفظ مي چون -1

 
1( ) ( )

( ) ( )

[ ]
f

B B

A

f A

A

a f e f a e
f a f e
a e

a e

−∈ ⇔ =
⇔ =
⇔

⇔ ∈ ∼

∼  

 
-هر عضو گروه داراي وارون است و همريختيچون ) تر توجه كنيدبه اين قسمت بيش( -2

 كند، داريم ها را حفظ ميوارون

 

1

1

1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

f

B

B

B

B

aK a f a f a

f a f a e

f a f a e

f a a e

a a f e

−

−

−

− −

′ ′⇔ =

′⇔ ∗ =

′⇔ ∗ =

′⇔ ∗ =

′⇔ ∗ ∈

 

  
هـا  ي همريختي گروهخانهپوچرا براي  هستهي دانان اغلب واژهي بالا، رياضيبا توجه به قضيه     

همچنـين، از  ! اسـتفاده كـرديم   خانهپوچي از واژه موقتاًبرند، و ما كار ميبه )  هامدولو ها، حلقه(
ي هسته يا پـوچ خانـه  نرمال  زيرگروهرا براي  )Kerfيا( fKي همنهشتيرابطه اين پس نماد

. آيـد نيز پيش نمي، و اشتباهي بريمبه كار مينيز ) 3ها در فصل و حلقه(ها بين گروه fهمريختي
  . ي مهم و طبيعي زير را بسيار به كار خواهيم بردقضيه

  
N|فرض كنيم  .قضيه  4.9.2 G≤ .هـا  گروهي در اين صورت، تابع طبيعي زير همريختي پوشا
  :است

: /G G N
x xN

γ →
6

  

G/اين است كه عمل دوتايي روي جالبي نكته  .اثبات N    طوري تعريف شده است كـه ايـن
  كه توجه كنيد. تابع طبيعي همريختي شود

( ) ( )( ) ( ) ( )ab abN aN bN a bγ γ γ= = =  

  .روشن است γپوشا بودن 

f( )A Bf e e=

f
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  .است 7.7.1 و  9.1.مهاي  لم زير همتاي لم     

1فرض كنيم   .لم  5.9.2 2: G Gϕ   در اين  صورت،. همريختي گروهي باشد →
   .نرمال است 1Gدر  ϕيهسته  -1
 .است  1Gي با دامنه ي يك همريختيهسته 1Gهر زيرگروه نرمال  بر عكس،   -2
}1يك به يك است اگر و تنها اگر ϕهمريختي -3 }K eϕ = .  

  
     اثبات 

)2كنيم كه توجه مي   -1 )K eϕ ϕ= H  2و{ }e  2درG  ي قضـيه  2بنـد  حـال،  . هسـتند نرمال
ي ، بـدون اسـتفاده از قضـيه   حكم را به طور مسـتقيم  خوبي است كه تمرين. (را به كار ببريد 1.9.2
 .)نيز اثبات كنيد ،1.9.2

N|فرض كنيم  -2 G≤ .كنيم كهادعا ميN ي همريختي طبيعـي  هسته: /G G Nγ → 
 :)اثبات زير را توضيح دهيد مراحل(است 

/( ) G Nx K x e xN N x Nγ γ∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ ∈ 

}1فرض كنيم  -3 }K eϕ  :زير توضيح دهيدرا در  ϕاثبات يك به يك بودن مراحل . =
 

1
2

1
2

1
2

1
1

1
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

{ }

a b a b e

a b e

ab e

ab K e

ab e
a b

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

−

−

−

−

−

= ⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ ∈ =

⇒ =
⇒ =

  

}1حال، مراحل اثبات . باشديك به يك  ϕبر عكس، فرض كنيم       }K eϕ را در زير توضيح  =
  :دهيد

2

1

1

( )

( ) ( )

x K x e
x e

x e

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∈ ⇒ =

⇒ =
⇒ =

  

ي زيرگـروه نرمـال و هسـته    دو مفهـوم كـه  گـوييم  ، ميلم بالا  2و  1هاي بندبا توجه به      
كند كـه  نيز بيان مي هاي گروههاي اساسي همريختيقضيه  !ها اساساً يكسان هستندهمريختي
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ايـن قضـيه    !پوشا وجود ندارد هايهاي خارج قسمتي و همريختيتفاوتي اساسي بين گروه
  .است 6.7.1ي اساسي همتاي قضيه

1 فرض كنيم  .)هاگروهاساسي همريختي ي(قضيه  6.9.2 2: G Gϕ  همريختي گروهي →
 در اين  صورت، . باشد ي آنهسته Kϕو

  
1 1/ ( )G K Gϕ ϕ≅  

 
1پوشا باشد آنگاه  ϕبه ويژه، اگر  2/G K Gϕ ≅.  

  
 يديم كه تابع د 10.1.مي در اثبات قضيه  .اثبات

  
1 1: / ( )

( )
G K G

xK x
ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

→

6
  

  
كافي است ثابـت كنـيم   . )اثبات را در اينجا بنويسيد( است پوشا، و يك به يك، تعريفخوش

مراحل . شودميانجام راحتي  به  8.7.1مانند حالت كلي كه آن نيز گروهي است،  همريختي ϕكه
 :اثبات زير را توضيح دهيد

  
[( )( )] ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

aK bK abK

ab a b
aK bK

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

=

= =
=

  

  
1بنابراين،  1/ ( )G K Gϕ ϕ≅ . آخر قضيه روشن استحكم.  

  
  بحث در كلاس  7.9.2

ϕ، يعنيپذير استدهد كه نمودار زير تعويضنشان ميي اساسي اثبات قضيه  -1 γ ϕ=D: 
 

1 1 2

1

( )

/

iG G G

G K

ϕ

ϕ

ϕ
γ ϕ

⎯⎯→ ⎯⎯→
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بـا ويژگـي    ϕپـذير اسـت،  پوشـا و در نتيجـه از راسـت حـذف     γكنـيم كـه چـون   توجه مـي   -2
ϕ γ ϕ=D چطور؟ .منحصر به فرد است  

ريخـت هسـتند،   هـا يـك  هاي آنبرابر و نگاره γو  ϕهاي چون دامنهپوشا باشد آنگاه،  ϕاگر -3
يكسـان اسـت، و ايـن     γاساساً با يك همريختي طبيعي پوشا  ϕ گوييم كه هر همريختي پوشامي

 !دهدرا نشان مي γهاي طبيعيمطلب اهميت همريختي
 . بار ديگر ببينيدرا يك 11.7.1هاي داده شده در بحث مثال  -4

) خطي عام ديديم كه تابع دترمينان از گروه ضربي 2.5.2بحث  )ت(5 در بند - 5 , )GL n به  \
)گروه ضربي اعداد حقيقي  ; )∗ همچنـين   چطـور؟  .اين همريختي پوشا است. همريختي است \⋅

 ي آن برابر است باهسته

det { ( , ) | det 1}
( , )

K A GL n A
SL n

= ∈ =
=

\
\

  

  ها، ي اساسي همريختي گروهدر نتيجه، بنابر قضيه

( , ) / ( , )GL n SL n ∗≅\ \ \.  

برخـي  . فصـل اسـت   پايان بخش ايني اساسي هستند قضيه با ي مهم ديگر كه مشابهدو قضيه     
آوريم، دومـين  اي را كه مياز اين رو دو قضيه. نامندريختي ميي يكي اساسي را اولين قضيهقضيه

نيـز   هـايي اسـت كـه مربـوط بـه آن قضـيه      براي بيان هر يك نياز به آوردن لم. ناميمو سومين مي
كار داريم و نيـاز   و ها سراز مجموعه شكلمت ايكنيم كه در اينجا اغلب با مجموعهتكرار مي .هستند

  .  ي استبه توجه بيشتر

N|زيرگروه آن باشند به طـوري كـه   H،Nو گروه Gفرض كنيم  .لم  8.9.2 G≤ .  در ايـن
  صورت،

Hاشتراك  -1 N∩ گروهدرG و در نتيجه درH نيز نرمال است.  

N|است و  Gزيرگروه -2 HN≤. 

HN|آنگاه  ،نرمال باشد Gنيز در Hاگر  -3 G≤  .  

  .    را ببينيد 8.2بخش  9 تمرين  .اثبات

HN/لم بـالا، گـروه خـارج قسـمتي      2با توجه به بند  . بحث در كلاس  9.9.2 N   وجـود
شـايد  . ريخـت اسـت  كند كه اين گروه با چه گروهـي يـك  ريختي بيان ميي يكدومين قضيه. دارد

  ! ريخت استيك Hاز صورت و مخرج،  با  Nبگوييد، با حذف

HN
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N|باشـند و  Gزيرگـروه  NوH فرض كنيم  .)يكريختي دوم ي(قضيه  10.9.2 G≤ . در
  اين صورت،

HN H
N H N

≅
∩

  

بـراي ايـن    دو روش اثبـات اي را از خلاصه. اثبات اين قضيه برايتان چندان مشكل نيست  .اثبات
  .بردي اساسي را به كار ميقضيهتر است و فنيروش اول . آوريممي قضيه

  :كه تابع زير همريختي پوشا استتوانيد نشان دهيد ابتدا به آساني مي :روش اول

: HNH
N

h heN hN

Φ →

=6
  

HN/هماني گروهعضو  Nكنيم كهيادآوري مي(كنيم ي آن را محاسبه ميحال هسته N است. 
  ):را توضيح دهيدزير مراحل 

/{ | ( ) }
{ | }
{ | }

HN NK h H h e
h H hN N
h H h N H N

Φ = ∈ Φ =
= ∈ =
= ∈ ∈ = ∩

  

/ي اساسي،گوييم كه بنابر قضيهميسرانجام  /H K HN NΦ   ، يعني≅

H HN
H N N

≅
∩

  

  :تعريف، همريختي، و دوسويي استدهيد كه تابع زير خوش نشان) اختياري( :روش دوم

:

( )

H HN
H N N
h H N heN hN

Ψ →
∩

∩ =6
  

1براي :توضيح دهيد ،آوريمكه در زير مي ،تعريفي رامراحل اثبات خوش 2,h h H∈، داريم  

1
1 2 2 1

1
2 1

1 2

( ) ( )h H N h H N h h H N

h h N
h N h N

−

−

∩ = ∩ ⇒ ∈ ∩

⇒ ∈
⇒ =
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  .گذاريممي عزيزانشما  يعهده ي اثبات را به عنوان تمرين بهبقيه 

  ريختي، داريمي دوم يكبنابر قضيه . بحث در كلاس  11.9.2

4 4 6
4 6 6

+
≅

∩
] ] ]

] ] ]
  

4يعني،  /12 2 / 6≅] ] ] ].  

G/ي خارج قسمت گروه خارج قسمتيريختي در بارهي سوم يكقضيه      N قضيهابتدا . است-
G/هاي نرمالها  و زيرگروهمهم زير را ببينيد كه شكل زيرگروه ي N  ايـن  . كنـد را مشخص مـي

دهـد كـه   اين قضيه نشان مي .نامندمي نيز ريختيي چهارم يكقضيه يا ي تناظرقضيهقضيه را 
ــاظري  ــوييتن ــه دوس ــين مجموع ــروهب ــاي ي زيرگ ــروهه ــمتي گ ــارج قس G/خ N ــي ، يعن
( / )Sub G N ،هايو زيرگروهG كه شاملN هستند، يعني{ | }H G N H≤ ، وجود ⊇

گروه خارج قسـمتي  نرمالهاي ي زيرگروهبين مجموعه دوسوييتناظري به همين صورت،  .دارد
/G N يعنــي ،( / )Nor G Nــالهــاي ، و زيرگــروه هســتند، يعنــي Nكــه شــاملGنرم

{ | | }H G N H≤    .  ، وجود دارد⊇

در ايـن  . باشـد  Gزيرگـروه نرمـال   Nگروه و Gفرض كنيم. )ي تناظرقضيه( قضيه 12.9.2
   صورت،

G/زيرگروه -1 N است اگر و تنها اگر/H N=T كه در آنN H G≤ ≤.  

G/زيرگروه نرمال -2 N است اگر و تنها اگر/H N=T  كه در آن| |N H G≤ ≤ . 

هايي از آن را بـراي آمـوزش   ، جزييات قسمتچندان مشكل نيست اين قضيه ثباتگر چه اا . اثبات
  .آوريممي

Nكنيمميفرض  ابتدا )الف(-1 H G≤ H/دهـيم كـه  و نشان مـي  ≥ N  زيرگـروه/G N 
G/روشن است كه عضو هماني گروه. است Nيعني ،eN N=متعلق به ،/H N   است، زيـرا

e H∈ . حال، فرض كنيم, /xN yN H N∈كه در آن ،,x y H∈ . 1چـونxy H− ∈ ،
  پس

1 1 1( )( ) ( )( ) /xN yN xN y N xy N H N− − −= = ∈  

G/زيرگروه Tبرعكس، فرض كنيم) ب(      N كنـيم كـه  توجه مي(. باشدT  اي از مجموعـه
وجود دارد كه شامل Gاز گروه Hكنيم كه زيرگروهادعا مي). است aNهاي به صورتمجموعه

T

T
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N ــت و /اســ { | }H N hN h H= = ∈T .    ــون ــه چــ ــد كــ ــي زنيــ ــدس مــ حــ
{ , , }aN bN= …T،H يكدام زيرمجموعهG  ايـد،  ممكن است باشد؟ درست حـدس زده
  : Tاجتماع عضوهاي 

{ | }

aN

H a G aN
aN

∈

= ∈ ∈

= =∪ ∪
T

T

T  

توجه كنيد كه، پـس از اثبـات زيرگـروه بـودن     ( .حال به راحتي مي توانيد ادعاي بالا را اثبات كنيد
H درG وN H⊆روشن است كه چون ،N درG    تـر  نرمال است، پـس در جـاي كوچـك
H نيز نرمال است  .(   

 نرمال Gدر Hبايد نشان دهيم كه اگر )الف(در قسمت . است 1اثبات اين حكم مشابه حكم  -2
H/باشد، آنگاه N در/G N هـر  براي اثبات اين مطلـب، توجـه كنيـد كـه بـراي     . نرمال است 

x G∈ هر وh H∈1، داريمxhx H−   و در نتيجه ∋

1 1 1( )( )( ) ( )( )( ) ( ) /xN hN xN xN hN x N xhx N H N− − −= = ∈  

G/نرمال زيرگروه Tبايد اثبات كنيم كه اگر )ب(در قسمت  برعكس،      N آنگاه باشد ،  

{ | }H a G aN= ∈ ∈T  

xكنـيم  بـراي اثبـات ايـن مطلـب، فـرض مـي       .نرمال است Gدر G∈ وa H∈  و در نتيجـه ،
aN ∈T .،بنابر نرمال بودن در اين صورتT در/G Nداريم ،  

1 1 1( )( )( ) ( )xN aN xN xax N xax H− − −∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈T T  

   . و بنابراين قضيه اثبات شده است

اشند به ب Gهايي نرمال اززيرگروه Nو Hفرض كنيم  .)يكريختي ومس( قضيه  13.9.2
Nطوري كه  H⊆ .،در اين صورت  

/ /
/

G N G H
H N

≅  

G/هـاي خـارج قسـمتي    ، گـروه Gدر  Nو  Hبا توجه به نرمال بودن  ،ابتدا. اثبات H  و
/G N 12.9.2ي تنـاظر  همچنين، با توجـه بـه قضـيه   . با معني هستند ،/H N  در/G N 
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/نرمال، و در نتيجه گروه خارج قسمتي 
/

G N
H N

نيز بـا معنـي، والبتـه هـر عضـو آن بـه صـورت          

( )( / )gN H N است .  

  .توان اثبات كردريختي، قضيه را به دو صورت زير ميي دوم يكحال، مشابه اثبات قضيه     

  ابتدا نشان دهيد كه تابع :روش اول

: / /G N G H
gN gH

ϕ →
6

  

  حال توضيح دهيد كه. تعريف، همريختي، و پوشا استخوش

/{ / | ( ) 0 }
{ | } /

G HKer gN G N gN gH H
gN g H H N

ϕ ϕ= ∈ = = =
= ∈ =

  

  . ها را به كار ببريدي اساسي همريختيدر پايان، قضيه

  : نشان دهيد كه تابع زير يك همريختي دوسويي است :روش دوم

/: /
/

( )( / )

G N G H
H N
gN H N gH

ψ →

6
  

  :را در زير توضيح و بقيه اثبات را ارائه دهيد ψتعريفي اثبات خوش

1
1 2 1 2

1
1 2

1
1 2

1 2

( )( / ) ( )( / ) ( )( ) /

( ) /

g N H N g N H N g N g N H N

g g N H N

g g H
g H g H

−

−

−

= ⇒ ∈

⇒ ∈

⇒ ∈
⇒ =

  

مقسوم عليهي بجز  pكنيم كه هر عدد اوليادآوري مي )اختياري( .هاي سادهگروه  14.9.2
 [ )نرمـال ( هيچ زيرگروهيكي اين است كه ها، به زبان گروهدو تعبير اين واقعيت از . ندارد pو 1

/كـه بـا   ( [p، و ديگري اينكه گروهشودرا شامل نمي[pگروه [pو [بجز  p] -يـك  [

بيان همتاي اين مفـاهيم بـراي   قبل از . و خودش ندارد {0}بجز )  نرمال(زيرگروهي ) ريخت است
تـا زيربنـاي    يادآوري 1از فصل  هاي جامع جبريها را براي دستگاههاي دلخواه، حالت كلي آنگروه

  .باشيد اين مفاهيم را بياموزيد و خودتان هنگام نياز سازنده
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در ايـن  . باشـد  Aاي همنهشـتي روي دسـتگاه جبـري   رابطـه  θفرض كنـيم   .تعريف  15.9.2
   صورت،

)گـوييم اگـر  مي Aروي  ماكسيمال ي همنهشتيرابطهرا  θيرابطه -1 )A Aθ ≠ ∇ = و  ×
ي همنهشتيبراي هر رابطه يعني، .را شامل نشود θيرابطه θو ∇ي همنهشتي بجز هيچ رابطه

 ،Aروي ∽

θ θ⊆ ⊆∇ ⇒ = ∨ =∇∼ ∼ ∼ 

Aهاي همنهشـتي روي تنها رابطه ∇و Δگوييم اگر مي سادهرا  Aدستگاه جبري نابديهي -2
)باشند؛ يعني،  ) { , }Con A = Δ ∇  . 

به راحتي هاي همنهشتي هستند، هاي نرمال همتاي رابطهها، زيرگروهتوجه به اينكه در گروهبا      
 .بيان كنيدبه صورت زير ها براي گروهرا  مفاهيمتعبير اين توانيد مي

  در اين صورت،. است Gزيرگروه نرمال گروه Mفرض كنيد  .تعريف  16.9.2

1-M ماكسيمال را زيرگروه نرمالG اگرگوييم ميM G≠   و هيچ زيرگـروه نرمـالي ازG ،
  ،Gاز  Hبراي هر زيرگروه نرماليعني، . آن را شامل نشود Mو Gبجز

  

}و  Gگوييم اگرمي سادهرا  Gگروه نابديهي -2 }e يعنـي،   .هاي نرمال آن باشـند تنها زيرگروه
( ) {{ }, }Nor G e G=.  

  بحث در كلاس  17.9.2

0توجه كنيد كه هر سـه گـروه   . نرمال ماكسيمال است 3Sدر 3Aزيرگروه متناوب -1 1{ , }ρ μ،
0 2{ , }ρ μ،0 3{ , }ρ μ  3درS  هـر   چطـور؟  .ماكسيمال نيسـتند  نرمالماكسيمال هستند ولي

}سه گروه  , }e a،{ , }e bو ،{ , }e c  4زيرگروه نرمال ماكسيمال گروه كلاينK يادآوري ( هستند
 [p، زيرگـروه  pبراي هر عـدد اول  .)كنيم كه هر زيرگروه از يك گروه آبلي، نرمال نيز هستمي

روه گ ـ .نرمـال ماكسـيمال اسـت    [pدر هـر  {0}زيرگـروه  . نرمال ماكسـيمال اسـت   [در گروه 
( ;        چرا؟ .زيرگروه نرمال ماكسيمال ندارد _+(

زيرگـروه نرمـال ماكسـيمال    دهند كه يك گـروه ممكـن اسـت هـيچ     نشان مي 1هاي بند مثال  -2
دسـت كـم داراي يـك     Gولي، هر گروه متناهي نابديهي. داشته باشد ييا بيش از يكنداشته باشد 

ي به نتيجه Gروند زير را ادامه دهيد و از متناهي بودن: راهنمايي(. زيرگروه نرمال ماكسيمال است

M H G M H H G⊆ ⊆ ⇒ = ∨ =
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1اگر. مطلوب برسيد { }N e= درG   2نرمال ماكسيمال نباشد، زيرگـروه نرمـالN ازG   وجـود
1دارد به طوري كه  2N N G⊂ ⊂(.   

روشن است كـه  . )چرا؟( اول باشد nساده است اگر و تنها اگر  [nلاگرانژ،گروه  يبنابر قضيه  -3
1nساده نيست؛ زيرا، براي هر عدد طبيعي  [گروه ≠ ،n]   در . اسـت  [يك زيرگـروه نرمـال

 Gزيرا، چون .باشد [pدوري و يكريخت باساده است اگر و تنها اگر  Gواقع، گروه آبلي نابديهي
0gساده است، براي هر  G ،gدر ≠ G< > حـال،  . دوري اسـت  Gو در نتيجـه، ) چرا؟( =

Gچون ≅/ pG، پس )چرا؟( [ ≅     چرا؟. [
5nكنيم كه براي هر اين مطلب را اثبات نمي -4 ايـن   .ساده است nA) ناآبلي(، گروه متناوب ≤

ها ي بسيار مهم خود از آنهاي ساده بودند كه گالوا براي اثبات قضيههاي گروهها از اولين مثالگروه
ايـن   .ي گالوا خواهيد ديدي جالب گالوا را در درس بعدي جبر يا در درس نظريهقضيه. استفاده كرد

توان با فرمـولي  و بيشتر را لزوماً نمي 5ي هاي از درجهايهاي چندجملهكند كه ريشهقضيه بيان مي
2a2/مانند( راديكالي به دست آورد  4x b b ac= − ± ي ي درجـه هاي معادلهبراي ريشه −

2دوم 0ax bx c+ + =!(  
/ يخارج قسمتگروه ديديم كه  - 5 nn ≅] ] -قضيه .اول باشد nاست اگر و تنها اگر  ساده [

-تر گروهو جامعتر ي بيشمطالعه( .كندي پاياني اين بخش اين مطلب را در حالت كلي اثبات مي
 ).هاي ساده خارج از بحث اين كتاب و درس مباني جبر است

  

G/در اين صورت، گروه. است Gزيرگروه نرمال گروه Mفرض كنيم  .قضيه  18.9.2 M  

   .باشد Gزيرگروه نرمال ماكسيمال Mساده است اگر و تنها اگر 

  ، 12.9.2ي تناظر بنابر قضيه . اثبات

( / ) { ( ) | }Nor G M N Nor G M N≅ ∈ ⊆ 

G/از طرفي، M      ساده اسـت اگـر و تنهـا اگـر( / ) {{ }, / }Nor G M M G M= وM 
}است اگر و تنها اگر  Gزيرگروه نرمال ماكسيمال ( ) | } { , }N Nor G M N M G∈ ⊆ =

تمرين خوبي است كه قضيه را بـه طـور مسـتقيم نيـز      چطور؟ .كنداين مطالب قضيه را اثبات مي. 
   . اثبات كنيد
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  9.2 تمرين
  هستها نه تنها آموزنده است، لذت بخش نيز تلاش براي حل كردن تمرين

  اول دسته

2از گــروه  Kو Hي چــونيهــازيرگــروه -1 4G = ×] ــه طــوري كــه   [ بيابيــد ب
H K≅ ولي/ /G H G K≅/.  

2از گــروه  Kو Hي چــونيهــازيرگــروه -2 4G = ×] ــه طــوري كــه   [ بيابيــد ب
H K≅/  ولي/ /G H G K≅.  

)نشان دهيد كه  -3 ) / ( )Inn G G Z G≅ .  
نرمـال اسـت اگـر و تنهـا اگـر تحـت هـر         Gگـروه  در Nنشان دهيد كه زيرگـروه  -4

)خودريختي دروني )a Inn Gψ )يعني،. باشد) ناوردا(پايا  ∋ )a N Nψ ⊆. 
Gگروه و  Gفرض كنيد كه  - 5 HK= كه در آن ،, |H K G≤ .   ثابت كنيـد كـه

G G G
H K H K

≅ ×
∩

. 

f:گروهي متناهي و  Gفرض كنيد  -6 G H→ ثابت كنيد كه . همريختي باشد
| ( ) | | | |f G G.  

 دسته دوم

|نويسـيم و مـي  ،اسـت  مشخصهيا  ويژه Gدر Hگوييم كه زيرگروهمي -7
c

H G≤،  
ــراگــر تحــت  G:خــودريختي دلخــواه  ه Gϕ ــا  → ــاوردا(پاي باشــد؛ يعنــي، ) ن

( )H Hϕ . )چـرا؟ ( نرمال اسـت  Gروشن است كه هر زيرگروه مشخصه در . ⊇
 .نشان دهيد كه عكس اين مطلب لزوماً درست نيست

)نشان دهيد كه  -8 )Z G وG′ در گروهG مشخصه هستند. 

|گروه،  Gفرض كنيد   -9
c

N G≤ و ،|
c

H N≤ . تابت كنيد كه|
c

H G≤.  

N|گروه،  Gفرض كنيد  - 10 G≤ و|
c

H N≤ . ثابت كنيد كه|H G≤.  
ــد   -11 ــرض كني ــد و   Gف ــاهي باش ــي متن H|گروه G≤ .  ــر ــه اگ ــد ك ــان دهي نش

([ : ],| |) 1G H H |، آنگاه =
c

H G≤.  

,گروه،  Gفرض كنيد   -12 |
c

H K G≤ و ،G H K=   كهثابت كنيد . ×

( ) ( ) ( )Aut G Aut H Aut K≅ ×  
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f:گروه و  Gفرض كنيد   -13 G G→  2همريختي است به طوري كهf f=و
Im |f G≤ . ثابت كنيد كهImG f Kerf≅ ×.  

هـاي  زيرگـروه توليـد شـده توسـط تـرانهش      Hگـروه متقـارن و   nSفرض كنيـد    - 14
( , 1)i i 1باشد كه در آن  + 1i n≤ ≤ n/تعيين كنيد كه . − nHA A    بـا كـدام

  . ريخت استاي يكگروه شناخته شده
)يك گروه و  Gفرض كنيد   - 15 )G Z G′ aثابت كنيـد كـه بـراي هـر     . ⊇ G∈ ،

( ) |GC a G≤ و/ ( )GG C a با زيرگروهي ازG′ ريخت استيك .  
باشـد بـه    Nگوييم اگر داراي يك زيرگروه آبلـي نرمـال  مي شبه آبليرا  Gگروه  -16

G/طوري كه  N نيز آبلي است.  

  .مثالي از يك گروه شبه آبلي ارائه دهيد كه آبلي نباشد) الف(         

G:فرض كنيد )ب(           Kϕ نشان دهيد كه. شبه آبلي باشد Gيك همريختي پوشا و →
K نيز شبه آبلي است .  

1فرض كنيد  -17        2:f G G→    1يك همريختي بين گروه هـا اسـت و|H G≤ .  نشـان
|2دهيد كه اگر  :Hf H G→ 1ريختي باشد آنگاه يكG H Kerf≅ ×.   

f:فرض كنيد ) ي اساسي همريختيتعميم قضيه( -18 A B→ و:g A C→ 

  نشان دهيد كه. پوشا است gها باشند به طوري كه همريختي بين گروه

f:يعنـي، همريختـي   (شـود  تجزيه مـي  gاز طريق fهمريختي )الف( C B→    بـا ويژگـي
f f g= D اگر و تنها اگر ) وجود داردg fK K⊆.  

  .، در صورت وجود، منحصر به فرد استfهمريختي )ب(

gيك به يك است اگر و تنها اگر  fهمريختي )پ( fK K=.  

  .پوشا باشد fپوشا است اگر و تنها اگر fهمريختي )ت(

  .ها حالت خاص اين قضيه استي اساسي همريختي گروهقضيه )ث(
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 3فصل 
  هاحلقهآشنايي با 

  
تـري از آن را در ايـن   معرفي كرديم و قرار شد جزييـات بـيش   1مفهوم دستگاه جبري حلقه را در فصل 

-بسياري از ويژگي. هاي ديگر جبر ادامه خواهد يافتالبته اين بررسي در درس .مطرح كنيمكوتاه فصل 
هـاي جبـري   هايي هستند كه در حالت كلي دسـتگاه ، همتاي آنآوريمرا كه در اين فصل مي هاي حلقه

مفـاهيم  از از ايـن رو، از بيـان جزييـات برخـي      .بيان شدند 2ها در فصل و در حالت خاص گروه 1فصل 
  .پردازيمتر به مطالب جديد ميكنيم و بيشنظر ميتكراري صرف

 !خود را تمرين كنيد يي كسب شدههامهارتولي فرصت خوبي براي شما است كه 

  

  حلقه و زيرحلقه  1.3

و  [جبـري  هـاي  ويژگـي  بررسـي در  ، به ويژهدر قرن نوزدهم حلقه ساختار جبرينياز به معرفي      
 )ي فرمـا ، به ويژه در رابطه بـا آخـرين قضـيه   نظريه اعدادهاي پرسش پاسخگويي بهدر (ها ايچندجمله

ها انواع متعددي، همان طور كه گروه. در قرن بيستم حاصل شد در واقع مفهوم مجرد حلقهمطرح شد و 
هـاي  ويژگـي  و تعمـيم  هـا بـا مجـرد سـازي    حلقـه خاص ، دارند، انواع و از اين قبيل چون آبلي و دوري

ابتـدا   .دن ـآيبه دست مي ،هاآنجمع و ضرب همراه با دو عمل دوتايي معمولي ، اعدادجبري  هايدستگاه
 ويژگـي ديگـر  چنـد  در ايـن فصـل   كنيم و به مرور يادآوري مي 1حلقه را از فصل  متداولو  تعريف كلي

  . كنيمهايي خاص را معرفي ميافزاييم و حلقهرا مجرد سازي و به تعريف حلقه مياعداد ي حلقه

)جبري دستگاه  .تعريف  1.3.1 ; , )R + τ(2,2)از نـوع   ⋅  كـه ،همـراه بـا دو عمـل دوتايي   (را  =
  گوييم اگرمي حلقه) دهيمنشان مي نماد ضربو ديگري را با  نماد جمعيكي را با  معمولاً
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)دستگاه جبري    )1ح( ; )R   باشد، گروه آبلي +
)دستگاه جبري)  ٢ح( ; )R    باشد،) پذيري شركتگروهواره( گروهنيم ⋅
,براي هر)  3ح( ,x y z R∈ ،برقرار باشند) جمعروي  ضرب( پذيريتوزيعهاي اتحاد:  

( ) , ( )x y z x y x z y z x y x z x⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅  
  

  بحث در كلاس  2.1.3

x.براي راحتي كار، به جاي از اين پس، -1 y نويسيمميxy.  بيـان   2همچنين، مطابق آنچه در فصل
)شد، عضو خنثي گروه آبلي  ; )R xي هرو قرينه 0را با  + R∈  را باx− دهيمنشان مي  .  

ي هـاي اوليـه  ايـم كـه مثـال   جمع و ضرب نشان داده هاينمادهاي دوتايي حلقه را از اين رو با عمل -2
اعـداد  جمـع و ضـرب معمـولي    هـاي  عمـل همراه با  ^، و\،_،[هاي جبري اعدادحلقه، دستگاه

  .هستند
هـاي خـوبي از   آيند كه مثالهاي ديگري از اعداد به وجود مي، مجموعه2هاي اعداد بند از مجموعه -3

αbaعضوها به صـورت  ،هادر اين مثال. دهندتشكيل ميرا ها انواع حلقه  2αدر آن هسـتند كـه   +
  :به عنوان نمونه. اول است صحيح عددي

[ 2] { 2 | , }

[ 5] { 5 | , }

m n m n

a b a b

= + ∈

− = + − ∈

] ]

_ _
  

]2كنيم كه همچنين، توجه مي ] { | , , 1}i a bi a b i= = + ∈ = −^ \ ي اعداد مختلط حلقه \
]2و ] { | , , 1}i m ni m n i= + ∈ = −] به  ،شوديده مينام اعداد صحيح گاوسي يحلقه، كه [

  .ي اعداد كاربرد داردويژه در نظريه

R{0}تـك عضـوي   يروشن است كه مجموعـه  -4 ضـرب بـديهي   مـع و جهـاي  همـراه بـا عمـل    =
0 0 0+ 00و  =   .ناميممي ي صفرحلقهاين حلقه را . حلقه است =0

)هر گروه آبليتوانيد نشان دهيد كه به آساني مي -5 ; )R تـوان بـا   صـفر، را مـي  ، با عضـو خنثـي   +
  .به حلقه تبديل كرد زير تعريف عمل ضرب بديهي

( , ) 0a b R ab∀ ∈ =  
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)ياز آنجا كه در حلقه  .بحث در كلاس  3.1.3 ; , )R + )، دستگاه جبري⋅ ; )R گروهي آبلـي   +
)ولي ; )R افـزاييم بـه عمـل    مـي  حلقـه  هايي كه به تعريفويژگي بسياري ازصرفاً يك نيمگروه است،  ⋅

  براي مثال،. شودضرب حلقه مربوط مي
)اگر -1 ; )R  داريـك  و پذيري تعويضحلقههماني باشد، حلقه را عضو پذير و با گروهي تعويضنيم ⋅
اگـر  .دهـيم نشان مي 1Rيا 1را با نماد Rيحلقهناميم، زيرا معمولاً عضو هماني ضربي مي) داريكهيا (

{0}R 1 نگاهآ = 1و در غير اين صورت  =0 اگر موفق . سعي كنيد اين مطلب را اثبات كنيد( ≠0
  ).را ببينيد 4.1.3بحث  2نشديد، بند

-هايي تعويضبا جمع و ضرب معمولي، حلقه ^، \،_،[هاي اعداد روشن است كه مجموعه -2
  .هستنددار و يك پذير

)ي توانيمجموعه -3 )XP همراه با عمل تفاضل متقارنΔ )و عمل اشـتراك )جمعنماد  براي ،∩ 
و  Δپـذيري پذيري و تعويضهاي شركتويژگي .استدار يك و پذيراي تعويض، حلقه)ضربنماد  رايب(

هماني جمعي، و  ∅يمجموعه. را از درس مباني علوم رياضي به خاطر آوريد Δروي ∩پذيريتوزيع
)يمجموعــه )X X∈P  چــون  ي هــر عضــوهمچنــين، قرينــه. همــاني ضــربي ايــن حلقــه اســت

( )A X∈P عمل نسبت به(  در اين حلقه Δ (چطور؟. خودش است برابر با   

دار  و يـك پـذير  اي تعـويض ، حلقـه توابع، همراه با جمع و ضرب \Rي توابع حقيقي مقدارمجموعه -4
   :شوندزير تعريف مي اي،، به اصطلاح نقطهبه صورت حقيقي خاطر آوريد كه جمع و ضرب توابعبه . است

( )( ) ( ) ( ), ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x fg x f x g x+ = + =  

نقـش   1، و تـابع ثابـت   )عضو خنثي( هماني جمعيعضو تابع ثابت صفر نقش  روشن است كه همچنين،
رياضـي  اسـت كـه در درس   ي تـابع  ي هر عضو نيـز همـان قرينـه   قرينه. سترا دارا )يكه( هماني ضربي

  :ديديد عمومي

( )( ) ( )f x f x− = −  

)جبـري  هـاي دستگاه -5 ; , )n n n+ )و   [⋅ / ; , )n n n≡ + دار و يـك پـذير  تعـويض  هـايي حلقـه  [⋅
  .هستند

)به نمايش هاي حقيقي،با درايه ×nnهايي ماتريسمجموعه -6 )nM همراه با جمع و ضـرب   ،\
، و مـاتريس همـاني،   عضو خنثـي صفر ماتريس  .پذير نيستدار است كه تعويضاي يكحلقه ،هاماتريس
هـاي نظيـر در   ي درايـه آن قرينـه  هـاي ماتريس نيز ماتريسي است كه درايه ي هرقرينه. است عضو يكه

     .   ماتريس اوليه هستند
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دار يك كهحلقه است،  ها،، همراه با جمع و ضرب ماتريسهاي به صورت زير نيزي ماتريسمجموعه -7
 :پذير نيستيا تعويض

0
,

0
a

a
a

⎡ ⎤
∈⎢ ⎥

⎣ ⎦
\  

2هايايچندجملهي همه يمجموعه -8
0 1 2

n
na a x a x a x+ + + گويـا  (با ضرايب صـحيح   "+

اي ، حلقه)ايدي دبيرستان آموختهكه در دوره( هاايهمراه با جمع و ضرب معمولي چندجمله) يا حقيقي
  .پذير استدار و تعويضيك

هـا را از  دار سروكار دارند و از ايـن رو حلقـه  پذير و يكهاي تعوضدانان فقط با حلقهبرخي از رياضي -9
)صورت دستگاه جبري همان ابتدا به ; , ,1)R + البتـه، برخـي   . گيرنددر نظر مي، 1، با عمل صفرتايي⋅
 ،داريـك  يـا پذير تر، نه لزوماً تعويضهاي كليشوند و با حلقهدانان اين شرايط را قايل نميديگر از رياضي
، و در هاي ايران وجود دارنـد دانان در دانشگاهرياضي خوشبختانه هر دو نوع اين. سروكار دارند

  . شناخته شده هستندنيز ي جهاني جامعه

   بحث در كلاس  4.1.3
)يحلقهمعمولي هاي ويژگي اغلب -1 ; , )R + )بلـي آ مربوط بـه گـروه   ⋅ ; )R برخـي از ايـن   . اسـت  +

 :آوريممي 2از فصلرسند، ها طبيعي نيز به نظر ميكه برقراري آن ،ها راويژگي
aa )الف(  =−− )(  

)()()( )ب( baba −+−=+−  

)در گروه قوانين حذف از چپ و راست براي جمع حلقه روشن است كه  )پ( ; )R   .هستندبرقرار  +

bxaهـــايمعادلـــه )ت( bayو  += ) گـــروه در += ; )R جـــواب منحصـــر بـــه فـــرد  +
( )x y b a b a= = − = +   .دارندرا  −

m مضربنماد  )ث( x x x x⋅ = + + و تعميم آن بـه عـدد صـحيح     mعدد طبيعي براي ،را "+
m∈] ،به جاي ( آوريدها به خاطر از فصل گروهmx نمادm x⋅ حلقه ايم تا با ضرب را به كار برده

-يادآوري مـي . )كنيماستفاده مي mxساده تر البته اگر امكان اشتباه نباشد، از همان نماد. اشتباه نشود
m,برايكنيم كه،  n∈] داريم:  
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( )
( )
( ) ( )

m n a m a n a
m a b m a m b
m n a mn a

+ ⋅ = ⋅ + ⋅
⋅ + = ⋅ + ⋅
⋅ ⋅ = ⋅  

  :در هر حلقه برقرار هستندنيز هاي زير اتحاد -2

0اتحاد  )الف( 0 0a a= ضرب پذيري توزيعاتحاد به توانايي ( مراحل اثبات زير را توضيح دهيد .=
  :)توجه كنيدحلقه روي جمع آن 

0 (0 0) 0 0 0 0a a a a a= + = + ⇒ =  

 اتحاد )ب( ( ) ( ) ( )a b a b ab− = − =   :راحل اثبات زير را توضيح دهيدم  .−

0 0 ( ( )) ( ) ( ) ( )a a b b ab a b ab a b= = + − = + − ⇒ − = −  

 اتحاد )پ( ( )( )a b ab− − =.  

)با قرارداد   )ت( )a b a b− = +   داريمهاي زير را اتحاد، −

( ) , ( )a b c ab ac a b c ac bc− = − − = −  
)مضاربدر اينجا ارتباط  )ث( . )m a  يعني درگروه آبلي حلقهدر ،( ; )R -مي حلقه ضربرا با  ،+

  .بينيم

.( ) ( ) ( )m ab m a b a m b= ⋅ = ⋅  
  داريمپذيري، با استفاده از توزيععددي طبيعي باشد،  mبراي مثال، اگر

( )
( ) ( )

m ab ab ab ab
a a a b m a b

⋅ = + + +
= + + + = ⋅

"
"

  

) فرض كنيم  .تعريف  5.1.3 ; , ,1)R + aاگـر وارون ضـربي عضـو    . دار باشـد اي يكحلقه ⋅ R∈ 
يهـاي حلقـه  ي يكالمجموعه .ناميممينيز  يكال هادر حلقه را aپذيرنووار باشد، عضووجود داشته 

R  را با( )U R دهيمنشان مي.  

)فرض كنيم  .بحث در كلاس  6.1.3 ; , ,1)R +  در اين صورت،. دار استاي يكحلقه ⋅
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  .دهيمنشان مي a−1نماد آن را با و مطابق معمول )چرا؟( منحصر به فرد است يكالهر عضو وارون  -1
وهسـتند  پذير نيز وارون abو −1aپذير باشند، آنگاهوارون Rدر bو aاگركنيم كه يادآوري مي -2

1 1( )a a− −  و =
1 1 1( )ab b a− − )از اين رو،  .=− )U R  گروه استيك حلقه  عمل ضربتحت. 

حلقه اين است كـه، ماننـد آنچـه در مـورد      )هاييكال(پذير عضوهاي وارونهاي مهم يكي از ويژگي -3
از دو طرف يك تساوي حـذف   پذيري عمل ضرب،، به كمك شركتتوانها را مي، اين عضويديمها دگروه
 نشان دهيد كه. كرد

( , ) ( ( ))x y R u U R ux uy xu yu x y∀ ∈ ∈ = ∨ = ⇒ =  
 

-ي زيـر در بـاره ) هـا گروه 2 فصلدر به ويژه و ( 1فصل دركلي  ين اطلاعاتونكتا  .زيرحلقه  7.1.3 

دسـتگاه  يـك   يهـا دسـتگاه زير يهمـه  يمشـبكه با به ويژه، . به دست آورديم هاآن ها و اهميتدستگاه
توجـه   .كنـيم بيـان مـي  ها ي آنو مشبكهي زيرحلقه در اين بخش مطالبي را در باره. آشنا شديمي جبر
، يك عمل يكاني قرينه يـابي، و يـك عمـل    از دو عمل دوتاييدر واقع كنيم كه دستگاه جبري حلقه مي

زيرحلقه بايد نسـبت بـه    يردستگاه جبري،زپس، با توجه به تعريف كلي  .تشكيل شده است 0صفرتايي
و بـي   غلـط مصـطلح  بيان به (زيرحلقه را ،  هاگروه دادنبا الگو قرار ولي،  .بسته باشد هاعمل ي اينمهه

   .كنيمزير تعريف تر سادهبه صورت توانيم مي) ضرر
  

)ياز حلقـه  Sيمجموعهزير .تعريف  8.1.3 ; , )R + نويسـيم  ، و مـي گـوييم مـي  زيرحلقـه را  ⋅
S R≤، اگرS جمع و ضرب( نسبت به اعمال (R و با همان اعمال تشكيل يـك حلقـه    ،بسته باشد

   .دهد
  

  .هستند هافصل گروه  7.2.2و  6.2.2هاي قضيه ي زير همتايقضيه 3و  2هاي بند     
  

)فرض كنيم  .)هاي زيرحلقهمحك( قضيه 9.1.3 ; , )R + Sو حلقه است ⋅ R⊆.    در ايـن صـورت
 :است Rاز Sهر يك از احكام زير معادل با زيرحلقه بودن

1-S گروهزير+همراه با عمل جمع( ; )R )گروهزيرنيم ⋅همراه با عمل ضرب  و + ; )R   .باشد ⋅
2-0 S∈ و براي هر,a b S∈،, ,a a b ab S− + ∈.  
3-0 S∈ براي هر و,a b S∈،,a b ab S− ∈.  
   

هـا  آوريم تا اينكه شـما بـا كامـل كـردن آن    احكام را مي ني اياي از اثبات بسيار سادهخلاصه  .اثبات
باشد آنگاه  Rيزيرحلقه Sروشن است كه اگر. تمرين كنيد ،ايدهايي را كه تاكنون كسب كردهمهارت

برقرار باشـد آنگـاه شـرايط     1برعكس، اگر حكم  اين طور نيست؟. برقرار هستند 3، و2، 1هر سه حكم 
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درست  Rي عضوهايبراي همه )3ح(پذيري توزيع اتحادبرقرار هستند و تعريف حلقه  )2ح(و  )1ح(
 درست باشد، آنگاه 2اگر حكم  .نيز برقرار است Rاز Sياست، و در نتيجه براي عضوهاي زيرمجموعه

0از S∈ و,a a b S− +  Sد كــهيــنشــان ده )6.2.2ي مشـابه قضــيه (توانيــد بـه راحتــي مــي ، ∋
)گروه  ي اززيرگروه ; )R abواست،  + S∈ دهد كـه نشان مي( ; )S )گـروه  زيـرنيم  ⋅ ; )R  اسـت  ⋅

بـه   را  Sبا زيرحلقه بودن 3اثبات معادل بودن حكم  ).برقرار است؟ Sپذيري ضرب چطور درشركت(
   ). را با نماد گذاري جمعي ببينيد 7.2.2ي قضيه( گذاريمي شما ميعهده

  
   بحث در كلاس  10.1.3

دار باشـد، يـا   اي يـك دار، خـود حلقـه  اي يكحلقهيك ي اصراري نداريم كه زيرحلقهدر حالت كلي،  -1
هـاي  داناني كه تنها با حلقـه ولي، رياضي! ي مادر باشدي حلقهاش همان يكهدار است، يكهحتي اگر يك

از اين رو، براي . ي مادر متعلق به زيرحلقه باشدي حلقهكه يكه اصرار دارنديقيناً  دارنددار سروكار يك
2nرا براي  [nمثال،  قيديچنين  8.1.3ولي تعريف ! گيرنددر نظر نمي [يحلقهزيربه عنوان  ≤

       .شودقايل نمي را
  .زيرحلقه اثبات كنيد 9.1.3 هايتوانيد به كمك محكهاي زير را ميدرستي مثال 
≥كه روشن است -2 ≤ ≤] _ \ ^.       
n∈] ،nبراي هر -3 ≤] -را تعيين كنيد؟ البته كـه مـي   [هايي زيرحلقهتوانيد همهآيا مي. [

)كه هر زيرگروهدانيم مي 9.2.2بحث  6از بند . توانيد ; روشن و  ،است [nدوريگروه  به صورت [+(
 گيريم؟اي ميچه نتيجه. ها نسبت به ضرب نيز بسته هستندهاين مجموعكه است 

)يبـراي حلقـه   3ي بنـد نشان دهيد كه همتاي نتيجـه  -4 ; , )n n n+ يعنـي،   .نيـز درسـت اسـت    [⋅
nmالبته هك ،هستند [nmبه صورتنيز  [nهايزيرحلقه |.  

و مـتمم بسـته    ،كه نسبت به اشتراك، اجتماع Xهاياز زيرمجموعه Pچوني ناتهي هر مجموعه -5
)يحلقه اي ازباشد، زير حلقه ); , )X Δ ∩(P توانيم بنويسيمميتوجه كنيد كه  .است  

 
( ) ( )A B A B A B′ ′Δ = ∩ ∪ ∩  

 

)پيوستهتوابع حقيقي ي مجموعه -6 , )C \ . است \Rحقيقيي توابع همه يحلقه اي اززيرحلقه \
   ، براي مثال،ولي. هستندضرب توابع پيوسته، پيوسته و حاصل تفاضلزيرا 

  
{ | (0) 1}f f∈ =\\  

  چرا؟. نيست \Rيزيرحلقه
  ، يعني Rيحلقه) ضربي( مركزتوانيد نشان دهيد كه، به راحتي مي -7
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( ) { | ( ) }Z R x R r R xr rx= ∈ ∀ ∈ =  
)گاهي  .است Rيزيرحلقه )Z R  را باCentR دهيمنشان مي.   

8-[ ] [ ] [ ]i i i≤ ≤] _ \ .  
  هاي به صورتي ماتريسمجموعه -9

0
0
m

n
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  
m,كه در آن  n∈]2يحلقه اي ازيرحلقه، ز ( )M 2هاي متشكل از ماتريس، [ هاي با درايه ×2

برد ولي ي مادر را به ارث ميحلقه) ماتريس هماني(هماني ضربي عضو  ،اين زيرحلقه .استعدد صحيح، 
  هاي به صورت  ماتريس يمجموعههمچنين، ! پذير استمادر، تعويضي حلقهخلاف بر

0
,

0
a

a
a

⎡ ⎤
∈⎢ ⎥

⎣ ⎦
]  

  
2ييك زيرحلقه ( )M    !ي مادر به ارث نبرده استماتريس هماني را از حلقه است كه [

2يروشن است كه مجموعه -10 ( )M 2هاي متشكل از ماتريس ^ هاي مختلط همراه با با درايه ×2
  حال، فرض كنيم . حلقه استنيز يك ها جمع و ضرب ماتريس

  
1 0 0 0 1 0

, , ,
0 1 0 1 0 0

i i
I J K L JK

i i
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

  
  توانيد نشان دهيد كهدر اين صورت، به راحتي مي

   
{ | , , , }

| , , , }

H aI bJ cK dL a b c d

a bi c di
a b c d

c di a bi

= + + + ∈

⎧ + +⎡ ⎤
= ∈⎨⎢ ⎥− + −⎣ ⎦⎩

\

\
  

  
2يزيرحلقه ( )M گوينـد كـه   مـي . نـاميم مـي  هاي هميلـتن ي چهارگانحلقهاين حلقه را . است ^
 از  مشخصـــي گســـترشدنبـــال  بـــه ، كـــه ســـال طـــول كشـــيد تـــا هميلـــتن 15تـــا  10حـــدود

{ | , }a bi a b= + ∈^  هـاي هميلـتن  چهارگـان  يحلقـه ! پـي بـرد   به وجود ايـن حلقـه   بود، \
زيـرا، بـراي   . پذير نيسـت كنيم كه اين حلقه تعويضمي توجه. فيزيك داردعلم نيز در  خوب كاربردهايي

JKمثال KJ≠ .  
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  بحث در كلاس  11.1.3
هـا  اشـتراك زيرحلقـه  نشان دهيد كه توانيد به راحتي مي، )9.1.3ي قضيه( با استفاده از محك زيرحلقه

2براي مثـال،  . ها لزوماً زيرحلقه نيستولي اجتماع زيرحلقه .زيرحلقه است يك 3∪] يزيرحلقـه  [
يبراي هر حلقـه دهند كه مطالب زير نشان مي ديديم، 2و  1هاي مشابه آنچه در فصلولي . نيست [
Rي مرتب ، مجموعه( ( ); )Sub R   .اي كامل استمشبكه Rهايمتشكل از زيرحلقه ⊇
  

)فرض كنيم . تعريف  12.1.3 ; , )R + RXيك حلقه است و ⋅ هـاي  ي زيرحلقـه اشتراك همه. ⊇
گوييم مي Xي توليد شده اززيرحلقه ،است Xي شاملكه در واقع كوچكترين زيرحلقهرا،  Xشامل

>< و آن را با X دهيممي نشان.   
  

  بحث در كلاس 13.1.3
)ي مرتبمجموعه -1 ( ); )Sub R تشكيل يك مشبكه كامل  ،هامشابه حالت گروه ،زير با اعمال  ،⊇

   :دهدمي

i i i i

S T S T S T S T

S S S S

∧ = ∩ ∨ = < ∪ >

= = < >∧ ∨∩ ∪
 

 
Xباشـد، آنگـاه   Rيزيرحلقـه يـك  خـود   Xاز تعريف بالا روشـن اسـت كـه اگـر      -2 X< > = .

0همچنين، {0}<∅ > = < > =.  
nروشن است كه، 13.4.2ي نتيجهبا توجه به  -3 n< > =   و، [
 

( , )
, [ , ]

m n m n m n
m n m n m n

< > ∧ < > = < > ∩ < > =
< > ∨ < > = < > =

]
]  

  
2يدر حلقه -4 ( )M   .)را ببينيد 23تمرين (  ها، داريماز ماتريس [
  

1 0 0 0 0
, | ,

0 0 0 1 0
m

m n
n

⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎫
= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎭⎩
< > ]  

  
به  با توجه. ها به چه صورت هستندبراي حلقه و نتيجه هاي آن، 9.3.2 يحال ببينيم همتاي قضيه     

>Xيزنيد عضوهاي حلقهحدس مي، مها به دست آوردياي كه در مورد گروهتجربه به چه صـورت   <
   يعني،. Xهاي اعضايضرباز حاصلو تفاضلي مجموع  ،ايد؟ احتمالاً درست حدس زدهباشند
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)فرض كنيم  .قضيه  14.1.3 ; , )R + Xيك حلقه است و ⋅ R∅ ≠   ،در اين صورت .⊇

1 1
1

( ... ) : , , , ,...,
i i

n

i i ik i i i ik
i

X m x x n k m x x X
=

⎧ ⎫
< > = ⋅ ∈ ∈ ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ` ]  

xX}{به ويژه، اگر   آنگاه =

}
1

| ,
n

i
i i

i
X x m x n m

=

⎧
< > = < > = ∈ ∈⎨

⎩
∑ ` ]  

  
 Sرا بـا ي طـرف راسـت   مجموعـه كافي است كه  .آموختيم 2و  1فصل هاي  روش كار را در  .اثبات

ي اسـت  ايرحلقـه ز هـر در  مشمول ، وXشامل ،Rيزيرحلقه Sكه دثابت كنيد، سپس نشان دهي
0نتيجه بگيريد كه  Xابتدا از ناتهي بودن. را شامل شودXكه 0 x S= ⋅ بـراي هـر   همچنـين،  . ∋
Xx∈ ،1x x S= ⋅ عضـوي از   Sهر دو عضوسپس توجه كنيد كه تفاضل . [∋1، كه در آن∋
S دفرض كنيدر پايان، . استT ي ازانيز زيرحلقهR كه باشدX  در اين صـورت،  . شودميرا شامل

1و در نتيجه هر عبارت به صورت ∋Xxهر
1

( ... )
i

n

i i ik
i

m x x
=

  چرا؟. است Tنيز عضو ∑⋅

  

  1.3 تمرين
  هوشم نه چنان است          تلاشم آنچنان است

        
ــا كــدام زوج از عمــل -1 دســتگاه جبــري ،)بــراي ضــرب ∗2بــراي جمــع و ∗1( هــاي دوتــايي زيــرب

1 2( , , )∗  حلقه است؟ \∗
1) الف(       2( )r s r s∗ = +،2r s rs∗ =.  
1 )ب(       2r s rs∗ = ،2r s rs∗ =.  
1r ) پ(       s rs∗ = ،2

sr s r∗ =.  
)كنيد فرض -2 ; )A  Aگـروه  هـاي روي ريختـي ي دروني همـه مجموعه EndAو آبليگروهي  +
)كه نشان دهيد. باشد) Aبه Aهاي ازهمريختي( : , )EndA + Dجمـع و تركيـب توابـع    ، همراه با، 

 يعني

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ( ))

f g x f x g x
f g x f g x
+ = +

=D  
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  .پذير نيستتعويضدار است كه در حالت كلي اي يكحلقه

aكه به ازاي هرثابت كنيد . است ردااي يكحلقهRفرض كنيد  -3 R∈ ،( 1)a a− = −. 
 .كنيدكامل را  14.3.1ي  اثبات قضيه -4
CentRپذير است اگر و تنها اگرتعويض Rينشان دهيد كه حلقه - 5 R=. 
)كنيد فرض -6 , ,.)R )ثابت كنيد. يك حلقه است+ , , )R + a.ه در آن، ك ∗ b b a∗ يك نيز ، =

روشن اسـت  . دهيممي نشان) dRيا(opRناميم و با مي Rي دوگانحلقهي را اين حلقه. حلقه است
opRپذير باشد،تعويض Rكه اگر R=. 

a,براي هر  پذير است اگر و تنها اگرتعويض Rثابت كنيد كه. است حلقه Rض كنيدفر -7 b R∈، 
 

2 2 2( ) 2a b a ab b+ = + +  
  
a,براي هر  پذير است اگر و تنها اگرتعويض Rثابت كنيد كه. است حلقهRض كنيدفر -8 b R∈، 
 

2 2 ( )( )a b a b a b− = − +  
  

توجه كنيد كه
2 2( )( )a b a b a ab ba b− + = + − −.  

a,ثابت كنيد كه به ازاي هر. است پذيرتعويض ايحلقهRفرض كنيد -8 b R∈، داريم 
 

1

1
( ) nn n n m m n

m

n
a b a a b b

m
− −
=

⎛ ⎞
+ = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

  
  

2aنشان دهيد كه اگر. است ردااي يكحلقهRفرض كنيد -9 a= 1)2آنگاه ) 1a a− = −. 
2يزيرحلقه )ها(هاي زير كداماز مجموعه - 10 ( )M   است؟ [
 

| )الف(  ,
0 0
a b

S a b
⎧ ⎫⎡ ⎤

= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

].  

   )ب(
 

0 0
| ,T a b

a b
⎧ ⎫⎡ ⎤

= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

].  
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3نشان دهيد كه -11 3{ 2 4 : , }S a b c a b= + + هاي آيا عضو .است \يزيرحلقه [∋
 ناصفر اين حلقه نسبت به ضرب وارون دارند؟

aاســت و حلقــهRفــرض كنيــد -12 R∈ 2يعنــي، ( خودتــوان باشــدa a=( .نشــان دهيــد كــه
{ : }aRa ara r R= در كجـا   aخودتـوان بـودن   .ماني آن اسـت عضو ه aوRييك زيرحلقه∋

  شود؟استفاده مي
  ي   نشان دهيد كه مجموعه -13
  

: , , ,
a bi c di

S a b c d
c di a bi

⎧ + +⎡ ⎤ ⎫
= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎭⎩

^  

      
2يزيرحلقه ( )M   .است ^

aاست و حلقهRفرض كنيد - 14 R∈ .هاينشان دهيد كه هر يك از مجموعه 
 

{ : 0}S x R ax= ∈ }    و      = : 0}T x r xa= ∈ =  
  .استRيزيرحلقه

>3يزيرحلقه )الف( - 15  .مشخص كنيد [يرا در حلقه <
/1يزيرحلقه )ب( 2<   . مشخص كنيد \يرا در حلقه <

  
  دومدسته 

x,ثابت كنيد كه اگـر بـه ازاي هـر   . استدار اي يكحلقهR فرض كنيد  -16 y R∈    داشـته باشـيم

( )2 2 2xy x y= آنگاه ،Rدار بودن، ضـروري  با يك مثال نشان دهيدكه فرض يك. پذير استتعويض
  . است
aعضو .است حلقهRفرض كنيد -17 R∈  ناميم اگر عدد طبيعـي مي پوچتوانراn   وجـود داشـته    

0naباشد به طوري كه =. 
2عضوي پوچتوان در )الف( ( )M   .بيابيد [
دار و ي يـك ي عضوهاي پوچتوان يـك حلقـه  نشان دهيد كه مجموعهبا استفاده از محك زيرحلقه  )ب(

  ). را ببينيد 8تمرين ( .آن است يپذير، زيرحلقهتعويض
1ثابت كنيـد كـه   . باشد Rدارپذير و يكي تعويضعضوي پوچتوان در حلقه aفرض كنيد -18 a+ 

  .است و نتيجه بگيريد كه مجموع يك عضو يكه و يك عضو پوچتوان عضوي يكه است) يكه(وارون پذير 
ثابت كنيد كه هر عضـو خودتـوان در مركـز    . عضو پوچتوان ناصفر ندارد Rيفرض كنيد كه حلقه -19
R قرار دارد.  
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  :معادل هستندRيثابت كنيد كه شرايط زير در هر حلقه -20
  .داراي هيچ عضو پوچتوان ناصفر نيست R)الف(
rبراي هر ) ب( R∈ 2، اگر 0r 0rآنگاه  = =  .  

ي ي آن بـا يكـه  دار باشد كـه يكـه  يكنا صفر اي دار بيابيد كه داراي زيرحلقهاي يكمثالي از حلقه -21
 .متفاوت است حلقه

xاي دلخواه باشد وحلقهRفرض كنيد -22 R∈ . تنها يكثابت كنيد كه اگرa R∈  وجود داشته
xaباشد به طوري كه  a=آنگاه ،ax x= )به ويژه، اگرR  هماني راست باشدعضو تنها داراي يك( 

)كنيم كه توجه مي( .دار استاي يكحلقهR آنگاه )x a ax x x+ − = .(    
xباشد و داريكاي حلقهRرض كنيدف -23 R∈ . تنها يكثابت كنيد كه اگرy R∈  وجود داشته

xyxباشد به طوري كه  x=آنگاه ،x 0 كه اگـر  دتوجه كني( .تارونپذير اسوxr 0rآنگـاه   = = 
)زيرا )x y r x x+ )و yحال از يكتايي . = 1) 0x yx−      ).استفاده كنيد =

aثابت كنيد كه اگـر . دار و نامتناهي باشداي يكحلقه Rفرض كنيد -24 R∈    بـيش از يـك وارون
0فرض كنيـد ( .نهايت وارون راست استراست داشته باشد، آنگاه داراي بي { | 1}a A a aa′ ′∈ = = 

)0و سپس نشان دهيد كه تابع  ) 1f a a a a′ ′= −  ). يك به يك است ولي پوشا نيست Aروي  +
)فرض كنيد -25 ; , ,1)R +  دار بجـز ي يـك دستگاهي جبري باشد كه در تمـام شـرايط يـك حلقـه     ⋅

 عمل جمع نيز بايد تعويض پذير باشـد  ثابت كنيد كه. پذيري عمل جمع صدق كندشرط تعويض احتمالاً
  ).شودپذيري عمل جمع، از شرايط ديگر نتيجه ميثابت كنيد كه شرط تعويض بايد(

aراي با اين ويژگي باشد كه به ازاي ه ـحلقهRكنيدفرض  -26 R∈،2a a+  در مركـز R   واقـع
 .پذير استتعويض Rهكثابت كنيد . است
     گوييم اگر هر عضو آن خودتوان باشد، به ايـن معنـي كـه بـراي هـر     مي بوليرا Rداري يكحلقه -27

∈x R،2 =x x .يفرض كنيد كه حلقهR نشان دهيد كه. بولي است  
aبراي هر )الف( R∈،2. 0a a a+ = a،نييع(= a= −.(  
  .پذير استتعويض Rيحلقه) ب(

},فرض كنيد -28 | , }a bS M a b R=    كه در آن ∋
  

  

  
2يحلقـــهزيرSنشـــان دهيـــد كـــه )الـــف( ( )M نشـــان دهيـــد كـــه :راهنمـــايي( .اســـت \

, , ,a b c d a c b dM M M − −− ,و = , ,a b c d ac bd ad bcM M M − +=(.  
}0,نشان دهيد كه )ب( : }aT M a=   .است Sاي اززيرحلقه \∋

,a b

a b
M

b a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
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  ميداني صحيح و دامنه   2.3
-مـي  كـار به بسيار ديگر رياضيات يا علوم ديگر  مباحثو در  دارنداي ها اهميت ويژهانواع حلقهاز برخي 
هـاي  هـاي دسـتگاه  ويژگـي و تعمـيم  ها با مجرد سـازي  انواع حلقهبرخي از گفتيم، كه  همان طور. روند

دو نوع با اهميـت   .آيندبه دست مي )هاهمراه با دو عمل دوتايي معمولي جمع و ضرب آن( جبري اعداد
بـه اختصـار   معرفي و در اين بخش اين دو نوع حلقه را . نام دارند ميدانو  صحيح يدامنهاز اين انواع، 

  .شودهاي ديگر جبر انجام ميدر درس ي مهمهاي بيشتر اين حلقهمطالعه. كنيممي مطالعه

∗{0}\يا حتي  [با وجودي كه  .بحث در كلاس  3.2.3 =] ، همـراه بـا ضـرب معمـولي     [
b,براي هر ، يعني. برقرار هستند) چپ و راست(حذف وانين اعداد، گروه نيست ولي ق c∈]، داريم    

( 0)a ab ac ba ca b c∀ ≠ = ∨ = ⇒ =  

  يعني،. ناصفر است [يحلقههمچنين، حاصل ضرب هر دو عضو ناصفر در 

0 0 0a b ab≠ ∧ ≠ ⇒ ≠  

82، [8ي در حالي كه، براي مثال، در حلقه  4   همچنين و :=0

8 82 4 2 0 4 0= ⇒ =/: :  

قبـل از ايـن   . مطالعه كنـيم قدري و  نامگذاريها را اين ويژگيبا  هاي دلخواهحلقهخواهيم حال مي      
  .كار، به لم زير توجه كنيد

  :معادل هستند Rيزير در هر حلقهاستلزامي احكام   .لم  4.2.3

ba )قوانين حذف( )الف( ca b c= ⇒ )يا  = 0)a ab ac∀ ≠ =  

0b )ب( 0يا  = 0ab a= ⇒ =. 

R{0}\ي مجموعه  )پ( R∗   يعني، . استنسبت به ضرب بسته  =

0, 0 0a b ab≠ ≠ ⇒ ≠  

كـافي اسـت   پـس  . هسـتند  عكس نقيض يكديگرند و در نتيجه معادل )پ(و  )ب( هايگزاره . اثبات
  .كنيماثبات  ،اين دويكي از را با  )الف(معادل بودن 



15 
 

 كنـيم مـي ، فرض )ب( حكم براي اثبات. باشندبرقرار  Rدر قوانين حذففرض كنيم  :)ب( ⇐) الف(
0=ab، 0و≠a .0حال ازaab -به همـين صـورت مـي    .b=0نتيجه بگيريد كه )الف(و  =

0bتوانيد نشان دهيد كه اگر  0aآنگاه  ≠ =.  
acabفرض كنيم: )الف( ⇐) ب(   صورت،در اين . a≠0و =

)(0 cbaacab −=−=  
−=0،)ب( رپس بناب cb و در نتيجهcb توانيـد نشـان دهيـد كـه اگـر     به همـين صـورت مـي   . =

ba ca=  0وa bآنگاه  ≠ c=.   
  

   .كنيمبالا را تعريف مي معادل ومي مرتبط با مفاهيمهحال مف      
  

-مي) راستيا ( چپ صفر ،عليهمقسوميا  ،مقسم Rيدر حلقهرا  aعضو ناصفر .تعريف 5.2.3

bعضو ناصفر ناميم اگر  R∈ 0با ويژگي=ab ) 0ياba aعضو. وجود داشته باشد) = R∈  را
    .باشد راستعليه صفر مقسومهم و چپ  عليه صفرناميم اگر هم مقسوممي عليه صفرمقسوم

  
ايم كه حال آماده. پذير باشد، تفاوتي بين سه مفهوم بالا وجود نداردتعويض Rروشن است كه اگر      
  . خاص مورد نظرمان را تعريف كنيم هايحلقه

  
بـه اختصـار،   ( صحيح) حوزه يا( دامنهرا  Dدارو يك ،پذير، تعويضناصفري حلقه . تعريف 6.2.3
  .نباشدعليه صفر گوييم اگر داراي مقسوممي) دامنه

  
  بحث در كلاس  7.2.3

بـا شـرط نداشـتن    پذير هاي تعويضبراي حلقه 4.2.3لم شرط معادل  سهيك از روشن است كه هر  -1
 . مقسم صفر معادل است

1 داريـم  ،ي صـحيح دامنههر در  -2 2از ايـن رو،  ).را ببينيـد  3.1.3بحـث  1بنـد  ( ≠0 2 2( ; , )+ ⋅] 
  . ي صحيح استترين دامنهكوچك

هـاي حقيقـي   ي مـاتريس ، حلقـه البتـه  .هستند )صحيح( دامنه ^و ،\،_،[ روشن است كه -3
n n× 2، برايn   زيرا، براي مثال. نيست ي صحيحدامنه ≤

  
0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
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2n، براي [nيحلقه -4   . نداردرا  1 )ضربي(هماني  ، تنها به اين دليل دامنه نيست كه≤
2n، براي عدد غير اول[n يحلقه -5 nزيـرا اگـر   . ، دامنـه صـحيح نيسـت   < rs= و, 1r s > ،

0nrآنگاه  s⋅ -مـي در واقع،  چرا؟ .ي صحيح استدامنه [pعددي اول باشد، آنگاه pالبته اگر. =

nي صحيح است اگر و تنها اگر دامنه [nي حلقهتوانيد نشان دهيد كه  p= بند ( .عددي اول باشد
  ).زير را نيز ببينيد 6
)مقسم صفر است اگر و تنها اگر  [nي در حلقه mعضو ناصفر -6  , ) 1m n دليل اين امر ايـن   .≠

0nmو باشـد  [nيدر حلقـه  ناصفر يعضو sاست كه اگر s⋅ n|، آنگـاه  = ms .   در نتيجـه، اگـر
( , ) 1m n n|آنگــــاه = s بــــرعكس، اگــــر. اســــتكــــه تنــــاقض( , ) 1m n d= آنگــــاه <

( / ) ( / )m n d m d n=و در نتيجــه ،( / ) 0nr n d⋅ مقســم  [nي در حلقــه m، يعنــي، =
)مقسم صفر نيست اگر و تنها اگـر  [nي در حلقه mعضو ناصفرپس  .صفر است , ) 1m n اگـر و   =
  .)را ببينيد 4.1.2بحث ) ح(5بند ( پذير باشدوارون mتنها اگر

)يحلقهدارد،  عضو 2كه حداقل Xچون هر مجموعهبه ازاي  -7 ); , )X Δ ∩(P  صـحيح   يدامنـه
      !هايي ناتهي دارد كه اشتراك تهي دارندزيرمجموعهXزيرا .نيست

هايي ناصـفر يافـت كـه ضربشـان     توان تابعزيرا، به سادگي مي .صحيح نيستي دامنه \Rيحلقه -8
  .مثال بياوريد. صفر است

، ولـي بـه   )اين بخـش را ببينيـد   6 تمرين( هاي هميلتون، داراي مقسم صفر نيستي چهارگانحلقه -9
  .صحيح نيستي دامنهبودن، نپذير دليل تعويض

      
آن  ^، و\،_ولـي فاقـد آن اسـت    [كه كنيماعداد را مجرد سازي مي حال ويژگي ديگري از     

∗{0}\اگر چه :ويژگي را دارند =] ^∗، و\∗،_∗گروه نيست، ولي يك ضربعمل نسبت به  [
  .آوريماز اين رو تعريف زير را مي. گروه هستند

  
)يحلقه. تعريف 8.2.3 ; , )F + F{0}\گوييم اگـر مي) هياتيا ( ميدانرا  ⋅ F∗ همـراه بـا    =
-حلقهرا  ي حاصلاگر شرط آبلي بودن ضرب را در نظر نگيريم، حلقه .باشد آبلييك گروه  حلقه ضرب

  .گوييممي) ي تقسيمحلقهيا ( ي بخشي
  

  بحث در كلاس  9.2.3
 . ميدان هستند ^، و\،_هاي اعدادروشن است كه حلقه -1

ولي عكس ايـن   .)درا ببيني 6.1.3بحث  3 بند( .است ي صحيحروشن است كه هر ميدان يك دامنه -2
 .مثالي نقض بياوريد. مطلب لزوماً برقرار نيست

 .كه ميدان نيست استي بخشي اي مهم از حلقهمونهن هاي هميلتوني چهارگانحلقه -3
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]ي حلقــه -4 2] { 2 | , }a b a b= + ∈_ وارون ضــربي عضــو ناصــفر  . اســتيــدان م _
2a b+ به روشني  ولي. بيدارا بي[  چرا؟ .ميدان نيست [[2

كنـيم كـه  توجـه مـي   ). چطـور؟ ( .عددي اول اسـت، يـك ميـدان اسـت    pكه در آن [p يحلقه - 5

2 اگـر و تنهـا اگـر    ميدان است [n يلقهح در واقع، .ترين تعداد عضو استي با كمميدان [={0,1}
n p=  چرا؟ .باشدعددي اول      

 nو هر عـدد طبيعـي   pهر عدد اولدر واقع براي ها وجود دارند؟ [pهاي متناهي بجزآيا ميدان -6
,0,1}براي مثال،  .عضو وجود دارد npميداني با , }F a b= هاي جمـع و ضـرب زيـر   مراه با عمله، 

  :ميدان است
0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1

0 1 0 1
1 0 0 1

a b a b
a b
b a a b

a a b a a b
b b a b b a

+ ⋅

  

  
)كنيم كه توجه مي ; )F جـدول سـمت    ،همراه با عمل ضـرب  F{0}\همان گروه كلاين است و +

را در هـا  و كاربردهـاي آن عضـوي   npهـاي ميدانهاي ديگر مثال. است [3همان گروهاساساً  ،راست
  .خواهيم ديد، نگاريرمزي و نظريه ي گالوا، به ويژه در نظريهدروس ديگر جبر

  
  .است 10.1.2 يقضيه تاياين قضيه در واقع هم. جالب استبسيار ي زير نيز قضيه     

  
  .يك ميدان است Dمتناهيي صحيح هر دامنه . قضيه  10.2.3

  
 .گذاريمي شما ميبه عهدهارائه مجدد آن را . ايدديده 2در فصل اثبات اين حكم را يك روش   .اثبات

ي دامنه در دهيم كه هر عضو ناصفرنشان مي. كنيماثبات مي زير، آن را به روش ديگر فني براي آموزش
,0,1}1صحيح و متنـاهي  , , }nD a a= تـابع . باشـد  Dعضـو  a≠0فـرض كنـيم  . وارون دارد "

:al D D→ انتقال چپ( را با تعريف(( )al x ax= چون. گيريمدر نظر ميD   در قوانين حـذف
ي هر تابع يك بـه يـك روي يـك مجموعـه     كه دانيمولي مي. تابعي يك به يك است alكند،صدق مي

  .است aوارون ضربي alتحت 1ينگارهحال روشن است كه پيش. هستمتناهي، پوشا نيز 
 

. سـازد يكديگر متمـايز مـي   ها، را ازها، به ويژه ميدانحلقهكه  كنيمرا معرفي مي ويژگي جالبيحال      
  .تعريف زير را ببينيد. نيستآشنا نا اين ويژگي برايتان 
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در ايـن  . اسـت دار اي يـك ، يـا حتـي حلقـه   ي صحيحدامنه، ميدان Fفرض كنيم  .تعريف  12.2.3
)در گروه جمعي  1 عضو يمرتبه ،صورت ; )F   كهرا  nترين عدد طبيعي، يعني كوچك+

  
1 1 1 1 0n ⋅ = + + + ="  

  
CharFنويسيمناميم و ميمي Fيمشخصه n=   گـاهي  يـاChF n=.      اگـر ايـن عـدد وجـود

0ChFنويسيم اشد، ميبنداشته  =.  
  

  بحث در كلاس  13.2.3
0CharFدار باشد واي يكي صحيح، يا حلقهدامنه، يك ميدان Fروشن است كه اگر -1 n= ≠، 

1nآنگاه  >.  
تعريـف   nترين عـدد طبيعـي  دار نباشد برابر با كوچككه ممكن است يكرا  Rيحلقهي مشخصه -2

aبراي هركه كنيم به طوري مي R∈ ،  
0n a a a a⋅ = + + + ="  

  
0CharRنويسـيم و اگر چنين عدد طبيعي وجود نداشته باشد، مانند بالا مـي  توانيـد  مـي البتـه  . =

از ايـن  بـراي اثبـات،   . تعريف معـادل اسـت  اين دار با هاي يكبراي حلقه 12.2.3تعريف نشان دهيد كه 
  پذيري، اتحاد توزيع، بنابر مطلب استفاده كنيد كه

  
1 1 (1 1) 0 0n a a a a a a a⋅ = + + = + + = + + = =" " "  

  
 روشن است كه  -3

0, nChar Char Char Char Char n= = = = =] _ \ ^ ] 
  

0CharFي صحيح باشد، آنگاهيك ميدان يا دامنه Fاگراين مطلب نيز جالب است كه  -4 يا  =
0CharFزيرا، اگر. عددي اول است n= nاول نباشد، آنگاه  ≠ rs= به طوري كه ،,r s n< .

 :حال، مراحل زير را توضيح دهيد
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0 1 1 (1 1) (1 1)

(1 1) 0 (1 1) 0
r s

r s

n rs= ⋅ = ⋅ = + + + +

⇒ + + = ∨ + + =

" "��	�
��	�


" "��	�
 ��	�

  

  
  چرا؟. كه تناقض است

  

   2.3 تمرين
  
 .را بيابيد [25و [10هايهاي صفر حلقهعليهمقسوم -1
 . پذير باشدتواند واروننمي ،است) چپ يا راست(مقسم صفر  كهعضو يك نشان دهيد كه  -2
-و تنها اگـر داراي مقسـوم   عليه صفر چپ نيست اگرداراي مقسوم Rدلخواهي ثابت كنيد كه حلقه -3

  .عليه صفر راست نباشد
aنشان دهيد كه اگر. پذير باشدتعويض ايحلقهRفرض كنيد -4 R∈ باشـد، آنگـاه    عليه صفرمقسوم

rبه ازاي هر R∈،ar  ،است عليه صفرمقسومنيز به شرطي كه ناصفر باشد.      

1a خود توانو هر عضو ناصفر نشان دهيد كه  - 5   .عليه صفر استمقسوم Rداريك يدر حلقه ≠
  ثابت كنيد كه -6
   .هاي هميلتون، داراي مقسم صفر نيستي چهارگانحلقه )الف(
 .استي بخشي حلقه ،هاي هميلتوني چهارگانحلقه )ب(

2ي نشان دهيد كه معادله -7 1x  .است - 1و  1هاي ي صحيح تنها داراي جوابدر يك دامنه =
 . بيابيد [8يدر نادامنه و [7 ميدان جواب هاي اين معادله را در

 .ي بخشي استي متناهي بدون مقسم صفر، يك حلقهنشان دهيد كه هر حلقه -8
 .ها اثبات كنيددر گروه 10.1.2 يقضيهرا به روش مشابه  10.2.3ي قضيه -9

 .است \كوچكترين زيرميدانو  [كوچك ترين ميدان شامل _نشان دهيد كه  - 10
x ،x، به ازاي هرRناصفر يفرض كنيد در حلقه  -11 x=  چند است؟Rيمشخصه. −

 . بيابيد كه ميدان نباشد 3ي ي با مشخصهمثالي از يك حلقه -12

  
  دسته دوم

1، همنهشتيp، براي عدد اول[pبا استفاده از ميدان بودن -13 1p
px −   را براي اعداد صحيح ≡

x  با ويژگي|p x/ اسـت  فرمـا  كوچك يقضيهي اعداد موسوم به اين حكم در نظريه. اثبات كنيد .
p{0}\اين واقعيت را به كار ببريد كه گروه ضربي :راهنمايي( p

∗ =] 1pداراي [  .)ستا عضو −
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 ، تشـكيل يـك  CentRيثابت كنيد كه مركز حلقه، يعن ـ. ي بخشي باشديك حلقهRدفرض كني -14
  .دهدميدان مي

axياي با بيش از يك عضو باشد به طوري كه معادلـه حلقهRفرض كنيد -15 b=  هـر عضـو    بـراي
aناصفر R∈ و هرb R∈ ثابت كنيد. داراي جواب باشدRاي بخشي استحلقه.  

aهر عضو ناصفر  براياي با بيش از يك عضو باشد به طوري كه حلقه Rفرض كنيد -16 R∈عضو ، 
bمنحصر به فرد R∈  وجود داشته باشد به طوري كهaba a= . ثابت كنيد كه 

bab )ب(                            .استRعليه صفرصفر تنها مقسومعضو  )الف( b=.  
  .بخشي است ايحلقه R )ت(                                               .دار استيك ايحلقه R )پ(

 .وجود ندارد  6ي ي صحيح از مرتبهثابت كنيد كه هيچ دامنه -17
 نشان دهيد .پوچتوان است abبه طوري كه اشندب Rيعضوهايي از حلقه bو  aفرض كنيد  -18 

  .نيز پوچتوان است ba كه
 : ثابت كنيد كه -19

  .تواند پوچتوان باشدنمي حلقهيك در  عضو خودتوان ناصفر )الف(
  .هستند 1و  D ،صحيحي در يك دامنه تنها عضوهاي خودتوان )ب(
  .ي صحيح، صفر تنها عضو پوچتوان استدر يك دامنه )پ(
  .پذير نيستدار، يك عضو پوچتوان، واروني يكدر يك حلقه )ت( 

 در مركزثابت كنيد كه هر عضو خودتوان . اي بدون عضو پوچتوان ناصفر باشدحلقهRفرض كنيد -20

R قراردارد. 
1ثابت كنيد كه . باشد Rدارپذير و يكي تعويضعضوي پوچتوان از حلقه aفرض كنيد كه -21 a+ 

 الو يك عضو پوچتـوان عضـوي يك ـ   اليك بگيريد كه مجموع يك عضواست و نتيجه Rدرال يك عضوي
 .است
rوباشد اي دلخواه حلقهRفرض كنيد -22 R∈ ،2به طوري كهr r−  ثابـت كنيـد  . پوچتوان باشـد       
 .داراي عضو خودتوان ناصفر است Rپوچتوان نباشد، آنگاه rاگر
  .هستند ، شرايط زير معادلRي دلخواهثابت كنيد در هر حلقه -23

  .داراي هيچ عضو پوچتوان ناصفر نيست R )الف(

2 )ب( 0 0r r= ⇒ = .  

       ثابت كنيـد كـه بـه   . باشد pي عدد اولپذير با مشخصهدار و تعويضاي يكحلقه Rفرض كنيد -24

a,ازاي هر  b R∈ و هر عدد صحيح مثبتn ،( )
n n np p pa b a b+ = +. 

  .تواني از عددي اول است Fيميداني متناهي باشد، آنگاه مرتبه Fثابت كنيد كه اگر -25
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  آلهايد و يي خارج قسمتحلقه  3.3

ساختن دسـتگاه جبـري    براي Aيك دستگاه جبري افرازآگاهي خوبي از چگونگي  2و 1هاي در فصل
 ∽همنهشـتي ي را تحت يك رابطه Aخارج قسمتي به دست آورديم و ديديم كه در حالت كلي بايد

ي مجموعـه و  ي يك گروهخارج قسمتهاي ي گروههمهي مجموعهديديم كه  2در فصلولي . افراز كنيم
-زيـر گـروه   ها راهاي خاصي هستند كه آنر دوسويي با زيرگروهظدر تنا روي آن گروه هايتيشهمنه
هـا  ي ردهي همهي شامل عضو هماني به تعبيري سازندهو همچنين ديديم كه رده ،ناميديم نرمالهاي 
هـاي جبـري   دسـتگاه بسـياري از  داديم كه همتاي آن مطالـب بـراي   ) با مثال !جدي( هشدارو  است، 
خوشبختانه، خواهيم ديـد كـه    چطور؟ها شود كه در مورد حلقهپس اين سؤال مطرح مي. يستن برقرار

هـاي مفيـد و خـاص هسـتند و بـا      اي نيز داراي همتاي اين ويژگيهاي حلقهخارج قسمت و همنهشتي
 مشـابه در واقع خـواهيم ديـد كـه،    . نام دارند، در تناظر دوسويي هستند آلهايد ها كهنوعي از زيرحلقه

  :با يكديگر هستند دوسوييي زير در تناظر ها، سه مجموعهمورد گروه

R/هاي خارج قسمتيي حلقهي همهمجموعه{         ∼{= ( )Q R  
)Rيروي حلقه ∽هاي همنهشتيي رابطههمهي مجموعه{ ) {Con R =  

)Rيهاي حلقهآلهي ايدي همهمجموعه{                   ) {Id R =  

. را خط به خط تكـرار كنـيم   2 فصل و به ويژه 1 كه مطالب فصل ،لزومي ندارد، و ما نيز قصد نداريم     
  . گنجانيمدر بحث زير مي اختصارهاي بالا را به تواني مجموعهولي، روش كار اثبات هم

  بحث در كلاس  1.3.3
ي همنهشـتي  تعريـف جـامع رابطـه    با توجه به. آوريمي خارج قسمتي را ميابتدا تعريف جامع حلقه -1

  ، روشن است كه7.1و مطالب ديگر همان بخش  1.7.1
)يروي حلقه ∽ارزيي همرابطه )الف( ; , )R + جمع است اگر و تنها اگر با هر دو عمل  همنهشتي ⋅

  يعني،  ).را ببينيد 1.7.1( حلقه سازگار باشدو ضرب 
  

& ( )
x x

x y x y xy x y
y y

′⎧ ′ ′ ′ ′⇒ + + ∗⎨ ′⎩

∼
∼ ∼

∼  
  

)يروي حلقه ∽ارزيي همرابطه )ب( ; , )R +   عملهر دو همنهشتي است اگر و تنها اگر  ⋅
   

[ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]x y x y x y x y+ = + ⋅ = ⋅  
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R/روي افراز     ).7.1بخش  1تمرين ( .تعريف باشندخوش ∽

توانيد، با اسـتفاده از حلقـه بـودن   باشد، به راحتي مي Rياي همنهشتي روي حلقهرابطه ∽اگر )پ(
Rنشان دهيد كه افراز ،/R اين حلقـه را  . شودحلقه مي ،)ب(داده شده در بند  يهاهمراه با عمل ∽

   . ناميممي ∽بر Rي خارج قسمتيحلقه

جبـر كلاسـيك   ي خارج قسمتي را ديديم، ببينـيم كـه ايـن تعريـف در     حال كه تعريف جامع حلقه -2
هاي كلاسيك جبـر، نشـان   ها، در اغلب كتابمانند مورد گروه و چرا؟ شودمعمولاً به چه صورتي داده مي

دهـد و  اي خارج قسمتي به دست ميحلقه، )كه تعريف آن را ارائه خواهيم داد( آلهايددهند كه هر مي
)يك به يك از  تابعيدر نتيجه  )Id R به( )Q R  و لذا به( )Con R بيـان  معمـولاً  ولـي  . وجود دارد

يعني، هر خارج قسمت يك حلقه يـا هـر همنهشـتي    . كه تصادفاً اين توابع دوسويي نيز هستند شودنمي
بـراي اينكـه   . پـردازيم در زير به اختصار به ايـن مطالـب مـي   . آل استهروي يك حلقه حاصل از يك ايد

 .آوريم، بحث زير را ميآل چطور به وجود آمده استهايد مهم مفهومببينيم 
)روي گـروه   ∽، يعني همنهشـتي بـودن  +با عمل ∽، سازگاري8.2انند مطالب بخشم -3 ; )R + ،

[0]يكند كه ردهايجاب مي { | 0}I x R x= = ∈ )زيرگروه نرمـال  ∽ ; )R البتـه چـون   (باشـد   +
)گروه جمعي ; )R بـا عمـل    ∽سـازگاري ). نرمـال اسـت  به خودي خود آبلي است، هر زير گروه آن  +

)گروه ضربيروي نيم ∽ضرب حلقه، يعني همنهشتي بودن ; )R ، چـه ويژگـي ديگـري روي زيرگـروه     ⋅
[0]I   :كند؟ واقعيت زير را ببينيدالقا مي =
 

0 0 0
0 0

[0]
[0]

x I x rx r rx
r R r r xr r xr

rx I
xr I

∈⎧ ⎧ ⎧ ⎧
⇒ ⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨ ⎨∈⎩ ⎩ ⎩ ⎩

∈ =⎧
⇒ ⎨ ∈ =⎩

∼ ∼ ∼
∼ ∼ ∼

  

I[0]ي هابا توجه به اين ويژگي        .آوريم، تعريف زير را مي=

Iحلقه است و  Rفرض كنيم  . تعريف 2.3.3 R⊆ .گـوييم كـه   ميI   آلهايـد R    اسـت، و مـي
I|نويسيم R≤اگر ،I  زيرگروه( ; )R xباشد، و براي هر + I∈ هر وr R∈ ،,rx xr I∈.  

  بحث در كلاس 3.3.3
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I[0] آلايـده ،  Rيروي حلقـه  ∽يي همنهشـت هر رابطـه  مطالب بالا،با توجه به  -1   بـه   ارR از  =
-نشـان مـي   ،هاكنيم و با  الگو قرار دادن حالت گروهحال عكس اين مطلب را بررسي مي. دهددست مي

  :است  Rهمنهشتي روي يرابطه ي زير يك، رابطه Rياز حلقه I آل دلخواههبراي هر ايددهيم كه 

( )Ia b a b I⇔ − ∈ ∗∗∼  

به ) در نمادگذاري جمعي است 8.8.2ي قضيه كه تكرار(با عمل جمع را  ∽Iاثبات راحت سازگاري
  : توضيح دهيد با عمل ضرب حلقه را در زير ∽Iاثبات سازگاريدليل هر مرحله از . كنيمشما واگذار مي

( )
( )

I

I

a b a b I a b x I
x y x y I b x y I

ax bx I
ax bx bx by I

bx by I
ax by I ax by

− ∈ − ∈⎧ ⎧ ⎧
⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨− ∈ − ∈⎩ ⎩⎩

− ∈⎧
⇒ ⇒ − + − ∈⎨ − ∈⎩
⇒ − ∈ ⇒

∼
∼

∼  
  

/ ي خارج قسمتيحلقهاز اين رو،  -2 {[ ] | }
IIR a a R=   :هاي زير داريمرا همراه با عمل ∽∽∋

  
[ ] [ ] [ ] & [ ] [ ] [ ]

I I I I I I
x y x y x y xy+ = + ⋅ =∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼  

R/قسمتي، معمولاً اين حلقه را به صورت ساده تربا الگو قرار دادن گروه خارج  I    بـه جـاي/ IR ∼ 
  .دهيمنشان مي

ولـي در  (هـا،  ي همنهشتي اين است كه، مشابه مورد گـروه ي اين رابطهدر باره بسيار جالبي نكته -3
  ي مجموعههمي آن به صورت ، هر رده)نمادگذاري جمعي

 
[ ] { | }

I
a a I a x x I= + = + ∈∼ 

  است، زيرا

[ ] { | }

{ | }
{ | ( ) }
{ | }

I Ia x R x a

x R x a I
x R y I x a y
a y y I

a I

= ∈

= ∈ − ∈
= ∈ ∃ ∈ = +
= + ∈
= +

∼ ∼
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[0]كنيم كه به ويژهتوجه مي 0
I

I I= + R/يحلقه صفرعضو  ∽= I است .  

ي خـارج  حلقـه  ،  بـه طـور سـنتي و متـداول،    هاي بالا، معمـولاً مطالب و نمادگذاري بنديجمع با -4
  ي را برابر با مجموعه) ∽Iي همنهشتي همان بر رابطه( Iآلهبر ايد Rقسمتي

/ { | }R I a I a R= + ∈  

  :يمكنهاي دوتايي زير تعريف ميهمراه با  عمل

( ) ( ) ( ) , ( )( )a I b I a b I a I b I ab I+ + + = + + + + = +  

  كلاسبحث در   4.3.3
در (  R/I هاي زير براي اعضايبيان شد، ويژگي 2در فصل ها كه مجموعههاي همبا توجه به ويژگي -1

  :برقرار هستند )نماد گذاري جمعي
  

( ) , ( ) ( ) ( )a I I a I a I b I a b I+ = ⇔ ∈ + = + ⇔ − ∈  
  

  .استR/I  ييكه I+1 باشد، آنگاه روشن است كه Rآل هايد Iدار و ي يكاحلقه Rاگر -2
معادلـه در    باشـد، آن ) اتحاديعني (اي در دستگاهي جبري برقرار اگر معادله ديديم كه 1در فصل  -3

  Rآلـي از هايـد  Iپذير و تعويض Rياز اين رو، اگر حلقه. است) اتحاد(برقرار خارج قسمت آن جبر نيز 
توانيد به طور مستقيم نيز اثبات راحتي ميالبته اين مطلب را به (. است پذيرويضنيز تع  R/Iباشد، آنگاه

 يحلقـه  ناصـفر اسـت، در حـالي كـه در     [ضرب هر دو عضو ناصـفر در ولي، براي مثال، حاصل .)كنيد
/خارج قسمتي  n≡] ،2براي عدد غير اولn ي هلق ـدر حبـراي مثـال،   . ، اين ويژگي برقرار نيست<
/4خارج قسمتي [2]4داريم  [≡ [2] [4] [0]⋅ = وارون  [در 1همچنين، هيچ عضـو مخـالف   . =

/ندارد، در حـالي كـه در  ) ضربي( p≡]     در واقـع، بـراي عضـو    .دارد) ضـربي (هـر عضـو ناصـفر وارون
+ ]a p 1}كه,..., 1}∈ −a p چون ،( , ) 1=a p اعداد صحيحb وc   وجود دارند به طـوري

+1كه =ab pc . مـي توانيـد نشـان دهيـد كـه     اي سـاده  با محاسـبه حال+ ]b p  وارون ضـربي
+ ]a p در ضمن، داريم .است/ /n n≡ =] ]    چطور؟. [

        
-با آن كردن ، كه كاركنيمها  بيان ميي آنها پي برديم، نكاتي را در بارهآلهحال كه به اهميت ايد     

آل را بـه صـورت زيـر    ههاي زيرگروه و زيرحلقه، محك ايـد ابتدا، با توجه به محك. كندتر ميها را آسان
  .داريم
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  آل است اگر و تنها اگرهايد Rياز حلقه Iيزيرمجموعه . )آلمحك ايد(قضيه   5.3.3
  ،I∈0 )الف(
Ibaبراي هر  ) ب( ∈,،a b I− ∈،  
x، و هر ∋Rrبراي هر   )پ(  I∈،xr I∈  وrx I∈.   

  
  بحث در كلاس  6.3.3

  ؟نسبت به ضرب بسته است چطور. آن نيز هستي آل يك حلقه، زيرحلقهاست كه هر ايده روشن -1
  . هستند Rآلهايد Rو }0{هايزيرحلقه ،Rيبراي هر حلقه -2
 چطور؟. ها هستندهاي آنها يا همان زيرحلقهزيرگروهدقيقاً  [nو  [هايآلايده -2

نيست، زيرا بـراي مثـال، داريـم     _آلهولي روشن است كه ايد. است _يزيرحلقه [ديديم كه -3
2و  [∋1 2)ولي _∋3 / 3).1 2 / 3= -هايدهر  Iبه همين روش، نشان دهيد كه اگر. [∌

m/باشد، آنگاه بايد هر عدد گوياي _ ناصفرآل  n متعلق بهI  باشد، و در نتيجهI =_. 
. اسـت  Rيبرابر بـا خـود حلقـه    Iآلهبسياري مواقع لازم است نشان دهيم كه ايد) 3تعميم بند ( -4

  . است Rداري يكاز حلقه آليهايد Iفرض كنيم
1اگر )الف( I∈ آنگاه=I Rزيرا براي هر ،∈r R،Irr ∈= 1.. 
RIباشد، آنگاه  uچون) پذيروارون(شامل عضوي يكال  Iاگر  )ب( آل ايجـاب  ه، زيرا تعريف ايـد =

11كند كهمي uu I−= ∈.   
-حلقهR، اگربرعكس چطور؟ .Fو {0}،آل داردتنها دو ايده Fهر ميدان ،بالا 4با توجه به بند  -5

: راهنمـايي ( چطـور؟ . ميدان استRاست، آنگاهآل پذير و يكدار باشد، كه داراي تنها دو ايدهاي تعويض
 ).در نظر بگيريدرا  aيد شده توسطولايدآل اصلي ت

)هاي حلقهزير -6 ( ); , )R X= Δ ∩P 3,2,1{بـراي مثـال، اگـر   . آل نيستندهنيز لزوماً ايد{=X 
},}1,{}3,2,{{آنگاه  XS φ=يزيرحلقهR   آل آن نيسـت، زيـرا   هاست ولـي ايـدS∈}3,2{ و

R∈}2{ولي ،S∉∩= كنيم كه در اين حلقه، عمل ضرب همـان  يادآوري مي(. }2{}3,2{}2{
   .)عمل اشتراك است

نيسـت  يك تابع حقيقـي دلخـواه لزومـاً پيوسـته      درضرب يك تابع حقيقي پيوسته از آنجا كه حاصل -7
)، پس اگرچه)مثال بياوريد( , )C \  .آل آن نيستهاست ولي ايد \\يزيرحلقه\
 چطور؟. آل نيستند، ايده 10.1.3بحث  9-6 هايهاي مثالهيچ يك از زيرحلقه -8

  . نيز حل كنيد 4بند را با استفاده از  8-6بندهاي  -9
در اين صورت، مشـابه  . باشد Rيآل حلقههايد Iفرض كنيم  )هابراي حلقه ي تناظرقضيه( -10

 : توانيد نشان دهيد كهبه راحتي مي، هاگروه
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R/هايزيرحلقه )الف( I دقيقاً به صورت/K I  هستندكه در آنI K R≤ ≤ .  

R/هايآلهايد )ب( I  دقيقاً به صورت/K I  هستند كه در آن|I K R≤ ≤  .  

و براي   1هاي كلي در فصل مطالب زير را نيز براي دستگاه همتاي( .هاآلهايد يهمشبك 7.3.3
در . آل اسـت هايـد به روشـني   ي يك حلقههاآلهايدمجموعه از هر اشتراك ) ايمديده 2ها در فصل گروه

ي قضـيه (آل هايـد  محـك  )پ(ها، زيرگروه اسـت، كـافي اسـت تنهـا شـرط      واقع، چون اشتراك زيرگروه
-آلهاجتماع ايدبراي را براي اشتراك بررسي كنيم، و اين شرط به وضوح، براي اشتراك و حتي ) 5.3.3

2راي مثال، ب ( نيستآل هايدلزوماً  هاآلهايداجتماع ولي . ها نيز برقرار است 3∪] زيرگـروه حتـي   [
هاي آلهمتشكل از ايد RId)(يخواهيم ديد كه مجموعه. )آن باشد آلهايدبتواند تا اينكه  نيست [

و بـراي شـناخت    داي اسـت كـه در آن اشـتراك نقـش اينفـيمم را دار     مشبكه ⊇همراه با  Rيحلقه
آل شامل اجتماع هترين ايد، مفهوم كوچكهاو زيرحلقه هاي زيرگروهمشابه مشبكه ،سوپريمم در آن بايد

  .    بگيريمرا در نظر 
  

RXيك حلقه است و Rفرض كنيم  .تعريف  8.3.3 Xشـامل  هايآلهايدي اشتراك همه. ⊇
و آن را با نمـاد  گوييممي X آل توليد شده ازهايداست، Xشاملآل هايدترين كوچككه همان ، را

( )X  ــي ــان م ــيمنش ــه  ( ده ــاد زيرحلق ــا نم ــا ب ــده  ت ــد ش >Xي تولي ــود  < ــتباه نش ــر. )اش اگ
1{ , , }nX x x= )متناهي مولدآل هايدآنگاه ، " )X  1را با( , , )nx x"    دهـيم مـي نشـان  نيـز .

)آل تك مولديهايد )x  ناميممي آل اصليهايدرا.  
  
 

RXدار است واي تعويضپذير و يكحلقه Rفرض كنيم . قضيه  9.3.3  در اين صورت .⊇

1
( ) | , ,

n

i i i i
i

X r x n r R x X
=

⎧ ⎫
= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ `  

  به ويژه، 

              
( ) { | }x rx r R Rx xR= ∈ = =

  
  

 )يهـا بـه ويـژه زيرگـروه   (ي هابا توجه به تعريف، مشابه موارد ديگري كه در مورد زيردستگاه.  اثبات
 يعنيي طرف راست، ديديم، بايد نشان دهيم كه مجموعه توليد شده

  

1
| , ,

n

i i i i
i

I r x n r R x X
=

⎧ ⎫
= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ `  
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x∋كنيم كه چون هرابتدا مشاهده مي. شودمي شاملرا  Xاست كه آليهايد ترينكوچك  X  به
x=1صورت x پسشودمي نوشته ،X I⊆ 0همچنين، و 0x I= محـك  بـا اسـتفاده از    حال. ∋

پذير بودنتعويضبا توجه به . است Rآلهايد Iيمجموعه كهتوانيد نشان دهيد آل، به راحتي ميايده
R ، كافي است توجه كنيم كه براي هر ،آلايدهمحك  )پ(براي اثبات شرطr R∈،  
 

1 1 1
( ) ( )

n n n

i i i i i i
i i i

r r x r r x rr x I
= = =

⎛ ⎞
= = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

  
Xباشد به طوري كه Rآلي ازهايد Jپايان، اگر در      J⊆ي عضوهاي به صورت، آنگاه همهrx ،

r∋كه در آن R و∈x X ، عضو ،هاآنهاي مجموعلذا وJ طور هماندر نتيجه،  چرا؟ .خواهند بود
Iخواستيم،كه مي J⊆.  

  
  بحث در كلاس  10.3.3

ي قضـيه  ولـي . نيسـت آن آل هلزومـاً ايـد   Rيي يـك حلقـه  هاآلهگونه كه ديديم اجتماع ايدهمان -1
آل آن يـك ايـده   Rهايآلهايداز  خانوادههر آل توليد شده از اجتماع هايد دهد كهبالا نشان مي 9.3.3
  .است

هـا نيـز برقـرار    آلبراي ايـده  8.2بخش  9تمرين  )جمعي(همتاي  اين است كهتوجه اي جالب نكته -2
  ها آن مجموعآنگاه  ،باشند Rيحلقهآل ايده Jو Iاگريعني، . است

  
},|{: JbIabaJI ∈∈+=+  

  
آل توليـد شـده از اجتمـاع   برابـر بـا ايـده   توانيد نشان دهيد كه است و مي Rالنيز به روشني يك ايده

I J∪ )شاملآل ترين ايدهيعني، كوچكI وJ ( است) ببينيد نيز اين بخش را 4تمرين(.   
I+مجموع آلهبا ديدن ايد -3 Jضربحاصلشود كه آيا ، اين سؤال مطرح مي   
   

{ | , }IJ ab a I b J= ∈ ∈  
  

3)براي مثال،. آل است؟ پاسخ در حالت كلي منفي استهنيز يك ايد )(2 )] نيست، زيرا [آلهايد [
3 2 5 (3 )(2 )+ = ∉ ] بـا همـان   نيـز  را   IJيتوليد شده از مجموعه آلمتداول است كه ايده. [

-مجموعه IJآلشايد تصور كنيم كه ايده. بناميم Jدر Iضربحاصلدهيم و آن را نشان  IJنماد
IJ,،بـرعكس نشان دهيد كه، ! است Jو Iشامل دست كم اي بزرگ و I J⊆ .   فـرض  مجـدداً بـا
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 IJآل توليـد شـده از  هي بـالا، ايـد  به كار بردن قضيهو با  باشددار پذير و يكاي تعويضحلقه Rاينكه
  از عبارت است

},|{
1

JbIaba iii

n

i
i ∈∈∑

=

  

   .)را ببينيداين بخش  7تمرين (
  

    .نيز ديديم هادر گروه رااولي همتاي ، كه كنيمآل مهم را معرفي ميهدر پايان اين بخش، دو نوع ايد     
  

  تعريف  11.3.3
آن را بـه طـور    ،ايآل سـره هگوييم اگر هيچ ايـد مي ماكسيمالرا  Rياز حلقه Mيسرهآل هايد -1

Mباشد به طـوري كـه   Rآلي ازهايدJيعني اگر. سره شامل نشود J R⊆ Jآنگـاه  ⊇ M=  يـا
J R=. ) ديگر،به عبارتM ي مرتب جزئي در مجموعه( ( ), )Id R   .)استماكسيمال  ⊇

Rbaگوييم اگر براي هرمي اولرا Rياز حلقه Pيآل سرههايد -2 ∈,،  
  

Ib∈ ياIaIab ∈⇒∈  
  

    بحث در كلاس 12.3.3
عددي اول است، زيرا براي هر دو  pهستند، كه در آنماكسيمال  [pهايآله، ايد[يدر حلقه -1

  :داريم nو mعدد صحيح
|m n n m⊆ ⇔] ]  

  
0abاگر  ها هستند، زيرا[pو {0} نيز [هاي اولآلهايد 0aآنگاه  = 0bيا =   ، و=
  

n p∈ p|يا    [ n m p⇔ ∈ |يا  [ |mn p p mn p m∈ ⇔ ⇔]  
  

  .آل اول برگرفته از تعريف اعداد اول استهدهد كه چطور تعريف ايداين مثال نشان مي
  
  چرا؟. آل اول استهيك ايد }0{صحيح، يدر هر دامنه -2
. هـاي بسـياري دارنـد   كـاربرد  اولو  ماكسيمالهاي آلايدههاي ديگر جبر خواهيم ديد كه در درس -3

ديديم كه اگر دسـتگاهي جبـري چـون   1فصل به خاطر بياوريد كه در . ي زير را ببينيدبراي نمونه قضيه
A آن جبري بسازيم كه آن ويژگي را داشـته باشـد،   زا اي نباشد و بخواهيمداراي ويژگيA   را بـر يـك

معادل اسـت بـا تقسـيم كـردن      هااين مطلب در مورد گروه. كنيمي همنهشتي مناسب تقسيم ميرابطه
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آلـي  ايـده حلقه بـر   كردن ها معادل است با تقسيم، و در مورد حلقهمناسب زيرگروه نرمالگروه بر 
 د، و همتايسازي صحيح مياز يك حلقه يك ميدان و يك دامنه ،زير مهم و پر كاربرد يقضيه. مناسب

  .ها استدر گروه18.9.2قضيه ي 
   

  باشد، آنگاه Rآلي ازهايد Mو دارپذير و يكتعويضاي حلقهRاگر . قضيه 13.3.3
R/يحلقه -1 M آلهميدان است اگر و تنها اگر ايدM ماكسيمال باشد.  
R/يحلقه -2 P آلهاست اگر و تنها اگر ايد ي صحيحدامنهP اول باشد.  

  
  اثبات

R/يفرض كنيم حلقه -1 M ناصفر اسـت ، كه در اين صورت، با توجه به تعريف ميدان. ميدان است،
M R≠ .حال فرض كنيمJ آلي ازهايدR    باشد بـه طـوري كـهM J R⊆ ايـن صـورت  در . ⊇

/J M آلي از ميدانهايد/R M و {0}از آنجا كه . )را ببينيد 6.3.3بحث  10بند ( استF   تنهـا
/هستند، پس Fهاي هر ميدانآلايده { }J M M= يا/ /J M R M=. ،يعنيJ M=  يـا
RJ = .  

R/يدر اين صورت، حلقـه . ماكسيمال است Mآله، فرض كنيم ايدبرعكس      M   ناصـفر اسـت. 
R/دار است،پذير و يكتعويض Rچون چرا؟ M دهيم كه هـر عضـو   نشان ميحال، . نيز چنين است

a/فرض كنيم. ناصفر آن داراي وارون ضربي است M R M+ aپس. ناصفر است ∋ M M+ ≠ 
aو در نتيجه M∉ .  مجموع آلهايدچون( )M a+ آلايدهM    شـود،  را به طور سـره شـامل مـي

) بايد Mبنابر ماكسيمال بودن )M a R+ xهايعضو پس. = M∈ وRr∈  ـوجـود دار  د بـه  ن
raxRطوري كه R/ضرب در بنابر تعريف جمع و حال،. 1=+ Mداريم ،  

  
1 ( ) ( ) ( )

( )( )
R M x ra M x M ra M

ra M r M a M
+ = + + = + + +

= + = + +
  

  
ــرا ــلزي ــه دلي x، ب M∈،x M M+ R/صــفر = M ــابراين، .اســت rبن M+ وارون ضــربي

a M+ در نتيجه است، و/R M ميدان است.  
Rمعادل با ناصفر بودن P، سره بودن1بند  كنيم كه مانندابتدا توجه مي -2 P حال توجه . است

  كنيم كه در حالت كلي،مي
  

( )( ) 0a P b P P P ab P P ab P+ + = + = ⇔ + = ⇔ ∈  
  

  هاي بالا معادل هستند بااول است گزاره Pآلهو در حالتي كه  ايد
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( )( )a P b P ab P a P b P

a P P b P P
+ + ⇔ ∈ ⇔ ∈ ∨ ∈

⇔ + = ∨ + =
  

  
R/كه همان مقسم صفر نداشتن P كنيم كهاستفاده مي بسيار توجه كنيد كه از اين واقعيت( است 

0P يردههم P= R/يصفر حلقه + P استشده ات بثاپس حكم . )است .  
  

   بحث در كلاس 14.3.3
اي از اين حكم، در واقـع نتيجـه  . آل ماكسيمال اول استهدار، هر ايدپذير و يكهاي تعويضدر حلقه -1

  .ي صحيح است و اين مطلب است كه هر ميدان، دامنه 13.3.3ي قضيه
اول است ولـي ماكسـيمال    [در {0}آلبراي مثال، ايده .هاي اول لزوماً ماكسيمال نيستندآلهايد -2

اين طـور  ، و در هر ميدان دلخواه، هم ماكسيمال است هـم اول،  [pدر هر  {0}الالبته، ايده !نيست
 نيست؟ 

  .را بيابيد [12و [4هايهاي ماكسيمال و اول حلقهآلايده -3
  
  
  

   3.3 تمرين
، نشان Rبا استفاده از حلقه بودن .باشد Rياي همنهشتي روي حلقهرابطه ∽فرض كنيد كه -1

Rدهيد كه افراز   .استحلقه  ،1.3.3بحث تعريف شده در طبيعي ي هاهمراه با عمل ∽
هاي جمع و ضرب تعريف كه عمل ثابت كنيد باشد، به طور مستقيم Rيآلي از حلقهايده Iاگر -2

}|{روي ها، يعنيمجموعهي همروي مجموعه 3.3.3بحث  4بند شده در  RaIa -، خوش+∋
  .تعريف هستند

  نشان دهيد كه. ∋Rxاست و) دارپذير يا يكنه لزوماً تعويض(اي دلخواه حلقه Rرض كنيدف -3
 به صورت xآل توليد شده توسطهاعضاي ايد) الف(     

1

m

i i
i

rx xs nx r xs
=

+ + +∑  

,هستند كه در آن , ,i ir s r s R∈ ،n∈]، m∈`.  
به صورت xآل توليد شده توسطهاعضاي ايد ،)پذير نباشدو لزوماً تعويض( دار باشديكRاگر )ب(     

1

m

i i
i

r xs
=
i,هستند كه در آن ∑ ir s R∈،m∈`.  
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بـا اسـتفاده از   (ه صـورت مسـتقيم   ب. هستند آلهايد Jو Iو اي دلخواه است،حلقه Rفرض كنيد -4
)تساوي ،)تعريف )I J I J∪ =  .را ثابت كنيد +

 ـ. هسـتند آن  آلهايـد  Jو Iو اسـت، دار پذير و يـك تعويضاي حلقه Rفرض كنيد -5 ا اسـتفاده از  ب
)تساوي، 9.3.3ي قضيه )I J I J∪ =   .كنيد اثباترا  +

)آل اصليهي ايددامنهرا يك  Rي صحيحدامنه -6 )PID آل آن اصـلي  هگوييم، اگـر هـر ايـد   مي
ي يك دامنهميدان كه هر نشان دهيد . )هستند n]، PIDهاي حلقه و [يحلقه براي مثال(  .باشد
  .آل اصلي استهايد
بـا اسـتفاده از   ( به صـورت مسـتقيم  . هستند آلهايد Jو Iاي دلخواه است، وحلقه Rرض كنيدف -7

   ثابت كنيد كه )8.3.3 تعريف
  

1
| , ,

n

i i i i
i

IJ a b n a I b J
=

⎧ ⎫
= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ `

  
  

Iثابت كنيد كه .هستند آلهايد Jو Iاست، و اي دلخواهحلقه Rفرض كنيد -8 J∪ ستا آلهايد 
Iاگر و تنها اگر J⊆ياJ I⊆. 

تســــاوي .باشــــند آلايــــده K، وI،Jو اي دلخــــواه اســــتحلقــــه Rفــــرض كنيــــد -9
( )I J K IJ IK+ =  .ت يا رد كنيدباثارا +

ثابت كنيد كه هر . آلي بجز صفر و خودش نداشته باشدگويند اگر ايدهمي سادهرا Rناصفر يحلقه -10
  .باشدميدان است اگر و تنها اگر دار ساده پذير و يكي تعويضحلقه

   نشان دهيد كه. است Rآلهيدا Jو Iو ،پذيرتعويضاي حلقه Rفرض كنيد -11
( : ) { | }I J a R aJ I= ∈ ⊆  

 
  به ويژه. ناميممي Jبر  Iحاصل تقسيمرا  آلاين ايده. استRآل ايده

(0 : ) { | 0}I a R aI= ∈ =  
RAnnو معمولاً آن را با  ناميممي Iسازرا پوچ I دهيمنشان مي.  

,دار، پذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد -12 , |I J K R≤ و ،{ }n nI -اي از ايـده خـانواده  `∋
  ثابت كنيد كه.  باشد Rهاي آل

))الف( : )I I J⊆.  
))) ب( : ) : ) ( : ) (( : ) : )I J K I JK I K J= =.  
)) پ( : ) ( :n n

n n

I J I J
∈ ∈

=
` `
∩ ∩.  

)) ت( : )I J R=  اگر و تنها اگرJ I⊆.  
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R/ينشان دهيد كه حلقه. استRآلهايد Iو حلقه Rفرض كنيد) جالب است( -13 I  تعـويض-
x,پذير است اگر و تنها اگر به ازاي هر y R∈ ،xy yx I− xyعبـارت  ( .∋ yx−   را بـا[ , ]x y 

را  Rگرهـاي  آل توليد شـده توسـط تعـويض   ايده. ناميممي R گرتعويضدهيم و آن را يك نشان مي
]ناميم و با مي R گرآل تعويضايده , ]R R دهيمنشان مي.(  

  
 ي دومدسته

  
  به صورت) نزولي(ناميم اگر هر زنجير صعودي مي )آرتيني(ي نوتري حلقهرا يك Rيلقهح -14

...)(
...

321

321

⊇⊇⊇
⊆⊆⊆

III
III

 

njموجود باشد به طوري كه براي هر nباشد، يعني، عدد طبيعي پذيرخاتمهRهايآلهاز ايد ≥
njداشته باشيم II   ثابت كنيد . =

[و [هايحلقه )الف(      n ي و هر حلقه) چرا؟( آرتيني نيست [يالبته، حلقه .نوتري هستند
  چرا؟. آرتيني استمتناهي نوتري و 

  .هر ميدان هم نوتري و هم آرتيني است )ب(     

  فرض كنيد: راهنمايي( .آل اصلي نوتري استهي ايدكنيد كه هر دامنه ثابت  )پ(    
  

1 2 3a a a< > ⊆ < > ⊆ < > ⊆ "  
  

∪حال نشان دهيد كه >< ia ي برابر با يكي ازآلهايد>< ia استها.( 
آل ماكسـيمال  هگوييم اگر تنهـا يـك ايـد   مي ي موضعيحلقهرا  Rدارپذير و يكي تعويضحلقه -15

np، و هر ثابت كنيد كه  هر ميدان .داشته باشد
] )p موضعي است) عدد اول.   

اگر و  استاول  Rزا Pآلنشان دهيد كه ايده .است پذيردار و تعويضاي يكحلقهRفرض كنيد -16
 ،Rاز Jو Iآلهبراي هر دو ايد تنها اگر

 
J P⊆ ياI J P I P∩ ⊆ ⇒ ⊆  

  
اول است  Rياز حلقه Iيآل سرههايدنشان دهيد كه . پذير استاي تعويضحلقهRرض كنيدف -17

 ،Kو Jآلهاگر و تنها اگر براي هر دو ايد
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IK IJIJKيا  ⊇ ⊆⇒⊆  
اول  Rيسـره  آلايدهنشان دهيد كه اگر هر . پذير استدار و تعويضي يكاحلقه Rفرض كنيد -18

   .ميدان استRباشد، آنگاه 
بـا   Iالراديك نشان دهيد كه. است Rآلهايد Iو پذيردار و تعويضي يكاحلقهRدفرض كني -19

 تعريف

{ | , }nI x R n x I= ∈ ∃ ∈ ∈`  
0آل ايـده . است Rآلهايد { | , 0}nx R n x= ∈ ∃ ∈ . نـاميم مـي  R آل پـوچ ايـده را  `=

  نشان دهيد كه همچنين، 
I )الف( I⊆  

I )ب( I=.  

I )پ( J I J+ = +.  
IJ )ت( I J I J= ∩ = ∩.  
Iاول باشد، آنگاه  Iآلهگر ايدا )ث( I=. 

 Mثابـت كنيـد كـه   . باشـد  Rدارپـذير و يـك  ي تعويضاي از حلقهآل سرهايده Mفرض كنيد -20
 ـ     aهـر  رايماكسيمال اسـت اگـر و تنهـا اگـر ب M∉،( )M a R+  ـ   = هـر   راي، اگـر و تنهـا اگـر ب

a M∉ ،عضوb R∈ 1وجود داشته باشد به طوري كه ab M− -تنها اگر براي هر ايده ، اگر و∋
I، داشته باشيم Rاز  Iآل M⊆ ياM I R+ =.  

داريـك  پـذير و ي تعويضحلقهآل ماكسيمال و متمايز از هدو ايد 2Mو  1Mاگرنشان دهيد كه  - 20
R  ،آنگاهباشند   

1 2 1 2M M M M= ∩ 
در يـك   Rيهآل سـر ثابت كنيد كه هر ايـده . استدار پذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد -21
 .)لم زورن را به كار ببريد: راهنمايي. (آل ماكسيمال قرار داردهايد
rنشان دهيد كه. دار باشدپذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد -22 R∈ ناپذير است اگر وارون

 .آلي ماكسيمال باشدهعضو ايد rو تنها اگر
 ثابت كنيد كه. استدار پذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد كه  -23

ــف( ــر  )ال ــده 2Pو  1Pاگ ــه    Rآل اولدو اي ــوري ك ــه ط ــند ب 1باش 2P P⊆/ 2و 1P P⊆/ ــاه ، آنگ
1 2P P P=   .اول نيست ∩

}اگر )ب( }i i IP   .ي اول هستنديهاآلايده ∪iPو ∩iPباشد، آنگاه  Rهاي اولآلزنجيري از ايده ∋
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آل ماكسـيمال  آل اول يك ايـده دار متناهي، هر ايدهيكپذير و ي تعويضثابت كنيد كه در هر حلقه -24
  .است
  يعني،  . ها برقرار نيستآلبا ارائه مثال، نشان دهيد كه خاصيت تعدي براي ايده - 25

| | |I J R I R≤ ≤ ⇒ ≤/  
يك  Pو  Rآل يك ايده Iفرض كنيد كه . دار استپذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد   -26

 .است Rآل ايده Pنشان دهيد كه . باشد Iآل اول ايده
سره ندارد اگر ) يا چپ(آل راست هيچ ايده Rثابت كنيد كه. دار استي يكاحلقهRفرض كنيد -27

)از  Iزيرگروه .ي بخشي باشديك حلقه Rو تنها اگر ; )R ) چپيا ( آل راستايدهرا يك  +
xگوييم اگر براي هر مي I∈  و هرr R∈ ،xr I∈ )ياrx I∈.(   

 
                  

  
  

  هاحلقه ريختييك هايقضيههمريختي و    4.3

هاي جبري ي دستگاهرا، كه براي همههاي يكريختي ها و قضيهي اساسي همريختيدر اين بخش، قضيه
   .كنيمميبه اختصار مطالعه ها حلقهيك بار ديگر براي ديديم،  2ها در فصلو براي گروه 1 در فصل

بين دو دستگاه جبـري تـابعي    ، همريختيهاي جبريهمريختي بين دستگاه با توجه به تعريف كلي     
ها بـه  از اين رو، تعريف همريختي حلقه. كندمي حفظدامنه را ختار جبري اسهاي ي عملاست كه همه

  . است صورت زير

)فرض كنيم  . تعريف  1.4.3 ; , )R +  و ⋅ ( ; , )S + f:تابع. حلقه باشند⋅ R S→  همريختي را
Rbaگوييم اگر براي هرمي ايحلقه ∈,،  

  
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )f a b f a f b f ab f a f b+ = + =  

، و همريختـي  ريختيتكهمريختي  يك به يـك را   ،ريختييكهمريختي دوسويي را مطابق معمول، 
  . ناميمينيز م بروريختيپوشا را 

  بحث در كلاس   2.4.3
از ويژگـي حفـظ عمـل جمـع در      ،بيـان شـد   2ها كه در فصلهاي همريختي گروهبا توجه به ويژگي -1

يك همريختي اي باشد، آنگاه يك همريختي حلقه fگيريم كه اگرنتيجه مي ،هاهمريختي حلقه تعريف
)از گروه جمعي ; )R )به گروه جمعي + ; )S   است و در نتيجه داريم +
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)()()(
)()(

,0)0(

bfafbaf
afaf

f

−=−
−=−

=
  

  
همريختـي  . (باشد 1حافظ  به خودي خود fدار باشند، لزومي ندارد كهيك Sو Rهايولي اگر حلقه

f:اگر البته .)صفر را در نظر بگيريد R S→  دار باشد، آنگاه هاي يكبين حلقه پوشايك همريختي
(1 ) 1R Sf دار هاي يـك داناني كه تنها با حلقهشويم كه رياضياين نكته را نيز متذكر مي. )چطور؟( =
1)شرط  ،دسروكار دارن ) 1R Sf   . افزايندها ميتعريف همريختي بين حلقه بهرا نيز  =

f:فرض كنيم -2 R S→ توانيد نشان دهيد كهبه راحتي مي. اي باشديك همريختي حلقه  
)، [∋nو ∋Raبراي هر )الف( ) ( )f n a n f a⋅ = 0nبراي مثال، اگر  .⋅   آنگاه <
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f n a f a a f a f a n f a⋅ = + + = + + = ⋅" "  
  
aبراي هر )ب( R∈ وn∈`،nn afaf ))(()( =. 
RSحلقه باشند و Sو Rفرض كنيم -3 i: يشمولدر اين صورت تابع . ⊇ S R→   همريختـي

 .اين مطلب از محك زير حلقه. باشد Rيزيرحلقه Sاست اگر و تنها اگر
)فرض كنـيم  -4 ; ,.)+R و( ; ,.)′ +R :تـابع ثابـت صـفر   . حلقـه باشـند     ′→f R R   بـا تعريـف

( ) 0=f x  اي استهمريختي حلقهيك .  
)1(1دار هسـتند، و شـرط  ها يكدر تعريف همريختي، اگر فرض كنيم حلقه -5 =f    ،را اضـافه كنـيم

Ruآنگـــاه بـــراي هـــر عضـــو يكـــال ∈،11 ))(()( −− = ufuf .در واقـــع، بـــراي هـــرn∈]،
nn ufuf ))(()( =.  
: تابع -6 nf →] ))nبر xيماندهباقي( با تعريف [ )f x  .اي استيك همريختي حلقه =
)رض كنــــيم فــــ -7 ; , )R + f:تــــابع. باشــــد داراي يــــكحلقــــه ⋅ R→] بــــا تعريــــف

( ) 1 1 1f k k= ⋅ = + آيـا ايـن همريختـي بـراي هـر       چطـور؟ . اي استيك همريختي حلقه "+
 !) را در نظر بگيريد [n يحلقه(ك به يك است؟ ، يRداريك يحلقه

: تابع -8 ( )nf M →\ AAfبا تعريف \ det)( جمـع را حفـظ    حافظ ضرب است، ولـي  =
 .اي نيستگروهي است ولي همريختي حلقهپس همريختي نيم .كندنمي

f:گرچه تابع اكنيم كه، توجه مي -9 →] )با تعريف، براي مثال،  [ ) 2f n n=   عمل جمـع را
كنـد، و بنـابراين همريختـي    كند، و در نتيجه همريختي گروهي است، ولي ضرب را حفظ نمـي حفظ مي

f:اي حلقه هايحال نشان دهيد كه تنها همريختي! اي نيستحلقه →] ثابت صفر و  ، همريختي[
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ــتند  ــاني هسـ ــي همـ ــال،  (! همريختـ ــراي مثـ ــر، بـ ــه اگـ ــد كـ ــه كنيـ )توجـ ) 0f m ــاه از ≠ ، آنگـ
( ) ( 1) ( ) (1)f m f m f m f= (1)نتيجه مي شود كه  = 1f =  .(     

  
  .ها استدر گروه 1.9.2و  3.5.2هاي قضيهي زير همتاي قضيه       

  
RRfفرض كنيم  تابع.  قضيه  3.4.3   :در اين صورت. اي باشديك همريختي حلقه :→′

 .است′RيزيرحلقهSf)(باشد، آنگاهRيزيرحلقهSاگر -1
 . است fImآلهايدIf)(باشد، آنگاه RايدآلIاگر -2

Sراگ -3 )1هباشد، آنگا ′Rيهزيرحلق ′ ) ( )f S f S−′ ′=
H

 .استRيزيرحلقه
)1باشد، آنگاه ′Rآلهايد Jاگر -4 ) ( )f J f J−=

H
  .استRآلهايد 

(0)1، يعني fيهسته - 5 { | ( ) 0}f x R f x− = ∈  .است Rآله، ايد=
 

و  2راي نمونه، ب. شونداثبات ميآل به سادگي هاحكام بالا با استفاده از تعريف زيرحلقه و ايد . اثبات
  .كنيمات ميبثارا  4
0داريم ابتدا -2 (0) ( )= ∈f f I0، زيرا∈ I .اگر همچنين( ), ( ) ( )∈f a f b f I در آن كـه

, ∈a b I آنگاه− ∈a b I و در نتيجه( ) ( ) ( ) ( )− = − ∈f a f b f a b f I .بـراي  ،در پايان
( ) ( )∈f a f I در آن كه∈a I و( ) Im∈f b f  داريـم( ) ( ) ( ) ( )= ∈f a f b f ab f I

ab∋زيرا I. به همين ترتيب، چرا؟( ) ( ) ( )∈f b f a f I.  
ــدا -4 ــم ابت 10داري ( )−∈ f Jــرا (0)، زي 0= ∈f J .ــين ــر همچن ,1اگ ( )−∈a b f J ــاه  آنگ

( ), ( )∈f a f b J و در نتيجــه( ) ( ) ( )− = − ∈f a b f a f b J1، پــس( )−− ∈a b f J .
)1، اگـــــــــردر پايـــــــــان )−∈a f J و∈r R آنگـــــــــاه( )∈f a J و در نتيجـــــــــه

( ) ( ) ( )= ∈f ra f r f a J. 1پس( )−∈ra f J . 1،صورتبه همين( )−∈ar f J.  
   

تصـويري و  هـاي  همريختـي هـا و  ضرب حلقهحاصلريختي بپردازيم، هاي يكقبل از اينكه به قضيه     
كلي جبري  هايدستگاهها و ها مانند ضرب گروهضرب دكارتي حلقهروشن است كه . آوريمرا ميتزريقي 

  .شودتعريف ميبه صورت زير 
  

ضـرب دكـارتي  حاصـل در اين صورت . حلقه باشند 2Rو 1Rفرض كنيم  .تعريف و قضيه  4.4.3

21 RR   به صورتاي جمع و ضرب همراه با اعمال مؤلفه ×
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( , ) ( , ) ( , )
( , )( , ) ( , )
a b c d a c b d
a b c d ac bd

+ = + +
=

  

  
 در 1Rحاصل ضرب دهد كه آن راتشكيل يك حلقه مي 2Rناميممي  .   

  
    بحث در كلاس  5.4.3

 2Rو 1Rهايضرب، روشن است كه اگر حلقهحاصل يبا توجه به تعريف عمل ضرب روي حلقه )الف(
21، آنگاهاشنددار بيك RR در واقع، . دار استنيز يك ×

1 2
(1 ,1 )R R 21) ييكه( هماني RR   .است ×

 2Rو 1Rهـاي كه اگـر حلقـه  ضرب، روشن است حاصل يروي حلقه با توجه به تعريف عمل ضرب )ب
21ي، آنگاه حلقهاشندپذير بتعويض RR  2Rو 1Rهـاي حلقـه  اگـر  ،عكسبر .پذير استنيز تعويض ×

21يكدار باشند و RR   .پذيرندتعويض 2Rو 1Rهايحلقه آنگاه ،اشدپذير بتعويض×
  در اين صورت توابع تصوير. حلقه باشند2Rو 1Rفرض كنيم )پ
  

1 2
1 1 2 2

p pR R R R←⎯⎯ × ⎯⎯→  
  
)1در آن كه , )p x y x= 2و ( , )p x y y=، و توابع تزريق  
  

1 2
1 1 2 2

i iR R R R⎯⎯→ × ←⎯⎯  
  

)1كه در آن ) ( ,0)i x x= 2و ( ) (0, )i y y=، ويژگـي   به عـلاوه،  .؟چرا. اي هستندهمريختي حلقه
   ..)را ببينيد 2تمرين ( ها برقرار استحلقهدكارتي جهاني ضرب براي ضرب 

 [2ي آني صـحيح اسـت، زيرحلقـه   دامنـه  [يديديم كه اگرچه حلقه بحث در كلاس  6.4.3
[× ضربحاصل ؛)نيست 1شامل ( دامنه نيست (0,1)(1,0)دامنه نيست، زيرا [ خارج ؛ =(0,0)

/قسمت nn ≅] ] 2n، براي عدد غير اول[ به هر يك از اين سه دليل . ي صحيح نيست، دامنه<
، و )را ببينيـد  ي بيرخوفقضيه( واريته نيستهاي صحيح يك ي دامنهكند كه دستهبيان ميتنهايي 

 يدسـته ايـن مطلـب در مـورد    . مشـخص كـرد  هـا  اتحاداي از توان با دستهدر نتيجه اين دسته را نمي
 چطور؟. ها نيز درست استميدان
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  5بنـد  كـه بـا توجـه بـه     كنـيم  ميي ابتدا يادآور .آوريمميبه اختصار ريختي را هاي يكحال قضيه     
هـا، از  مشابه گـروه  .است همريختيي دامنه ي ازآلهايد fچون ي هر همريختيهسته ،3.4.3ي قضيه
  . كنيماستفاده ميfيراي نمايش هستهب fKيا  Kerf نماد

f:اگر . )اساسي همريختي(قضيه  7.4.3  R R′→ و اي باشدهمريختي حلقهK Kerf= ،
/آنگاه ( )R K f R≅و اگر ،f  ،پوشا باشد/R K R′≅. 

همريختـي در   ي اساسـي اثبـات قضـيه   و هتوابع در فصـل مقدم ـ ي اساسي قضيهاثبات  مشابه . اثبات
ــروه ــا، گـ ــابطه هـ ][)(يضـ xfx ــذاري  6 ــا در نمادگـ ــداول، يـ ــم  متـ ــا هـ ــهبـ ــامجموعـ   ،هـ

( ) ( )f x K f x+ ي ايـد و نيـازي بـه ارائـه    اگرچه روش كـار را آموختـه  . كندقضيه را اثبات مي ،=
  :)مراحل اثبات زير را توضيح دهيد(آوريم مجدد آن نيست، ولي اثبات را بدون توضيح مي

  :fتعريفي و يك به يك بودنخوش

( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) 0 ( ) ( )
( ) ( )

x K y K x y K f x y
f x f y f x f y
f x K f y K

+ = + ⇔ − ∈ ⇔ − =
⇔ − = ⇔ =

⇔ + = +

  

  :هاي جمع و ضربحفظ عمل

[( ) ( )] [( ) )] ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f x K y K f x y K f x y
f x f y f x K f y K

+ + + = + + = +

= + = + + +
  

         
[( )( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f x K y K f xy K f xy

f x f y f x K f y K
+ + = + =

= = + +
  

: ي اساسي همريختي را براي همريختيقضيه  .بحث در كلاس 8.4.3 nf →]  تعريـف  با [
))nبر kي تقسيمباقي مانده( )f k ، نيـز  ، بـه عنـوان دو حلقـه   به كار ببريد و نتيجه بگيريـد كـه   =

/ nn ≅] ] ].   
  

در اين . باشندRيهايي از حلقهآلهايد Jو Iفرض كنيم )دوم يكريختيي (قضيه 9.4.3

I  صورت، J I
J I J
+

≅
∩
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ابتدا  .به روش زير اثبات كنيدها، ريختي گروهي دوم يكمشابه قضيهتوانيد، ضيه را مياين ق  .اثبات
  يبطهضانشان دهيد كه 

:

( )

If I J
I J

x y x I J

+ →
∩

+ + ∩6
  

  
 شودتعريفي به صورت زير اثبات ميتوجه كنيد كه خوش. استتعريف، پوشا، و همريختي تابعي خوش

  ):مراحل اثبات را توضيح دهيد(
  

( ) ( )
( ) ( )

x y x y x x y y
x x I J
x I J x I J
f x y f x y

′ ′ ′ ′+ = + ⇒ − = −
′⇒ − ∈ ∩

′⇒ + ∩ = + ∩
′ ′⇒ + = +

  

  
Kerfكه توجه كنيدسپس  J=:  

  
/{ | , , ( ) 0 }

{ | }
{ | }

I I JKerf x y x I y J f x y
x y x I J I J
x y x I J J

∩= + ∈ ∈ + =
= + + ∩ = ∩
= + ∈ ∩ =  

  
  .را به كار ببريد 7.4.3 ي اساسيحال قضيه. تساوي آخر را اثبات كنيد 

  
باشند به طوري كه Rيهايي از حلقهآلهايد JوIفرض كنيم.  )سوم يكريختي(قضيه  10.4.3

JI   در اين صورت، .⊇

JR
IJ
IR /

/
/

≅  

  
J/ ،تناظر يقضيهبنابر  ،كنيم كهتوجه مي بتداا  .اثبات I آلهايد/R I حال قضيه را مي. است-

اثبات  و با در نظر گرفتن تابع زير، گروه ها ريختييك  سومي ي اثبات قضيه، براي مثال، مشابهتوانيد
  :كنيد
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: / /f R I R J
x I x J

→
+ +6

  

  
  :شودبه صورت زير اثبات مي fتعريفيخوشكنيد كه  هتوج

  

( ) ( )
x I y I x y I J x y J

x J y J f x I f y I
+ = + ⇒ − ∈ ⊆ ⇒ − ∈

⇒ + = + ⇒ + = +
  

  
Kerf/سپس نشان دهيد كه  J I= را به كار ببريد 7.4.3 ي اساسيقضيه و.  

  
بخـش   در. بـريم اين بخش را با معرفي مفهوم مهم ديگري به پايان مي. ميدان كسرها 11.4.3

-جبري، با ويژگي ترين دستگاهي به دست آوردن بزرگگفتيم كه گاهي لازم است برا 13.8.2و در  7.1
 ∽ي همنهشـتي ترين رابطهرا بر كوچك A، دستگاه جبريAياي خاص، از دستگاه جبري داده شده

در ايــن صــورت، همريختــي پوشــاي. كنــيم) يعنــي افــراز(رســاند، تقســيم كــه مــا را بــه مقصــود مــي
: /A Aγ →; ترين دسـتگاهي  را درون كوچك Aگاهي نيز لازم است دستگاه جبري . را داريم ∽

Aˆدر اين صورت، همريختي يـك بـه يـك    . ار دهيماي خاص قربا ويژگي Âجبري چون  A→;  را
، يـا  اشي محـاطي دايـره  برونشايد تشبيه دقيقي نباشد كه بگوييم مانند اين است كه مثلث را . (داريم

تر، فرض كنـيم،  ي بيشاجازه بدهيد، براي ايجاد انگيزه!). قرار دهيم اش،ي محيطيمثلث را درون دايره
22ي هاي معادلهخواهيم جواببراي مثال، مي 3 2 0x x− − به دسـت   [ي صحيح را در دامنه =

، \يـا   _هاي ابزار موجود در ميداناينكه وجود نداشته باشد يا  [ممكن است ابزار لازم در . آوريم
  براي مثال، داريم. هستند،  مناسب تر باشد [كه شامل

1
2

3يا    − 9 16 2
4

x ± +
= =  

تـرين  كوچـك  _ديـديم كـه    2.3بخـش   10تمرين  در. است 2برابر با  [پس، جواب اين معادله در 
ي صحيح دلخواهخواهيم اين واقعيت را براي هر دامنهدر زير مي. است [ي صحيح ميدان شامل دامنه

D ترين ميدان شاملكوچكخواهيم يعني، مي. تعميم دهيمD )   ي يـك انسـخه در واقـع شـامل-
  .  بسازيم )D ريخت با

-1.متمرين (. است 7.1.1بحث  2 بند و به ويژه 1ي زير دقيقاً همتاي بند قضيه 2ي بند اثبات ساده     
  .)را نيز ببينيد )6(
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  ي صحيح است ودامنه Dفرض كنيم كه   قضيه 12.4.3

{( , ) | , , 0}D D a b a b D b∗= × = ∈ ≠D  
  در اين صورت،

  :ارزي استهم Dي زير رويرابطه -1

( , ) ( , )a b c d ad bc⇔ =∼  

  يهاي زير روي مجموعهعمل -2

/ ( )/ {[( , )]| ( , ) }DF D D a b a b D D∗ ∗= = × = ∈ ×∼ ∼D   

  :خوش تعريف هستند

[( , )] [( , )] [( , )]
[( , )][( , )] [( , )]

a b c d ad bc bd
a b c d ac bd

+ = +
=

  

  .ميدان است 2هاي بند همراه با عمل DFي مجموعه -3

4-1 {[ ,1] | }D a a D= 1Dاست، يعني DFدر ميدان Dينسخه ∋ D≅.  

5 - DF به اين معني كه اگر. است 4ترين ميدان با ويژگي بند كوچكE  اي نسخه(ميداني شامل
  .است DFميدان) ريخت بااي يكنسخه(شامل  Eباشد، آنگاه  Dي صحيحدامنه) ريخت بايك

كـافي اسـت ترسـي از نمـايش     . هاي اين قضيه بسيار ساده  و سرراست استي بنداثبات همه  اثبات
)] پرانتز -كروشه  , )]a b هايبراي عضوDF   همتـاي كسـر   خـود  در ذهـن  نداشـته باشـيم و آن را

/a b در نظر بگيريم _ يدر اعداد گويا .  

  يعني) گويا(ارزي بالا مشابه تعريف تساوي دو عدد كسري ي همابتدا توجه كنيد كه تعريف رابطه -1

a c ad bc
b d
= ⇔ =  

را  7.1.1بحث  2و به ويژه  1بندهاي (نيز ساده است  ∽ارزي بودناثبات هم ).اين طور نيست؟( است
  :را توضيح دهيد ∽مراحل اثبات متعدي بودن. )ببينيدنيز 
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( , ) ( , ) ( , ) &

( , ) ( , )

a b c d e f ad bc cf de
adf bcf bde
af be
a b e f

⇒ = =
⇒ = =
⇒ =
⇒

∼ ∼

∼

  

  همتاي عمل جمع اعداد كسري، يعني  DFعمل جمع در -2 

a c ad bc
b d bd

+
+ =  

كنيم كه اين ابتدا توجه مي. نيز سر راست است) پرانتز-با نماد كروشه(تعريفي آن و اثبات خوش. است
  زيرا . عمل بسته است

, 0 0b d bd≠ ⇒ ≠  

  حال بايد نشان دهيم كه 

[( , )] [( , )]
[( , )] [( , )] [( , )] [( , )]

[( , )] [( , )]
( [( , )] [( , )]

( ) ( )( ))

a b a b
a b c d a b c d

c d c d
ad bc bd a d b c b d

ad bc b d bd a d b c

′ ′=⎧ ′ ′ ′ ′⇒ + = +⎨ ′ ′=⎩
′ ′ ′ ′ ′ ′⇔ + = +

′ ′ ′ ′ ′ ′⇔ + = +
  

  :مرحله آخر زير را توضيح دهيد

[( , )] [( , )] ( , ) ( , )
[( , )] [( , )] ( , ) ( , )

? ( ) ( )( )

a b a b a b a b
c d c d c d c d

ab ba
cd dc
ad bc b d bd a d b c

′ ′ ′ ′=⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨′ ′ ′ ′=⎩ ⎩

′ ′=⎧
⇒ ⎨ ′ ′=⎩

′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ + = +

∼
∼

  

  !گيريمتعريفي عمل ضرب را از شما خوبان نميي خوشاثبات ساده لذت

لـذت   كنـيم و برخي از شرايط را اثبات مـي . سر راست ولي پر زحمت است DFاثبات ميدان بودن  -3
هـاي جمـع و   جمع وضرب، از ويژگـي پذيري هر دو عمل شركت. گيريماز شما نميبرخي ديگر را انجام 

عمـل  خنثـي را نسـبت بـه     نقش عضـو  [(0,1)]عضو ). چطور؟(شود حاصل مي Dيدامنهضرب در 
  :كندجمع ايفا مي
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[( , )] [(0,1)] [( 1 0, 1)] [( , )]a b a b b a b+ = ⋅ + ⋅ ⋅ =  

)]ي هر عضو دلخواهقرينه , )]a b برابر با[( , )] [( , )]a b a b− =    :است −

2 2[( , )] [( , )] [( ( ), )] [(0, )] [(0,1)]a b a b ab b a b b+ − = + − = =  
  

0xتساوي آخر از اين مطلب حاصل مي شود كه، براي هر    داريم ≠
  

[(0,1)] [(0, )] (0,1) (0, ) 0 1 0 0 0x x x= ⇔ ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ =∼  
  

هـاي نظيـر در   از برقراري ويژگـي  راحتينيز به جمع روي  ضربپذيري پذيري جمع و توزيعتعويض     
ببينـيم كـه  بـه روشـني   در پايان، كـافي اسـت   . )اثبات كنيدجالب است، ( شودحاصل مي Dيدامنه

)] نسبت به عمل ضرب است، و هر عضو ناصـفر چـون   DFهمانيعضو  [(1,1)] , )]a b  داراي وارون
)]ضربي , )]b a براي نمونه، داريم .است   

[( , )][( , )] [( , )] [(1,1)]a b b a aa bb= =  
  

0xتوجه كنيد كه، براي هر  )]، داريم ≠ , )] {(1,1)]x x = .     
  دهيم كه تابعبراي اثبات اين بند، نشان مي -4
   

:
[( ,1)]

Di D F
a a
→;
6

  

i:كه همتاي( →] )با تعريف  _ )
1
mi m m= ييك همريختي يك به يك با نگاره) است =

1D  مراحل زير را توضيح دهيد(است:(  
  

( ) [( ,1)] [( ,1)][( ,1)] ( ) ( )
( ) [( ,1)] [( ,1)] [( ,1)] ( ) ( )

i ab ab a b i a i b
i a b a b a b i a i b

= = =
+ = + = + = +

  

  
باشـد،   Dكه شامل Eبه اين معني است كه براي هر ميدان  5حكم . است خيلي جالباين بند  -5

:يك همريختي يك به يك  Dj F E→; تعريف. وجود داردj آيد، بسـيار طبيعـي   كه در زيز مي
  :پرانتز به صورت طبيعي كسر است –نمايش كروشه همان تصور  در واقع اين طور نيست؟. است

1([( , )]) ( )aj a b ab
b

−= ≡  
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همريختي يك به يك است، كه آن نيز در واقـع بـه ايـن معنـي اسـت كـه        jحال بايد نشان دهيم كه
با نمايش كسـري  و ضرب جمع  هايهمان عملاساساً پرانتز  –هاي جمع و ضرب با نمايش كروشه عمل
  براي نمونه داريم. است

  

1

1 1 1 1

1 1

([( , )] [( , )]) ([( , )]

( )( ) (

( )

( )

([( , )]) ([( , )])

j a b c d j ad bc bd
ad bcad bc bd

bd
ad bcadd b bcd b
bd bd
a cab cd
b d

j a b j c d

−

− − − −

− −

+ = +
+

= + ≡

= + ≡ +

= + ≡ +

+

  

   
  !گذاريمي شما ميرا به عهده jعمل ضرب و يك به يك بودن حفظي سادهاثبات 

  
   .ي صحيح باشديك دامنه Dفرض كنيم  .بحث در كلاس 13.4.3

1اگر در هر ميدان بنويسيم -1 /ab a b− ، و براي سادگي، 1Dبا  Dريخت بودنو به دليل يك =
[( ,1)]a 1/را باa a= نمايش دهيم، آنگاه داريم  

  
1 [( ,1)][( , )] [( ,1)][(1, )] [( ,1)][( ,1)]

[( ,1)]
a aa b a b a b
b b

−= = = =  

  
. شـود داده مي نمايش Dاز عضوهاي كسريبه صورت  DFهر عضو) [با  _مشابه ارتباط ( يعني 

) ناميم و آن را بامي Dهايميدان كسررا  DFاز اين رو، )Q D كـه در آن  (دهيم نيز نشان ميQ 
  ).است كسربه معني  Quotientحرف اول 

و هــر همريختــي يــك بــه يــك  Eايــن اســت كــه بــراي هــر ميــدان   5تــر حكــم حالــت كلــي -2
:j D E→;  ــه يــك :،  يــك همريختــي يــك ب Dj F E→;  ــه ــه طــوري ك وجــود دارد ب

j i j=Dپذير است، يعني مثلث زير تعويض:  
  

i
DD F

j j
E

⎯⎯→
↓

;
  



45 
 

  
)])1به صورت  jحالتدر اين  , )]) ( ) ( )j a b i a i b  از نظـر نمادگـذاري   كـه  شـود، تعريف مـي  =−

)])1از  ترقدري پيچيده , )])j a b ab−= تـر مـي  ها نيز از لحاظ نمادگذاري پيچيـده است، و اثبات-
همريختي شمولي  jي را آورديم كه در آن همريختي يك به يكترحالت سادهدر بالا از اين رو، . شوند
ها نيسـت،  هر حال، تفاوت تابع يك به يك با تابع شمولي اساساً چيزي جز در نمادگذاري نگاره به. باشد

    هست؟
  
  

    4.3 تمرين
 . دار استي يكاحلقهRفرض كنيد -1
f:تــابع صــفر اســت اگــر و تنهــا اگــرRيمشخصــه ثابــت كنيــد كــه )الــف( R→] بــا تعريــف    

( ) 1f k k=   .ريختي باشدتك ⋅
:تـابع  اسـت اگـر و تنهـا اگـر     nبرابر بـا  Rيمشخصه ثابت كنيد كه )ب( nf R→]  بـا تعريـف    

( ) 1f k k=   .ريختي باشدتك ⋅
 فرض كنيد -2 IوJ يهايي از حلقهآلهايدR هـا،  ريختـي حلقـه  يكهاي با استفاده از قضيه  .باشند

IRاگر نشان دهيد كه JRو / JIRمتناهي باشند، آنگاه /  .نيز متناهي است /∩
  .ريخت نيستنديك [3و [2هايبت كنيد كه حلقهثا -3
aاي دلخواه وحلقهRكنيد فرض -4 R∈ تـابع ، ثابت كنيد كه . پذير باشدوارون:a R Rρ بـا   →

)1 تعريف )a x a xaρ  .استاي حلقه ريختييكيك  =−

 ،بـه ترتيـب  ، 1Dو 1Rفرض كنيد كـه . ي صحيح باشددامنه Dدار واي يكحلقه Rفرض كنيد   - 5
ــربي ــاني ض ــند Dو Rهم ــد . باش ــت كني ــرايثاب ــفر  ب ــي ناص ــر همريخت f:ه R D→ ــم ، داري

(1 ) 1R Df = . 
:فرض كنيد -6 'f R R→ ثابت كنيد كه. اي باشديك همريختي حلقه 
) )الف( ( )) ( ( ))f Z R Z f R⊆.  
0CharRاگر  )ب( m= )آنگاه ،≠ )Char f R m≤. 

بـه   يك Fيبا دامنه ناصفر ايحلقه نشان دهيد كه هر همريختي. است يك ميدانFفرض كنيد -7
Fناصفر نتيجه بگيريد كه هر همريختي. است يك F→ ريختي استيك. 

f:فرض كنيد -8 R S→ اگر. اي پوشا باشديك همريختي حلقهI وJ  يهـايي از حلقـه  آلهايـد
RوU وV يهايي از حلقهآلهايدS ثابت كنيد كه .باشند 

) )الف( ) ( ) ( )f I J f I f J+ = +.  
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) )ب( ) ( ) ( )f IJ f I f J=.  
1)پ( 1 1( ) ( ) ( )f U V f U f V− − −+ = +.  
1)ت( 1 1( ) ( ) ( )f UV f U f V− −   .و مثالي بيابيد كه تساوي برقرار نباشد ⊆−
2ا نبودني ي صحيح بودندامنه -9 3×] [×4و [  .را تعيين كنيد [

[×و [هاينشان دهيد كه حلقه - 10  .ريخت نيستنديك [
[×يحلقه هايآلايده -11  .نيدكرا تعيين  [
 . واريته نيستيك ها ي ميداننشان دهيد كه دسته -12
 چيست؟ _ميدان كسرهاي. است [ميدان كسرهاي _ثابت كنيد كه -13

]ثابت كنيد كه - 14 ]ميدان كسرهاي _[2   .است [[2

4Dي، براي حلقه12.4.3 يمذكور در قضيه ∽ينشان دهيد كه رابطه - 15 = ي اصلي ، كه دامنه[
 . ارزي نيستهمنيست، 

  .است _ با ريختي صفر، داراي زيرميداني يكنشان دهيد كه هر ميدان با مشخصه -16
 .ي صحيح و ميدان كسرهاي نظيرش داراي يك مشخصه هستنددامنه هرثابت كنيد كه  -17
  

  ي دومدسته
 . ها برقرار استنشان دهيد كه ويژگي جهاني ضرب براي ضرب دكارتي حلقه -19

2از Sينشان دهيد كه زيرحلقه -20 ( )M  ^يمعرفي شده، با حلقه 1.3بخش  25كه در تمرين  \
 . ريخت استيك \با) در همان تمرين( Sاز Tيهمچنين، زيرحلقه. ريخت استيك
ثابـت كنيـد كـه تـابع    . استpي عدد اولپذير با مشخصهدار و تعويضي يكاحلقهRكنيد فرض -21

: R Rϕ )با تعريف→ ) px xϕ  .اي استهمريختي حلقه=
)ياز حلقـه  يالقـه بـا زيرح  Rثابت كنيد كـه . استدار ي يكاحلقهRكنيد ضفر -22 , )End R +

)هاي روي گروه جمعيمتشكل از خودريختي , )R ي كيلي را در گـروه  اثيات قضيه(. ريخت استيك +
 ). ها به خاطر بياوريد

 ثابت كنيد كه، 3.4.3ي قضيهبا استفاده از . باشدRيآلي از حلقههايد Iفرض كنيد -23
IRهايزيرحلقه )الف( S/دقيقاً به صورت/ I هستند، كهS اي اززيرحلقهR است وI S⊆.  
IRهايآلهايد )ب( IJدقيقاً به صورت/ JIاست و Rآلي ازهايد Jهستند، كه / ⊆ .  

ــد  -24 ــرض كني ــذير   Jو  Iف ــويض پ ــه ي تع ــايي از حلق ــده آل ه ــه   Rاي ــه طــوري ك باشــند ب
I J R+   ثابت كنيد كه. =

R/نشان دهيد كه هر عضو  )الف( I  به صورتb I+  است كه در آنb J∈.  

R )ب( R R
I J I J

≅ ×
∩

.  
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1دار باشند، هايي يكحلقه 2Rو 1Rفرض كنيد  -25 2R R R= I، و × R⊆ .  ثابت كنيد كـهI 
1است اگر و تنها اگر  Rآل ايده 2I I I= 1، كه در آن × 1|I R≤ 2و 2|I R≤ .  
f:يك ميدان وFفرض كنيد -26 F→] ثابت كنيد كـه . اي پوشا باشديك همريختي حلقهF 

 .ي عددي اول استميداني از مرتبه
Rرض كنيدف -27 S→ ثابت كنيد كه . ها باشديك بروريختي حلقه  

)باشد به طوري كه Rآل ماكسيمالي ازهايد Mاگر )الف( )Ker f M⊆ آنگاه ،( )f M  هايـد-
   .است Sآل ماكسيمال

)باشد، آنگاه Sآل ماكسيمالايد M'اگر )ب( )1f M−   .است Rآل ماكسيمالهايد ′

)يضابطه )پ( )M f M6 هاي ماكسـيمال آلهي ايديك تناظر يك به يك بين مجموعهRهك ـ 
)شامل )Ker f ماكسيمالهاي آلي ايدههستند و مجموعهS كندتعريف مي.  

f:فرض كنيد -28 R S→ ثابت كنيد كه. اي پوشا باشديك همريختي حلقه 
KerfRRاگر و تنها اگر است پذيرتعويضS) را ببينيد 3.3از بخش  13تمرين ( )الف( ، كه ],[⊇

  در آن 
[ , ] { | , }R R xy yx x y R= − ∈  

 
],[اگر )ب( RRKerf / آنگاه ⊇ [ , ] / [ , ]R R R S S S≅. 

)يحلقه -29 ); , )R X= Δ ∩(Pكنيمگيريم  و فرض ميرا در نظر ميXY -تابع مشخصه  .⊇
Yf:2ي X →  با تعريف [

1,
( )

0,Y

x Y
f x

x Y
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
 

}2كه نشان دهيد. را در نظر بگيريد : | }YS f X Y X= → توابع، معمولي با جمع و ضرب  [⊇
g:تـابع : راهنمـايي . (ريخـت اسـت  يك Rيبا حلقه Sيبه علاوه، حلقه. حلقه است R S→   بـا

YfYfتعريف      .) ريختي مورد نظر استيك )(=
  .اعداد صحيح مثبت و متمايز باشند n و mفرض كنيد  -30

  ؟داشته باشد [nو  [mريخت باهايي يكدار وجود دارد كه زيرحلقهاي يكآيا حلقه) الف(

   .ي صحيح پاسخ دهيدرا براي حالت دامنه )الف(سؤال قسمت  )ب(

)ريخت باشند، نشان دهيد كهيك ′DوDهاي صحيحفرض كنيد دامنه -31 ) ( )Q D Q D′≅. 
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Dوجود دارند به طوري كه ′DوDهاي صحيحدهيد كه دامنهبا يك مثال، نشان  -32 D′⊂ ولي
( ) ( )Q D Q D′=. 

}فرض كنيد -33 / 2 | , , 0}D a k a k k= ∈  نشان دهيد كه. [≤

  .است ي صحيحيك دامنه D )الف(

 .ريخت استيك_با  Dميدان كسرهاي )ب(

نـاميم  ضربي بسته ميرا  Rاز Mيزيرمجموعه. پذير باشدي تعويضيك حلقهRفرض كنيد -34
0اگر M∉ و براي,a b M∈ داشته باشيمab M∈ .نشان دهيد كه اگرRي صـحيح  يك دامنه

R{0}باشد، آنگاه R∗ =  .ضربي بسته است −

كه  باشد Rاي ضربي بسته اززيرمجموعه Mودار و يكپذير تعويض ييك حلقهRفرض كنيد - 35
Rيرا روي مجموعه∽يرابطه. است 1شامل  M× به صورت 

( , ) ( , ) , ( ) 0a b c d s M s ad bc⇔∃ ∈ − =∼ 

  نشان دهيد كه. تعريف كنيد

  .هم ارزي است∽يرابطه )الف(

SR/نشان دهيد كه )ب( R M= ×  اي، حلقه12.4.3ي با اعمالي مشابه اعمال مذكور در قضيه ∽
  .ناميممي Mدر Rي موضعي سازيحلقهاين حلقه را . دار استو يك پذيرتعويض

:ثابت كنيد )پ( SR Rϕ )]با تعريف → ,1)]a a6 ريختي استيك تك.  

M{0}ي صحيح باشد، ويك دامنه Rنشان دهيد در حالتي كه )ت( R= S، داريم− RR F=.  
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   هاايي چندجملهحلقه   5.3  
اي كهن، و در حل معادلات، جبر خطي، نظريـه گـالوا، تـا    روي آن پيشينهه يكي از انواع حلقه كه مطالع

روي  جمع، ضرب، و تقسـيم  با اعضا و اعمال. است هاايي چندجملهحلقهنقش دارد،  ،مطالعات امروز
، بـا مجـرد سـازي ايـن     حال. مآشنا شديدبيرستان ي دورهدر  هاي با ضرايب اعداد حقيقيايچندجمله

-مي اي دلخواه را معرفي و به اختصار مطالعههاي با ضرايب متعلق به حلقهايي چندجملهحلقهمفهوم، 
  به زبان ساده .دهيمادامه ميجبر هاي ديگر ي بيشتر اين حلقه را در درسمطالعه .كنيم
       

  هر عبارت صوري به شكل. دار باشداي يكحلقهRفرض كنيم . تعريف 1.5.3
  

2
0 1 2( ) n

nf f x a a x a x a x= = + + + +"  
  

 )Rروييـا  ، Rمتعلق بـه با ضرايب ( ايچندجملهيك  ،هستندRعضو 0a،1a ،...،naرا كه در آن
را با  na،ي ثابتجملهرا 0a، امi ضريبرا  ia، مجهولرا  xنماد در اين عبارت صوري،.  ناميممي

nfنويسيمناميم، و مياي ميي چندجملهدرجهرا  n، وضريب پيشروشرط ناصفر بودن،  =deg .  
گـوييم اگـر ضـرايب    مـي  مساوياي را دو چندجمله .)شويماي قايل نمياي صفر درجهبراي چندجمله(

را بـا نمـاد  Rيحلقـه  هاي با  ضرايب متعلـق بـه  ايچندجمله يي همهمجموعه. دننظيرشان برابر باش
][xR دهيمنشان مي.  
  

  ي مجموع معمولاً از نمادگذاري فشرده . بحث در كلاس  2.5.3

2
0 1 2

0

n
i n

i n
i

f a x a a x a x a x
=

= = + + + +∑ "  

  
)به جايگاهي همچنين،  .كنيماستفاده ميها ايجملهبراي نمايش چند )f x ترنماد سادهf  را به كار

  :، با اعمال معمولي زير، يك حلقه استxR][ي، مجموعهRداري يكبراي هر حلقه. مي بريم
  

∑ ∑∑ ∑

∑∑ ∑
+

=
= −= =

== =

=

+=+
nm

k

k

i
k

iki
n

i

m

i
i

i
i

i

nm

i
i

ii
n

i

m

i
i

i
i

i

xbaxbxa

xbaxbxa

0
00 0

},max{

00 0

)())((

)(
  

  
-انجـام مـي   ايسادهرسد، ولي به همان صورت مي به نظرپيچيده  ،نمادگذاري فشردهضرب، در حاصل

]در  براي مثال، .مشود كه در دبيرستان ديدي ]x\ داريم  
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2 3 2 3 2 3 3

5 3 4 2 3

5 4 2

(2 5 4)( 2 ) 2 4 5 10 4 8
2 4 5 10 4 8
2 5 10 8

x x x x x x x x xx xx x x
x x x x x x
x x x x

− + − + = − + + − − +

= − + + − − +

= − + − +

  

  
iكه در آن از تساوي j i jx x x سرراسـت   xR][هاي حلقه براي بررسي شرط. استفاده شده است =+

پذيري ضرب را اثبـات و بقيـه را   براي نمونه، شركت. )رسدمي به نظرولي قدري پيچيده (است  راحتو 
  فرض كنيم. كنيمبه شما واگذار مي

  

0

t i
ii

h c x
=

=∑ 0
,m i

ii
g b x

=
=∑ 0

,n i
ii

f a x
=

=∑  
  

 امkبنـابر تعريـف، ضـريب   . برابرنـد  ghf)(و )(hfgام k، ضـريب kهـر  رايدهيم كه بنشان مي
hfg)( برابر است با  

ik
k

i

k

i

i

j jijiki cbacd −= = = −−∑ ∑ ∑= )(
0 0 0

  
  

  برابر است با ghf)(ام kو ضريب
  

)(
0 0 0∑ ∑ ∑= = = −− =

k

i

k

i

i

j jijiiki cbaea  
  

  باهستند  ، هر دو ضريب برابرRيپذيري ضرب روي جمع در حلقهكه با توجه به توزيع
  

∑ =++ klji lji cba  
  

هـا،  براي آگاهي از برخـي از آن . شوندمنتقل مي xR][ي به حلقه Rيهاي حلقهويژگي از برخي     
  .در بحث زير شركت كنيد

   
  بحث در كلاس  3.5.3

]4ياعمال جمع و ضرب زير را در حلقهاي ديگر، به عنوان نمونه -1 ]x]  دهيمانجام مي:  
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6 3 6

6 3
4 4 4

6 3

3

( 3 3) (3 2 1)
(1 3) 3 (1 2) (3 1)

0 3 3 0
3 3

x x x x x
x x x

x x x
x x

+ + + + + +

= + + + + + +

= + + +

= +

  

  
6 3 2

6 2 6 3 2 3 2
4 4 4

8 6 5 3 2

6 5 3 2

(2 3 3)(2 1)
(2 2) 2 (3 2) 3 (3 2) 3

0 2 2 3 2 3
2 2 3 2 3

x x x
x x x x x x x

x x x x x
x x x x

+ + +

= ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +

= + + + + +

= + + + +

  

            

  
پذير باشد، تعويضRاگر .دار استنيز يك xR][دار باشد، آنگاه يكRياگر حلقهروشن است كه  -2

  . نيز چنين است xR][آنگاه 
، كـافي  2با توجه بـه بنـد  . نيز چنين است xR][يي صحيح باشد، آنگاه حلقهدامنهRياگر حلقه -3

]است نشان دهيم كه ] \{0}R x فرض كنيم. نسبت به ضرب بسته است 

  

0
,m i

ii
g b x

=
=∑  0

,n i
ii

f a x
=

=∑  
  
0fgروشن است كه ( ناصفر باشند  در ايـن صـورت، حـداقل يـك      ).، ولي اثبات آن را مـي آوريـم  ≠

با توجه به متناهي بودن تعداد ضـرايب، بزرگتـرين  . ناصفر است gو fهايضريب ضريب از هر يك از
0, ≥ts  0وجود دارند به طوري كه≠sa 0و≠tb . يعني، بـه ازايsi و بـه   ia=0داريـم  <

tjازاي )در نتيجه، ضريب. jb=0داريم< )s t+امfg برابر است با  
  

tstststststs babababababa =+++++ +−+−++ 011110 ""  
  

sدامنه است، Rكه چون ta b عضوي ناصفر ازR0بنابراين،. است≠fg.  
 xR][پـذير در واقع، تنهـا عضـوهاي وارون  . ميدان باشدxR][ميدان باشد، لزومي ندارد كهRاگر -4

  ناصفر هاي ثابتايچندجمله
  

2
0 00 0f a x x a= + + + ="  
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اگردر واقع، . هستند
0

0 n i
ii

f a x
=

≠ 1داراي واروني چون ∑=
0

0 m i
ii

f b x−
=

≠ =∑  
1باشد، آنگاه 1f f −⋅   ، يعني =

  

(*)001)(
0

0
2∑ ∑

+

=
= − +++=

nm

k

k

i
k

iki xxxba "  

  
,0، بزرگترين3ي بنداز طرف ديگر، با استدلالي مشابه ≥ts     0وجود دارند بـه طـوري كـه≠sa و

0≠tbو در نتيجه ضريب ،( )s t+1ايچندجمله ام−ff برابر باtsba  ،كه با توجه به ميـدان  است
اينكـه  مگر ،در تناقض است(*) با تساوي در نتيجه و است  ناصفرعضوي ، Rبودن) دامنه و در نتيجه(

0=+ ts0، يعني== ts .00پس ≠a  0ولي براي>i،0=ia .،بنابراينfاي چندجمله
   .ناصفر است ثابت

0fدر حالت كلي اگر -5 ≠،0g ≠ ،0f g+ 0fg، و≠   ، آنگاه≠
  

deg( ) max{deg deg )f g f g+ ≤ degو       + deg degfg f g≤ +  
   

د، يا حتـي اگـر   ني صحيح باشمتعلق به يك ميدان يا دامنه gو f يهاايالبته اگر ضرايب چندجمله
degها مقسم صفر نباشد، آنگاهضريب پيشرو يكي از آن deg degfg f g= +  .  

  
را  xR][يو حلقه Rيبين حلقهساده همريختي دو شود، اثبات ميي زير، كه به راحتي در قضيه     

  .كنيممي معرفي
   

  قضيه  4.5.3
:][اي يك به يك ، يك همريختي حلقهRبراي هر حلقه چون -1 xRRh وجـود دارد كـه بـه     →

 :   شودزير تعريف مي صورت
2( ) 0 0h a a x x a= + + + ="  

 
RxRkاي پوشا ، يك همريختي حلقهRبراي هر حلقه چون -2 وجود دارد كه به صـورت   :][→

 :   شودزير تعريف مي

00
( )n i

ii
k a x a

=
=∑ 

 

  بحث در كلاس  5.5.3
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 هاي ثابـت ايرا به عنوان چندجمله Rيحلقه عضوهايي بالا، قضيه 1 بندشده در  داده ريختيتك -1
]در  ]R x و در نتيجهكندمي معرفي ،R يحلقهزير ][xR شودمي محسوب.  

 ارزيابهايي است كه ي بالا، در واقع يكي از دسته همريختيقضيه 2بندهمريختي تعريف شده در  -2
در  xبه جاي  Rيو با جايگذاري عضوي از حلقه )كنيمكه در زير تعريف مي( نام دارند مقداريابيا 

اي به در چندجمله xبه جاي  0از جايگذاري عضو kتابع ،بند در آن. شوندها حاصل ميايچندجمله
به كار ببريم، اين نتيجه حاصل  kهمريختي ي اساسي همريختي را در مورداگر قضيه. دست آمده است

  شود كهمي
[ ] /R x Kerk R≅  

  كه در آن

0
0

2
1 2

2 1
1 2

| 0,

{ | }

{ ( ) |, }

n
i

i
i

n
n

n
n

Ker k a x a n

a x a x a x n

x a a x a x n

=

−

⎫⎧
= = ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

= + + + ∈

= + + + ∈

∑ `

" `
" `

  

  
آل توليـد شـده   هرا اضافه كنـيم، همـان ايـد    Rيدار بودن حلقهدر صورتي كه فرض يك ،اين مجموعه
)، يعنــيxتوســط عضــو )x ،يدر حلقــه][xR هــا،ي اساســي همريختــيبنــابر قضــيه پــس،. اســت 

[ ] / ( )R x x R≅. آوريمحال، تعريف كلي زير را مي.  
  
در اين صورت . S∈αفرض كنيم. ي آن باشدزيرحلقه Rحلقه وSفرض كنيم . تعريف  6.5.3 

SxRهمريختي →][:αϕ با تعريف  

∑ ∑=
=

=
n

i

n

i

i
i

i
i axa

0
0

)( αϕα 

  
)زيرا،  .ناميممي αدر مقدار ياب يا همريختي ارزياب ، به دليلي روشن،را ( )) ( )f x fαϕ α=.  
  

هـا و  اياين واقعيت از تعريـف جمـع و ضـرب چندجملـه    . واقعاً همريختي است αϕتوجه كنيد كه     
  :جمع به صورت زير استعمل براي مثال، حفظ . شودهاي اعمال حلقه نتيجه ميويژگي
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},max{

0

},max{

00 0
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αα

α

ϕϕ αα

 

 
بـه   Sپذيري جمـع و تعويض Sيحلقه پذيري ضرب روي جمع دربا استفاده از توزيع كه تساوي آخر

  .0ϕ=kي بالا،در قضيه همچنين روشن است كه. دست آمده است
  

، الگـوريتم تقسـيم   زيـر در . ماي ـي بـا ضـرايب عـددي را در دبيرسـتان ديـده     هاايتقسيم چندجمله     
  .بينيمرا مي) به ويژه روي ميدان(دلخواه هاي روي يك حلقه ايچندجمله

  
,][دار باشـد و ي يـك احلقه Rفرض كنيم . )الگوريتم تقسيم(قضيه   7.5.3 xRgf كـه در  ∋

در ايـن صـورت،   . )ميـدان باشـد   Rبـه ويـژه اگـر   ( و ضريب پيشـرو آن وارونپـذير اسـت    g≠0آن 
,][هاي منحصر به فردايچندجمله xRrq    وجود دارند به طوري كه ∋

  
f qg r= +  

grيا r=0كه در آن degdeg <.  
  

فـرض كنـيم   . اثبات
0

n i
ii

f a x
=

0و ∑=

m i
ii

g b x
=

كنـيم كـه اگـر   ابتـدا مشـاهده مـي   . ∑=
0=f يا اگرgf degdeg frو q=0 آنگاه بـا قـرار دادن   >  .     شـود حكـم حاصـل مـي    =

gfو f≠0حال فرض كنيم degdeg . كنـيم مـي اثبـات   fdegحكـم را بـا اسـتقرا روي   . ≤
0degكنيم كه اگرملاحظه مي =f 0آنگاه با قرار دادن

1
0 abq .  شـود حكم ثابت مي r=0و =−

0degكنـيم فرض مـي  ≠f    ي كمتـر از  هـاي ناصـفر از درجـه   ايي چندجملـه و حكـم بـراي همـه
fn deg=  دهيمقرار مي. باشدبرقرار  

1

0 1
1 1 1 1

0 1
1

0 1 0
1 1 1 1

1 1 1 1

( )

( )

( )

( ) ( )

n m
m n

n
n

n m n m n m m
m n m n m m

n m
n m m n

n m n
n m m n n m m

h f b a x g

a a x a x

b b a x b b a x b b x

a a x a b b a x

a b b a x a b b x

− −

− − − − + − − +

− −
−

− − + − −
− + − −

= − =

= + + +

− + + +

= + + + −

+ − + + −

"
"

"
"

  

  
  و در نتيجه h=0يا  ،حال
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1 0n m
m nf b a x g− −= +  

  
-چندجمله ،hبا به كار بردن فرض استقرا براي ،كه در اين صورت h≠0است، ياكه حكم ثابت شده 

,][هاي اي xRrs   وجود دارند به طوري كه ∋
h sg r= +  

grيا r=0و degdeg   در اين حالت داريم .>
  

1

1

1( )

n m
m n

n m
m n

n m
m n

f b a x g h

b a x g sg r

s b a x g r

− −

− −

− −

= +

= + +

= + +

  

  
  كنيم، فرض ميrو qدر پايان براي اثبات منحصر به فرد بودن. كه باز هم حكم ثابت شده است

  
f qg r q g r′ ′= + = +  

  
grيا r=0 در آن كه degdeg grيا r′=0و > degdeg   پس. ′>
  

( )q q g r r′ ′− = −  
  

qqاگرحال،  −′≠0، آنگاه≠′ qq چون ضريب پيشرو( و در نتيجهg پذير استوارون(  
  

gqqgrr deg)deg(deg)deg( ≥′−+=−′  
  
qqپس بايد. دارد ′rو rهاي فرض در موردتناقض با ويژگي كه rrو در نتيجه =′ ′=.   
  

ي مانـده بـاقي و  خارج قسمتي بالا را به ترتيب قضيه rو qهايايچندجمله . تعريف  8.5.3
  .ناميممي gبر fتقسيم

  
حـال  . ايدي با ضرايب عددي را در دبيرستان ديدههاايتقسيم چندجمله . بحث در كلاس  9.5.3

-ماندهخارج قسمت و باقي .كنيممرور مي [n يهاي با ضرايب در حلقهايآن تجربه را براي چندجمله

13232ي تقسيم 234 −++−= xxxxf 232بر +−= xxg  5را در[ ]x]   به دسـت



56 
 

انجـام   5ي ضرايب را در همنهشـتي بـه پيمانـه   و قرينه  ،مجموع ،ضربتوجه كنيد كه حاصل .مي آوريم
تر توانيد اين كار را سادهايم، ولي شما ميرا يكي يكي نشان داده تقسيم براي آموزش، مراحل(. دهيممي

4 داريم [5روي ميدان  كنيم كهابتدا توجه مي). انجام دهيد 3 22 2 2 3 4f x x x x= + + + + .
  حال، داريم

    
4 3 2 2 22 2 2 3 4 ( 3 2)(2 2 3) 3x x x x x x x x x+ + + + = − + − − +  

  زيرا 
4 3 2 2

4 3 2 2
5

4 3 2

3 2 2

3 2
5

3 2

2 2
5

2

2 3 2 3 1 3 2
2 (6 )1 4 2

(2 2) ( 3 ( 1)) (2 4) 3 1
2 2 3 1 3 2

2 (6 )1 4 2

( 2 2) ( 2 1) (3 ( 4)) 1
3 (7 )2 1 3 2

3 (9

x x x x x x
x x x x

x x x x
x x x x x

x x x x

x x x
x x x x

x

− + + − − +

− ≡ +
− − − − − − − − − − − −

− + − − − + − + −

= − − + − − +

− + ≡ − −
− − − − − − − − − − − − − − −

− + + − − + − − −

= − + ≡ − − +

− + ≡5 5

2

)4 (6 )1 3

( 3 3) (2 4) ( 1 1)
2

x

x x
x

− ≡ −
− − − − − − − − − − − − − −

− + + − + − +
= −

  

  
  با هستند مانده برابربنابراين، خارج قسمت و باقي

  

xxr
xxxxq

32
232322 22

=−=
++=−−=  

ي البتـه، در هـر مرحلـه    .حاصـل شـده اسـت    [5هـا در ي قرينههاي آخر از محاسبهتساوي ،كه در آن
  .جايگذاري كنيم {0,1,2,3,4}اعدادي مثبت در ميدان با  را اعداد منفيتوانيم مي تقسيم

  
SRحلقه باشند،SوRفرض كنيم . تعريف  10.5.3 xRf][و ≥   را يك S∈αعضو. ∋
)(0گوييم، اگرمي Sدر  fيريشه =αf.  
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xRf][ي يكدار باشد واحلقهRفرض كنيم . قضيه  11.5.3   در اين صورت،. ∋Raو ∋
axبر fتقسيمي ماندهباقي  -1   .استaf)(بابرابر  −
axبـر  fي تقسيمماندهست اگر و تنها اگر باقيا Rدرfييك ريشه aعضو  -2  0 برابـر بـا   −

  .باشد
  

  اثبات
,][هاي منحصر به فردايبنابر الگوريتم تقسيم، چندجمله -1 xRrq   وجود دارند به طوري كه ∋
  

( )f q x a r= − +  
  

)در نتيجـــــه، ) ( )( ) ( ) ( )f a q a a a r a r a= − + يـــــا r=0از طـــــرف ديگـــــر،  . =
deg deg( )r x a< 0)()(آنگاه r=0اگر. − afarr ، در ايـن صـودت نيـز   ، پـس ===

)(afr deg(deg(1اگر. = =−< axr 0آنگاهdeg =rپس ،r اي ثابت است، چندجمله
)()(در نتيجه،و  afarr ==.  
  .شودنتيجه مي 1 بند از راحتيبه  -2
  

دهند كـه در حالـت كلـي قـانوني بـراي تعـداد       هاي زير نشان ميمثال . بحث در كلاس  12.5.3
]اي هاي يك چندجملهريشه ]f R x∈درR جود نداردو .   

21ي دواي درجهچندجمله يتنها ريشه -1  xxf )1(0، زيرااست 1برابر با  [3در=++ =f 
(0)ولي 1 (2)f f= =.  

2xxfهايريشه -2   .5و 3، 0،2برابرند با  [6در =+
21ايچندجمله -3 xxf   .ريشه ندارد [5در =++
  

هـاي  هاي روي يك دامنـه صـحيح، تعـداد ريشـه    دهد كه براي چندجملهمي ي زير نشانولي قضيه     
همچنين ثابت شده است كـه  . است ايچندجملهي حداكثر برابر با درجهي صحيح، موجود در آن دامنه

-برابر با درجهدقيقاً در آن ميدان، اي هاي يك چندجملهتعداد ريشه) ^مانند( ها،ميداناز روي برخي 
  . است ايچندجملهي 
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]ي صـحيح اسـت و  يك دامنـه Dفرض كنيم . قضيه  13.5.3 ]f D x∈ .    در ايـن صـورت تعـداد
  .است fdegاكثر برابر باحد D در fهايريشه

  
nfكنيمفرض مي. اثبات =deg و حكم را با استقرا رويn 0اگـر . كنـيم اثبات مي=n   حكـم

baxfو n=1اگر. واضح است حـداكثر يـك ريشـه    fدر ايـن صـورت،  . a≠0كه در آن  =+
babaباشند، آنگاهfهايريشه,βαزيرا، اگر. دارد +==+ βα βαو درنتيجـه،  0 aa = 

D،βαيدامنه و با توجه به برقراي قوانين حذف در =.  
ريشـه   Dردfاگـر . برقرار باشد n−1يهاي از درجهچندجملههر حال فرض كنيم قضيه براي      

aفرض كنيم. نداشته باشد، حكم ثابت شده است D∈يريشهf اي در اين صورت، چندجملـه . باشد
ــه فــرد ]منحصــر ب ]q D x∈  ــه طــوري كــه qaxfوجــود دارد ب )( ي و در نتيجــه درجــه =−

. اسـت  n−1حـداكثر  qهايپس بنابر فرض استقرا، تعداد ريشه. است n−1، برابر باqايچندجمله
axحال چون   . است nحداكثر fهايتنها يك ريشه دارد، بنابراين، تعداد ريشه −

  
  .آوريد ربه خاط 3.3بخش  6 را از تمرين ي ايدآل اصليدامنهتعريف 

  
]يك ميدان باشد، آنگاه Fاگر . قضيه  14.5.3 ]F x آل اصلي استهي ايديك دامنه.  

  
]يك ايدآل Iويك ميدان  Fفرض كنيم . اثبات ]F x بايد نشان دهيم كه . استI    يـك ايـدآل 

  و I≠}0{فرض كنيم. صلي استآل اايده Iآنگاه، I=}0{اگر. اصلي است
  

}0:{deg IffP ∈≠=  
  

-داراي كوچـك  Pترتيبـي، پس بنابر اصل خوش. است `0اي ناتهي اززيرمجموعه Pدر اين صورت،
]دهـيم نشـان مـي  . است nياز درجه ∋Igفرض كنيم. است nترين عضوي چون ]I gF x= . از

]آلهايد Iآنجا كه ]F x است، پس[ ]gF x I⊆ .   بـرعكس، فـرض كنـيمIf بنـابر الگـوريتم   . ∋
,هاي منحصر به فردايچندجمله تقسيم، [ ]q r F x∈ وجود دارند به طوري كه  

  
rgqf +=  

grيا r=0و degdeg   در نتيجه،. >
Igqfr ∈−=  
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g ،grپس با توجه به انتخاب degdeg   و r=0بنابراين،. ناممكن است >
  

[ ]f gq gF x= ∈.  
  

]نباشد،ميدان  Fاگر 14.5.3ي در قضيه ]F x زيرا براي مثال،. اصلي نيست آلي ايدهلزوماً دامنه
[ ]x] هاي آن لزوماً اصلي نيستند، به عنوان مثال،آلاست كه ايده ايدامنه( ) (2)x آل اصلي ايده +
  .راهنمايي بيشتر .نيست

  
صحيح  ي اعداد، مشابه تجزيه اين است كهيكي ديگر آل اصلي هاي ايدهدامنهبرخي از هاي از خوبي     

ي بيشـتر  مطالعـه  اين ويژگـي و . ستا تراي به عضوهاي سادهداراي تجزيه در آن هرعضو به اعداد اول، 
   .گيريمهاي بعدي جبر پي ميها را در درسايي چندجملهحلقه

  
  
  
  

  5.3 تمرين    
  

  دسته اول
]ي صحيح ودامنهRفرض كنيد -1 ]R xثابت كنيد. ي ايدآل اصلي باشددامنه 

]هر ايدآل اول ناصفر) الف      ]R xماكسيمال است.  
 .ميدان استR) ب

RxxRنشان دهيد كه. دار باشداي يكحلقهRفرض كنيد -2 ≅)/(][. 
 ثابت كنيد كه. دار باشداي يكحلقهRفرض كنيد -3

 
2 2

0 1 0 1[ ] / ( ) {( ) ( ) | , }R x x a a x x a a R= + + ∈  
  

][)/(عضو باشد، آنگاه nدارايRو نتيجه بگيريد كه اگر 2xxR 2دارايn عضو است. 
است وxR][ايدآلxI][ثابت كنيد كه. باشد Rايدآلي از Iدار واي يكحلقهRكنيدفرض  -4

])[/(][/][ xIRxIxR ≅. 
]، نشان دهيد كه0ϕبا استفاده از همريختي ارزياب - 5 ] / ( )x x ≅] )آيا. [ )x  ايدآل ماكسيمالي

]از ]x]است؟ 
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:همريختي ارزياب -6 [ ]i xϕ →_ 1iرا كه در آن ^ = نشان دهيد كه. در نظر بگيريد −
2{(1 ) | [ ]}iKer x f f xϕ = + ∈_. 
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