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مقدمه❑

پیش نیازها

معرفی انواع شرایط مرزی

روش های حل معادله دیفرانسیل
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( ) 0L A + =

( ) 0m B + =

Ωمعادله دیفرانسیل در دامنه 

λشرط مرزی در مرز 

2 2 2 0x on  + = 

2 0 on + =

مقدمه

مثال




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مقدمه

روش های عددی روش های تحلیلی

روش های دقیق•

روش های تقریبی•

روش های تفاضل محدود•

روش های المان محدود•

روش المان مرزی•

جداسازی متغیرها❑
تبدیل فوریه❑

ریتز-روش رایلی ❑
روش گالرکین❑

حل معادله دیفرانسیل
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مقدمه

استخراج معادله 
الدیفرانسیل یا فانکشن

فرض یک جواب سری 
تقریبی

اعمال شرایط مرزی

( )2

,

0
2

L

x

AE
u qu dx  = − 

 
2

2
0

d u
AE q

dx
+ =
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:پیش نیازها
اصل کار مجازی و اصل حداقل سازی تابع پتانسیل

(شرایط قیدی را حفظ کند)δجابجایی سیستم در حالت تعادل استاتیک

کار مجازی نیروی داخلی و خارجی با هم برابر

extu W = − 0 تابع پتانسیل=

انرژی کرنشی کار نیروی خارجی اپراتور حساب تغییرات

مقدمه
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:پیش نیازها

انرژی کرنشی•





1
2

U dv= 
کار نیروی خارجی•

extW px=

تاپراتور دیفرانسیل حساب تغییرا•

( , )F x y

F Fx y
x y



 

=
 + 

مقدمه

P P

x
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:پیش نیازها
(Functional)فانکشنال •

( ) ( , , ', '')I u F x u u u dx= 
تابع و خروجی عدد اسکالر: ورودی

)معادله دیفرانسیل• ) 0L u A+ =

(Functional)فانکشنال  معادله دیفرانسیل

[An introduction to finite element method, Reddy]

مقدمه
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شرایط مرزی چیست؟
وجود هرگونه شرط بر روی مرزهای دامنه حل•

جابجایی افقی و 
عمودی ندارد

u=v=0

جابجایی عمودی 
ندارد

v=0

u

v

مقدمه
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1 2

جابجایی افقی، 
عمودی و شیب ندارد

u=v=dv/dx=0

شرایط مرزی چیست؟
وجود هرگونه شرط بر روی مرزهای دامنه حل•

مقدمه

u

v  فرادرس
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انواع شرایط مرزی

شرط مرزی ضروری 
(هندسی)

شرط مرزی طبیعی 
(نیرویی)

0
m

m

d
A

dx


+ =

•n=m/2

، n-1تا 0شرط مرزی از درجه •
ضروری

، m-1تا nشرط مرزی از درجه •
طبیعی

مقدمه
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ریتز-روش رایلی❑

ریتز به همراه تابع پنالتی-روش رایلی

مثال عددی به همراه برنامه نویسی متلب

ریتز-روش رایلی
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ریتز-روش رایلی

( ) ( , , ', '')I u F x u u u dx= 
:هدف

که فانکشنال را حداقل نمایدuیافتن تقریبی تابع 

( )( ) 0I u = از فانکشنال استفاده می شود
مشتقات کمتر هستند

توابع پایه جواب از درجه کمتری هستند
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ریتز-روش رایلی

123

( ) ( )
1

( )
n

i i

i

u x a N x x
=

= +
( )iN x

( )x

ارضا نمودن شرط مرزی ضروری

عدم نیاز به ارضا نمودن شرط
(نیرویی)مرزی طبیعی 

توابع امتحانی
(Trail Function)

اء توابع کمکی برای ارض
شروط مرزی ضروری

( )1

( ) ( , , ', '')

,..., n

u F x u u u dx

a a





= =

( )1,..., 0na a =

iaیافتن 

1

0
a


=


0

na


=


...
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ریتز به همراه تابع پنالتی-روش رایلی
3

( )1 1 1( ) ,..., nu a a =

( )1 1,..., 0na a =

iaیافتن 

1

1

0
a


=


1 0
na


=


...

برای ارضاء شرایط مرزی ضروری

( ) 0m B on + =





( )
2

1( ) ( )u u m B dx


    = + + 
)             (عددی بزرگ : عدد پنالتی 610 =
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ریتز-توضیحات تکمیلی روش رایلی

( )iN x (Trail Function)توابع امتحانی

توابع تقریبی سری جواب

)چند جمله ای• ) i

iN x x=

)مثلثاتی• ) ( )siniN x ix=

مستقل خطی1)
تشکیل فضای کامل2)
ارضاء نمودن شرط مرزی 3)

ضروری
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ریتز-تیر اویلر برنولی به روش رایلی : 1-1مثال 

( )2

0

1 ''
2

L

EI y qy dx  = −  0 0
. .

0

y at z
B C

y at z L

= =
 = =

q

E,I

L

z

y
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تیر اویلر برنولی: 1-1مثال 

( )( )2 1 1
( ) sinn

n z
N z

L

− +
=

1( ) sin
z

N z
L


=

2

3
( ) sin

z
N z

L


=

تنها تقریب دو جمله: توابع تقریب

( )1 2

3
( ) sin sin

z z
y z a a z

L L

  = + +

0
شرط مرزی اساسی به تنهایی ارضاء می شود
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تیر اویلر برنولی: 1-1مثال 
:دستورات متلب مورد نیاز

syms L E I

diff(y,’z’,1)

int(y,’z’)

int(y,’z’,0,L)

x=1;eval(y)

(سمبلیک)تعریف متغیرهای غیر عددی 

مرتبه1به تعداد zنسبت به متغیر yدیفرانسیل تابع 

zنسبت به متغیر yانتگرال نامعین تابع 

Lتا 0از zنسبت به متغیر yانتگرال معین تابع 

x=1به ازای yمقداردهی تابع 
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تیر اویلر برنولی: 1-1مثال 
الگوریتم حل

start تعریف نمادهایL,E,I,z,a1,a2,q

End
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تیر اویلر برنولی: 1-1مثال 
الگوریتم حل

( ) ( )
( ) ( )

1

2

, , , , , , 0

, , , , , , 0

A q L E I a B q L E I

C q L E I a D q L E I

 + =
 + =

( )

( )
1

11

0

1 , , ,
:

1 , , ,
a

M
den A q L E I

aa

num M B q L E I
=

 = = 
 = =

( )

( )
2

22

0

2 , , ,
:

2 , , ,
a

M
den C q L E I

aa

num M D q L E I
=

 = = 
 = =

( ) ( )
( ) ( )

1

2

, , , / , , ,

, , , / , , ,

a B q L E I A q L E I

a D q L E I C q L E I

 =−
 = −

1

2

1 0
1

2 0
2

1
/

1

2
/

2

a

a

num M
a M

den a

num M
a M

den a

=

=

 =− = − 
  = − = −
 

د؟چگونه به صورت پارامتری حل شو

∂N

N

N
∂N

N

M
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تیر اویلر برنولی: 1-1مثال 
4

1 5

4

2 5

4

4

243

qL
a

EI

qL
a

EI






=



 =

4 4

5 5

4 4 3
( ) sin sin

243

qL z qL z
y z

EI L EI L

 
 

= +

6

1000

1

200

10

q

L

E Gpa

I −

= −
=
=

=
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 فرادرستیر اویلر برنولی: 1-1مثال 
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تیر اویلر برنولی: 1-1مثال 

1

3
( ) sin

z
N x

L


=

2

5
( ) sin

z
N x

L


=

تنها تقریب دو جمله: توابع تقریب
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ریتز-به روش رایلی( یک عضو خرپا)یک عضو محوری : 2-1مثال 

2

0

1
2

L
du

AE cxu dx
dx


  = −  

   
 . . 0 0B C u at x= =

L

q=cx

x,u
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1( ) n

nN x x −=
1( ) 1N x =

2 ( )N x x=

پایه های جواب چند جمله ای-تنها تقریب دو جمله: توابع تقریب

( )2

0 1 2( )u x a a x a x x= + + +
0

شرط مرزی اساسی به تنهایی ارضاء می شود

2

3( )N x x=

0

(یک عضو خرپا)یک عضو محوری : 2-1مثال 
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)الگوریتم حل ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

, , , , , , 1

, , , , , , 2

A q L E I a B q L E I a R

C q L E I a D q L E I a R

 + =
 + =

( ) ( )

( ) ( )

( ) 1

2

1

1

2

0

0

.1
, , ,

.1
: , , ,

1 .1 a

a

Eq
A q L E I

a

Eq
a B q L E I

a

R Eq =
=

 
= 

  = 
 = −



( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

.1: , , , , , , 1

.2 : , , , , , , 2

Eq A q L E I a B q L E I a R

Eq C q L E I a D q L E I a R

 + −
 + −

:در متلب این معادلات به صورت

(یک عضو خرپا)یک عضو محوری : 2-1مثال 

( ) ( )

( ) ( )

( ) 1

2

1

2

2

0

0

.2
, , ,

.2
: , , ,

2 .2 a

a

Eq
C q L E I

a

Eq
a D q L E I

a

R Eq =
=

 
= 

  = 
 = −

 26
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الگوریتم حل
(یک عضو خرپا)یک عضو محوری : 2-1مثال 

( ) ( )
( ) ( )

, , , , , ,
_

, , , , , ,

A q L E I B q L E I
Coef matrix

C q L E I D q L E I

 
=  
 

1

2

R
R

R

 
=  
 

   1

2

_
a

Coef matrix R
a

 
= 

 

   11

2

_
a

Coef matrix R
a

− 
= 

 
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ریتز-فانکشنال با شرط مرزی غیر همگن به روش رایلی: 3-1مثال 

21

2

0

1
2

d
dx

dx

 
  = +  
   


0 0

. .
1 1

at x
B C

at x



= =

 = =

0 1
0

1

0

1



=
=
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1( ) n

nN x x −=
1( ) 1N x =

2 ( )N x x=

پایه های جواب چند جمله ای-تقریب سه جمله: توابع تقریب

دشرط مرزی اساسی به تنهایی ارضاء نمی شو

2

3( )N x x=

فانکشنال با شرط مرزی غیر همگن: 3-1مثال 

2

1 2 3( )u x a a x a x= + +
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فانکشنال با شرط مرزی غیر همگن: 3-1مثال 

( )
21

22 2

1 0 1
0

1 1
2 x x

d
dx

dx

     
= =

     = + + + −         


0 0
. .

1 1

at x
B C

at x



= =

 = =
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فانکشنال با شرط مرزی غیر همگن: 3-1مثال 

1 =

10 =

100 =

1000 =
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گالرکینروش ❑

روش گالرکین توسعه یافته

مثال عددی به همراه برنامه نویسی متلب

روش گالرکین
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روش گالرکین

( ) 0L u A+ = که معادله دیفرانسیل را ارضاء نمایدuیافتن تقریبی تابع 

( ) ( )
1

( )
n

i i

i

u x a N x x
=

= +

( )L u A R+ =

حدس تقریبی جواب به صورت سری

مینیمم کردن خطا
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روش گالرکین

123

( ) ( )
1

( )
n

i i

i

u x a N x x
=

= +

ارضا نمودن شرط مرزی ضروری

iaیافتن  جایگذاری در معادله 
دیفرانسیل

( )L u A R+ =

مینیمم کردن خطا

0iW R d =

i iW N Babnov Galerkin=

i iW N Petrov Galerkin

34

 فرادرس
FaraDars.org



توضیحات تکمیلی-روش گالرکین

0iW R d =
( )L u A R+ =

( ) 0iW L u A d + = 

( )  i iW L u d W A d  =−        i iK a F=
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روش گالرکین توسعه یافته

برای ارضاء شرایط مرزی ضروری

( )m u B R on + =





3

iaیافتن 

مینیمم کردن خطا

0i iW R d W R d


 + = 

i iW W=

i iW W= −
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توضیحات تکمیلی-روش گالرکین توسعه یافته

( )L u A R+ = ( ) ( ) 0i iW L u A d W m u B d


   + + + =    

( ) ( )    i i i iW L u d W m u d W A d W B d
 

     + =− −      

    ' 'i i iK K a F F+ = +

0i iW R d W R d


 + = 

( )m u B R+ =

 K  'K  iF  'iF
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معادله دیفرانسیل به روش گالرکین: 4-1مثال 

0 0
. .

1 1

u at x
B C

u at x

= =
 = =

2

2
0

d u
u

dx

 
− = 

 

0 1
0

1

0

1



=
=
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( )( ) sinnN x n x=

( ) ( ) ( )0 1 2( ) sin 2 sinu x a a x a x x  = + + +

دشرط مرزی اساسی به تنهایی ارضاء نمی شو
0

تنها تقریب دو جمله سری فوریه سینوسی: توابع تقریب

( )( ) sinnN x x=

( )( ) sin 2nN x x=

( )x x =

معادله دیفرانسیل به روش گالرکین: 4-1مثال 
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الگوریتم حل

معادله دیفرانسیل به روش گالرکین: 4-1مثال 

start تعریف نمادهایX,a1,a2

End
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معادله دیفرانسیل به روش گالرکین اصلاح شده: 5-1مثال 

0 0
. .

1 1

u at x
B C

u at x

= =
 = =

2

2
0

d u
u

dx

 
− = 

 

0 1
0

1

0

1



=
=
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1( ) n

nN x x −=

2

0 1 2( )u x a a x a x= + +

دشرط مرزی اساسی به تنهایی ارضاء نمی شو

تابع چند جمله ای–تنها تقریب سه جمله : توابع تقریب

1( ) 1N x =

2 ( )N x x=
2

3( )N x x=

معادله دیفرانسیل به روش گالرکین اصلاح شده: 5-1مثال 
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معادله دیفرانسیل به روش گالرکین اصلاح شده: 5-1مثال 

2

2

d u
R u

dx


 
= − 
 

0 0u at x= =

1 1u at x= =

1 0x
R u =

=

2 1x
R u =

=

0i iW R d W R d


 + = 
i iW N=

i iW N= −
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الگوریتم حل

معادله دیفرانسیل به روش گالرکین اصلاح شده: 5-1مثال 

startیاهدامن فیرعت X,a1,a2( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3( )u x a N x a N x a N x= + +

End

( )1 1N x = ( )2N x x=

1 2
, ,R R R 

( ) 2

3N x x=

i iW N=
i iW N= −

1 2

1

1 1 1
0 1

0

0
x x

N R dx N R N R  = =
  + − + − =   
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معادله دیفرانسیل به روش گالرکین اصلاح شده: 5-1مثال 

دقت نامناسب-1

نتیجه

عدم تقارن ماتریس سختی-2 
3 3 / 2 2 / 3

3 / 2 4 / 3 1/ 4

4 / 3 5 / 4 8 /15

K

− 
 =  
  
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 فرادرسمعادله دیفرانسیل به روش گالرکین اصلاح شده: 5-1مثال 
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نتیجه گیری❑

46

 فرادرس
FaraDars.org



تقریبی حل معادلات دیفرانسیل هایروش

ریتز-روش رایلی❑

نتیجه گیری

عدم عمومیت)اعمال بر روی فانکشنال ➢
(در تمام معادلات دیفرانسیل

کمترتابع تقریبی با مرتبه➢
شرط مرزی ضروری ارضاء شود➢

ریتز با تابع پنالتی-روش رایلی❑
دالزاما شرط مرزی ضروری نیاز نمی باش➢

47

 فرادرس
FaraDars.org



تقریبی حل معادلات دیفرانسیل هایروش

روش گالرکین❑

نتیجه گیری

لاعمال بر روی تمام معادلات دیفرانسی➢
بیشترتابع تقریبی با مرتبه➢
شرط مرزی ضروری ارضاء شود➢

روش گالرکین توسعه یافته❑
دالزاما شرط مرزی ضروری نیاز نمی باش➢
ماتریس سختی نامتقارن است➢
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:مدرس
مجید خزایی

کارشناسی ارشد مهندسی هوافضا
(پلی تکنیک تهران)دانشگاه صنعتی امیر کبیر 

مقدمه ای بر روش المان محدود
مراحل انجام تحلیل المان محدود

1
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2

فهرست مطالب

شبکه‌بندی

1

انتخاب‌نوع‌تابع‌تغییر‌شکل‌و‌تابع‌های‌تغییر‌شکل‌مرتبه‌بالاتر

2

3

استخراج‌ماتریس‌سختی 4

 فرادرساستخراج‌معادله‌دیفرانسیل‌یا‌فانکشنال
FaraDars.org



3

فهرست مطالب

اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌روش‌های‌مختلف‌اعمال‌شرایط‌مرزی

5

حل‌ماتریس‌پاسخ

6

7

نتیجه‌گیری 8

 فرادرسادغام‌ماتریس‌های‌سختی‌المان‌ها
FaraDars.org



مقدمه

استخراج‌معادله‌
الدیفرانسیل‌یا‌فانکشن

شبکه‌بندی‌دامنه‌حل

ل‌انتخاب‌تابع‌تغییر‌شک
(نوع‌المان)

استخراج‌ماتریس‌سختی
هر‌المان

ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌
بارگذاری
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5

مقدمه

نقش‌گره‌ها
حفظ‌پیوستگی‌در‌•

یمیان‌شبکه‌محاسبات
اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌•

بارگذاری

 فرادرس
FaraDars.org



6

مقدمه

0iN R d


=

1 2 3

1 2 3

1 2 3 0i i iN R d N R d N R d  
  

 +  +  =  

یروش‌گالرکین‌اصل

روش‌گالرکین‌در‌المان‌محدود



1 2
3

هرگ

هنماد
 فرادرس
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7

مقدمه
iNافزایش‌جملات:روش‌گالرکین‌اصلی

بد‌وضع‌شدن‌ماتریس
سختی

افزایش‌المان‌ها‌با‌ثابت‌بودن:روش‌گالرکین‌اصلی‌در‌المان‌محدود
iN

بد‌وضع‌شدن‌ماتریس
دسختی‌بوجود‌نمی‌آی
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8

استخراج‌معادله‌دیفرانسیل‌یا‌فانکشنال❑

روش‌تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال

روش‌تبدیل‌فانکشنال‌به‌معادله‌دیفرانسیل

 فرادرساستخراج‌فانکشنال‌برای‌یک‌عضو‌خرپا‌و‌تیر
FaraDars.org



9

استخراج‌فانکشنال‌برای‌یک‌عضو‌خرپا

extu W = −
تابع‌پتانسیل

انرژی‌کرنشی کار‌نیروی‌خارجی

1

2
xu dv = 
xE =

L

q

x,u

21

2
xu E A dx= 

x

du

dx
 =

2
1

2

du
u E A dx

dx

 =  
 

extW qu dx= 
2

1

2

du
E A qu dx

dx


  = −  
   


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استخراج‌فانکشنال‌برای‌یک‌عضو‌تیر‌اویلر‌برنولی
MM A

A

r

A

A

M

M

r

:در‌تیر‌اویلر‌برنولی

سطح‌مقطع‌عمود‌بر‌محور‌تیر•

راثرات‌اینرسی‌دورانی‌صرفنظ•
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استخراج‌فانکشنال‌برای‌یک‌عضو‌تیر‌اویلر‌برنولی



,x u

,y v

dx

h

dv

dx
 =

u y =−

dv
u y

dx
=−

x

du

dx
 =

2

2x

d v
y
dx

 = −

2 21 1

2 2
x xu E dv E b dx dy = = 

2
2

2

1

2

d v
u E y b dx dy

dx

 
= − 

 


2
2

2

1

2
z

d v
u E I dx

dx

 
=  

 


Bعرض‌مقطع

2

zI y b dy= 
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تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال

فانکشنالمعادله‌دیفرانسیل‌با‌شرایط‌مرزی

( ) 0L u A+ شرایط‌تبدیل=
معادله‌دیفرانسیل

( ) ( )L u d u L d 
 

 =  

( ) 0u L u d




Symmetric (Self-adjoint)

Positive definite
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تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال

( )( ) 0L u x A+ =

n:‌مرتبه‌معادله‌دیفرانسیل

0 x L 

):شرط‌مرزی‌ضروری )( )
0x

m u x B
=
=

):شرط‌مرزی‌طبیعی )( )
x L

n u x C
=
=
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تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال
تشکیل‌انتگرال‌باقی‌مانده‌وزنی1

Weighted- Residual

( ) ( )( )
0

0

L

W x L u x A dx + = 
( )W xتابع‌وزنی

( ) ( )( ) ( )
0 0

0

L L

W x L u x dx W x A dx  + =  
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تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال
تشکیل‌شکل‌ضعیف‌با‌انتگرال‌گیری‌جزء‌به‌جزء2

Weak-form

( ) ( )( ) ( )
0 0

0

L L

W x L u x dx W x A dx  + =  

 
0

0 0

L L
L

u dv uv v du= −  انتگرال‌جزء‌به‌جزء
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تبدیل معادله دیفرانسیل به فانکشنال
تشکیل شکل ضعیف با انتگرال گیری جزء به جزء2

Weak-form

( ) ( )( ) ( )
0 0

0

L L

W x L u x dx W x A dx  + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

0

L L
L dW x

W x V x V x dx W x A dx
dx

  − + =   

( ) ( )( )
0

L

V x L u x dx= 
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تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال
اعمال‌شرایط‌مرزی3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

0

L L
L dW x

W x V x V x dx W x A dx
dx

  − + =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0

L

x L x

dW x
W x V x W x V x V x W x A dx

dx= =

 
   − + − + =    

 


)در‌نقطه‌ای‌که‌شرط‌مرزی‌ضروری‌است• ) 0W x =

اعمال‌مقدار‌شرط‌مرزی‌طبیعی•

0( ) ( ) ( )W L V L W L C=
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تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال
تشکیل‌فانکشنال4

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

L dW x
W L C V x W x A dx

dx

 
− + − + = 

 


( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0

0

L L LdW x
L u x dx dx W x A dx W L C

dx

  
 − + − =    

   
  

( , )B u W ( )L W

( ) ( )( )
0

L

V x L u x dx= 
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تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال
تشکیل‌فانکشنال4

( ) ( )( )
0 0

( , )

L LdW x
B u W L u x dx dx

dx

  
= −  

   
 

( ) ( )
0

( )

L

L W W x A dx W L C = − 

( ) ( )1
( , )

2
u B u u L u = +
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مثال
تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال

d du
AE q

dx dx

 − =  
معادله‌دیفرانسیل

):شرط‌مرزی‌ضروری )
0

0
x

u x
=
=

0(:نیروی‌متمرکز)‌شرط‌مرزی‌طبیعی‌

x L

du
AE Q

dx =

=

انتگرال‌باقی‌مانده‌وزنی:‌گام‌اول

( )
0

0

L
d du

W x AE q dx
dx dx

  − − =    

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مثال
تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال

یک‌مرتبه‌انتگرال‌جزء‌به‌جزء:‌گام‌دوم

( ) ( ) ( )
0 00

0

L L LdW xdu du
AEW x AE dx W x q dx

dx dx dx

 − + − =    

( ) ( ) ( ) ( )
00

0

L

x x L

dW xdu du du
AEW x AEW x AE W x q dx

dx dx dx dx= =

    − + − =         

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مثال
تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال

اعمال‌شرایط‌مرزی:‌گام‌سوم

( ) ( ) ( ) ( )
00

0

L

x x L

dW xdu du du
AEW x AEW x AE W x q dx

dx dx dx dx= =

    − + − =         


( ) ( ) ( )0

0

0

L dW x du
W L Q AE W x q dx

dx dx

 
− + − = 

 


0
0

x L

du
AE Q

dx =

=
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مثال
تبدیل‌معادله‌دیفرانسیل‌به‌فانکشنال

تشکیل‌فانکشنال:‌گام‌چهارم
( ) ( ) ( ) 0

0 0

0

L LdW x du
AE dx W x q dx W L Q

dx dx

 
 − − − =   

 
 

( , )B u W ( )L W

( )
2

0 0

,

L L
du du du

B u u AE dx AE dx
dx dx dx

    = =         
 

( ) ( ) ( ) 0

0

L

L u u x q dx u L Q= − − −  
( ) ( )1

( , )
2

u B u u L u = +
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به‌معادله‌دیفرانسیلتبدیل‌فانکشنال‌
اصل‌حداقل‌سازی‌تابع‌پتانسیل1

( ) ( ), , ', ''

b

a

I u F x u u u dx= 

( ) 0I u = ( ) ' '' 0
' ''

b

a

F F F F
I u x u u u

x u u u
        = + + + =     

وجود‌نداردxتغییرات‌مجازی‌
انتگرال‌جزء‌به‌جزء
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به‌معادله‌دیفرانسیلتبدیل‌فانکشنال‌
اصل‌حداقل‌سازی‌تابع‌پتانسیل1

'
' ' '

bb b

a aa

F F d F
u u u

u u dx u
          = −              

 

انتگرال‌جزء‌به‌جزء

'' ' '
'' '' ''

bb b

a aa

F F d F
u u u

u u dx u
          = −              

  2

2

'
''

'' ''

b

a

b b

aa

d F
u

dx u

d F d F
u u

dx u dx u



 

    =    

       −            





2

2
'' '

'' '' '' ''

bbb b

a aa a

F F d F d F
u u u u

u u dx u dx u
   

            = − +                     
 

(1

(2

 فرادرس
FaraDars.org



26

به‌معادله‌دیفرانسیلتبدیل‌فانکشنال‌
اصل‌حداقل‌سازی‌تابع‌پتانسیل1

( )

2

2

'
' '' ''

0
' ''

b b

aa

b

a

F d F F
I u u u

u dx u u

F d F d F
u

u dx u dx u

  



       = − +            

       + − + =            


:جایگذاری
( )
( )
u a A

u b B

=

=

2

2
0

' ''

F d F d F

u dx u dx u

     − + =        

( )
( )
' '

' '

u a A

u b B

=

=

  0
b

a
u =

 ' 0
b

a
u =

0 0

Euler Equation
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به‌معادله‌دیفرانسیلتبدیل‌فانکشنال‌
مثال

Euler Equation

فانکشنال
2

1

2

du
E A qu dx

dx


  = −  
   


2

1

2

du
F E A qu

dx

  = −  
   

F
q

u


= −

 '

F du
AE

u dx


=



0
d du

q AE
dx dx

 − − = 
 

2

2
0

d u
AE q

dx
+ =
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شبکه‌بندی❑

بعدی2شبکه‌بندی‌

ملاحظات‌مدلسازی

 فرادرسبعدی1شبکه‌بندی‌
FaraDars.org
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شبکه‌بندی

تقسیم‌دامنه‌حل‌به‌المان‌های‌کوچکتر
 فرادرس

FaraDars.org
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شبکه‌بندی

:شبکه‌بندی

یکنواخت•

غیر‌یکنواخت•

 فرادرس
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شبکه‌بندی

:اطلاعات‌مورد‌نیاز‌برای‌یک‌شبکه

گره‌هامختصات‌•

(تعداد‌گره‌در‌هر‌المان)ویژگی‌های‌المان‌•

نحوه‌اتصال‌گره‌ها‌در‌یک‌المان•
4و‌1‌،2‌،3مختصات‌گره‌های‌•
گره‌در‌یک‌المان4•
4-3-2-1‌:1المان‌•

 فرادرس
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بعدی1شبکه‌بندی‌



1 2
3

هرگ

هنماد
N= number of elements (Number of divisions)

 فرادرس
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بعدی2شبکه‌بندی‌

1 2 3

4
5 6

7 8
9

:بعدی‌خطی2المان‌های‌
المان‌مربعی•
المان‌مثلثی•

 فرادرس
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بعدی2شبکه‌بندی‌

:بعدی‌غیر‌خطی2المان‌های‌

 فرادرس
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ملاحظات‌مدلسازی
بهبود‌شبکه‌بندی

h-version

p-version

 فرادرس
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ملاحظات‌مدلسازی
(Aspect Ratio)ضریب‌منظری‌

Aspect Ratio =کمترین‌طول/‌بیشترین‌طول

Aspect Ratioنزدیکتر،‌بهتر1به‌عدد‌

b h 2 1h h

 فرادرس
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ملاحظات‌مدلسازی
:زاویه‌

 فرادرسدرجه‌مناسب‌نمی‌باشد160زاویه‌های‌بزرگتر‌از‌
FaraDars.org
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ملاحظات‌مدلسازی
سئلهبیانگر‌صحیح‌ویژگی‌های‌فیزیکی‌م

مرز‌ویژگی‌ماده‌رعایت‌نشده‌است مرز‌ویژگی‌ماده‌رعایت‌شده‌است

 فرادرس
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ملاحظات‌مدلسازی
:تغییر‌گام

تغییر‌گام‌ناگهانی تغییر‌گام‌تدریجی

 فرادرس
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انتخاب‌تابع‌تغییر‌شکل‌و‌توابع‌شکل‌مرتبه‌بالاتر❑

(مثلثی،‌مربعی)‌بعدی‌2تابع‌تغییر‌شکل‌

المان‌های‌سرندپیتی

(3،‌مرتبه‌2خطی،‌مرتبه)‌بعدی‌1تابع‌تغییر‌شکل‌  فرادرس
FaraDars.org
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تابع‌تغییر‌شکل‌خطی

L

1y

2y
3y

4y
5y

6y

7y

تغییر‌شکل‌واقعی‌سازه

تغییر‌شکل‌فرضی‌سازه  فرادرس
FaraDars.org
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تابع‌تغییر‌شکل‌خطی
( )y x a x b= +

ix jx

iy

jy

( ) ( )j i

i i

j i

y y
y x x x y

x x

−
= − +

−

( ) 1 i i
i j

j i j i

x x x x
y x y y

x x x x

   − −
= − +      − −   

iN jN

( )
j

i i j j m m

m i

y x N y N y N y
=

= + =
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تابع‌تغییر‌شکل‌خطی
مقدار‌دارد‌و‌در‌سایر‌گره‌ها‌صفر‌iتنها‌در‌گره‌

است
iN

1 1 i

j i

x x
N

x x

 −
= −  − 

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

1

1

1
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تابع‌تغییر‌شکل‌خطی

i

h
N

h

−
=

:تابع‌تغییر‌شکل‌خطی‌در‌مختصات‌محلی

ix jx


h

0 h ix x = −

jN
h


=

ix jx



h
cx ( )2 cx x

h


−
= 1 1−   +

1

2
iN

−
=

1

2
jN

+
=
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( )

( )

1

1

N

i

i
i k

k N

i k

i
i k

x x

N

x x

=


=


−

=
−




Lagrange Interpolation Function

فرمول‌لاگرانژ‌برای‌توابع‌تغییر‌شکل‌المان‌لاگرانژی

( )( ) ( )
( )( ) ( )

...

...

m n

k

k m k n k

x x x x x x
N

x x x x x x

− − −
=

− − −
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2تابع تغییر شکل درجه 
گره ای3، 2المان درجه 

iy jy ky

i j k

e

( ) i i j j k ky x N y N y N y= + +

, ,i j kN N N 2توابع درجه

2

i i i iN x x  = + +
1i iN at x x= =

0i jN at x x= =

0i kN at x x= =

iN  فرادرس
FaraDars.org
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2تابع تغییر شکل درجه 
گره ای3، 2المان درجه 

iy jy ky

i j k

e

( ) i i j j k ky x N y N y N y= + +

, ,i j kN N N 2توابع درجه

2

i i i iN x x  = + +

2

j j j jN x x  = + +
0j iN at x x= =

1j jN at x x= =

0j kN at x x= =

iN jN  فرادرس
FaraDars.org
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2تابع تغییر شکل درجه 
گره ای3، 2المان درجه 

iy jy ky

i j k

e

( ) i i j j k ky x N y N y N y= + +

, ,i j kN N N 2توابع درجه

2

i i i iN x x  = + +

2

j j j jN x x  = + +

2

k k k kN x x  = + +

0k iN at x x= =

0k jN at x x= =

1k kN at x x= =

iN jN kNفرادرس 
FaraDars.org
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2تابع تغییر شکل درجه 

iy jy ky

i j k

e

iN jN kN

( )

( )

( )( )
( )( )

1

1

N

m

m
j km i

i N

j i k i
m i

m
m i

x x

x x x x
N

x x x x
x x

=


=


−
− −

= =
− −−




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2تابع تغییر شکل درجه 

iy jy ky

i j k

e

iN jN kN

( )

( )
( )( )
( )( )

1

1

N

m

m
m j i k

j N

i j k j
m j

m
m j

x x

x x x x
N

x x x x
x x

=


=


−
− −

= =
− −−




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2تابع تغییر شکل درجه 

iy jy ky

i j k

e

iN jN kN

( )

( )

( )( )
( )( )

1

1

k

N

m

m
i jm k

k N

i k j
m k

m
m k

x x

x x x x
N

x x x x
x x

=


=


−
− −

= =
− −−




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2تابع تغییر شکل درجه 
:در مختصات محلی2تابع تغییر شکل درجه 

( )2 cx x

h


−
= 1 1−   +



1 = −


2

1 = +0 =

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )0 1 1

20 1 1 1

j k

i

j i k i

N
       
   

− − − − −
= = =

− − − −− −
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2تابع تغییر شکل درجه 
:در مختصات محلی2تابع تغییر شکل درجه 

( )2 cx x

h


−
= 1 1−   +



1 = −


2

1 = +0 =

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )1 1

1 1
1 0 1 0

i k

j

i j k j

N
     

 
   

− − − − −
= = = − +

− − −− −
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2تابع تغییر شکل درجه 
:در مختصات محلی2تابع تغییر شکل درجه 

( )2 cx x

h


−
= 1 1−   +



1 = −


2

1 = +0 =

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )1 0 1

21 1 0 1

i j

k

i k j k

N
       
   

− − − − − +
= = =

− − −− −
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3تابع تغییر شکل درجه 

( )

( )

( )( )( )
( )( )( )

1

1

N

m

m
j km i

i N

j i k i i
m i

m
m i

x x

x x x x x x
N

x x x x x x
x x

=


=


−
− − −

= =
− − −−





iy jy ky

i j k

e

y

iN
kN ( ) i i j j k ky x N y N y N y N y= + + +

, , ,i j kN N N N

3توابع درجه 
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3تابع تغییر شکل درجه 

( )

( )
( )( )( )

( )( )( )
1

1

N

m

m
m j i k

j N

i j k j j
m j

m
m j

x x

x x x x x x
N

x x x x x x
x x

=


=


−
− − −

= =
− − −−





iy jy ky

i j k

e

y

iN
kN ( ) i i j j k ky x N y N y N y N y= + + +

, , ,i j kN N N N

3توابع درجه 
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3تابع تغییر شکل درجه 

( )

( )

( )( )( )
( )( )( )

1

1

k k

N

m

m
i jm k

k N

i k j
m k

m
m k

x x

x x x x x x
N

x x x x x x
x x

=


=


−
− − −

= =
− − −−





iy jy ky

i j k

e

y

iN
kN ( ) i i j j k ky x N y N y N y N y= + + +

, , ,i j kN N N N

3توابع درجه 
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3تابع تغییر شکل درجه 

iy jy ky

i j k

e

y

iN
kN

( )

( )

( )( )( )
( )( )( )

1

1

N

m

m
i j km

N

i j k
m

m
m

x x

x x x x x x
N

x x x x x x
x x

=


=


−
− − −

= =
− − −−





( ) i i j j k ky x N y N y N y N y= + + +

, , ,i j kN N N N

3توابع درجه 
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3تابع تغییر شکل درجه 

( )2 cx x

h


−
=

1 1−   +

:در مختصات محلی3تابع تغییر شکل درجه 



 = −


 = + =

1 = −


2

1 = +1/ 3 =1/ 3 = −

i j k

( )9 1 1
1

16 3 3
iN     = − + − −  

  

( ) ( )27 1
1 1

16 3
jN    = + − − 

 

( ) ( )27 1
1 1

16 3
kN    = − + + − 

 

( )9 1 1
1

16 3 3
N     = + + −  

  
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المان‌های‌لاگرانژی‌و‌هرمیتی

تنها‌مقادیر‌‌‌‌‌‌در‌گره‌ها‌معلوم‌استالمان‌های‌لاگرانژی
iy

د‌داردپیوستگی‌تنها‌بر‌روی‌مقادیر‌گره‌ها‌وجو

0Cالمان‌کلاس

 فرادرس
FaraDars.org



49

المان‌های‌لاگرانژی‌و‌هرمیتی

اطلاعات‌در‌گره‌ها‌بیشتر‌از‌تنها‌مقادیر‌‌‌‌‌‌استالمان‌های‌هرمیتی
iy

یب‌پیوستگی‌علاوه‌بر‌بر‌مقادیر‌گره‌ها،‌شامل‌ش
تغییر‌مکان‌هم‌خواهد‌بود

2 3

i i i i iN x x x   = + + + 3ضریب‌مجهول‌در‌تابع‌تغییر‌شکل‌درجه‌4

افزایش‌گره‌های‌میانی
, , ,i j ky y y y

 فرادرسnCالمان‌کلاس
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المان‌های‌لاگرانژی‌و‌هرمیتی

اطلاعات‌در‌گره‌ها‌بیشتر‌از‌تنها‌مقادیر‌‌‌‌‌‌استالمان‌های‌هرمیتی
iy

یب‌پیوستگی‌علاوه‌بر‌بر‌مقادیر‌گره‌ها،‌شامل‌ش
تغییر‌مکان‌هم‌خواهد‌بود

2 3

i i i i iN x x x   = + + + 3ضریب‌مجهول‌در‌تابع‌تغییر‌شکل‌درجه‌4

افزایش‌اطلاعات‌در‌گره‌ها
i

i

x x

y

dy

dx = j

j

x x

y

dy

dx =

 فرادرسnCالمان‌کلاس
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روش‌محاسبه‌تابع‌شکل‌هرمیتی
کلتابع‌المان‌های‌هرمیتی‌با‌استفاده‌از‌تعریف‌توابع‌ش

i

i

i

x x

y

dy

dx


=

=
j

j

j

x x

y

dy

dx


=

=

2 3

1 1 1 1 1i i i i iN x x x   = + + +

( ) 1 2 1 2i i i i j j j jy x N y N N y N = + + +

1 2 1 2, , ,i i j jN N N N

3توابع‌درجه‌

معادله‌نیاز‌است16مجهول،‌16
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روش محاسبه تابع شکل هرمیتی
کلتابع المان های هرمیتی با استفاده از تعریف توابع ش

i

i

i

x x

y

dy

dx


=

=
j

j

j

x x

y

dy

dx


=

=
( ) 1 2 1 2i i i i j j j jy x N y N N y N = + + +

( ) 1 2 1 2' ' ' ' 'i i i i j j j jy x N y N N y N = + + +

1 2 1 20, 0, 1, 0i i j jN N N N= = = =𝑥 = 𝑥𝑗
1 2 1 2' 0, ' 0, ' 0, ' 1i i j jN N N N= = = =

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑗
𝑦′ 𝑥 = 𝜃𝑗
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مروری بر مقاومت مصالح

 


















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx







zxxz

zyyz

yxxy












تنش سه بعدی

  xx xy

yx yy

 


 
 

  
 

تانسور تنش•

تنش دو بعدی

 فرادرس
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x xx x xy y

y xy x yy y

t n n

t n n

 

 

 

 
t

0

0

xyxx
x

yx yy

y

f
x y

f
x y



 


  

 
 

  
 

  0F


xyxx
x x

yx yy

y y

f u
x y

f u
x y

 

 



  

 
 

  
 

نیروی سطحی •
(Traction)

مروری بر مقاومت مصالح

:قانون تعادل نیوتن•

استاتیک دینامیک

 فرادرس
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1 1
                

2 2

y yx x
xx xy xy yy

u uu u

x y x y
   

   
= = = + =     

مروری بر مقاومت مصالح
کرنش•

yyxx zz

xx

yyxx zz

yy

yyxx zz

zz

E E E

E E E

E E E

   

   

   

= − −

= − + −

= − − +

        
xy xy yz yz zx zx
G G G     = = =

قانون عمومی هوک•

کرنشتنش

( ) ( )1 1 2

E
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مروری بر مقاومت مصالح
کرنش صفحه ای•
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(CST)المان  خطی مثلثی 
 فرادرسالمان های تنش و کرنش صفحه ای•
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(CST)المان  خطی مثلثی 
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جابجایی خطی
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(CST)المان  خطی مثلثی 

:میدان جابجایی•

جایگذاری گره ها
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(CST)المان  خطی مثلثی 

 فرادرس:توابع شکل•
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(CST)المان  خطی مثلثی 

میدان جابجایی•
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المان  مثلثی مرتبه بالاتر 

گره1-0مرتبه پاسکال-مثلث خیام •

0i
N a

Pمرتبه المان مثلثی
Nتعداد گره ها
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المان  مرتبه بالاتر مثلثی

پاسکال-مثلث خیام •

گره3-1مرتبه 

0 1 2i
N a a x a y  
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المان  مرتبه بالاتر مثلثی

پاسکال-مثلث خیام •

گره6-2مرتبه 

2 2

1 01 11 21 31 41 51
N a a x a x a xy a y a y     
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المان  مرتبه بالاتر مثلثی

پاسکال-مثلث خیام •

گره10-3مرتبه 
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المان  مرتبه بالاتر مثلثی

گره6-2تابع شکل المان مثلثی مرتبه •
2 2
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2 2

2 02 12 22 32 42 52
N a a x a x a xy a y a y     

2 2

3 03 13 23 33 43 53
N a a x a x a xy a y a y     
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5 05 15 25 35 45 55
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2 2

6 06 16 26 36 46 56
N a a x a x a xy a y a y     
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المان  مرتبه بالاتر مثلثی

تعریف اصلی تابع شکل: گره6-2تابع شکل المان مثلثی مرتبه •
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معادله خط های عبوری: گره6-2تابع شکل المان مثلثی مرتبه •

المان  مرتبه بالاتر مثلثی

معادله خط عبوری از همه گره ها به غیر از : iتابع شکل 
iگره 

:1تابع شکل 
1معادله خط عبوری از همه گره ها به غیر از گره 
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1 1
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2 1
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معادله خط های عبوری: گره6-2تابع شکل المان مثلثی مرتبه •

المان  مرتبه بالاتر مثلثی

:5تابع شکل 
5معادله خط عبوری از همه گره ها به غیر از گره 

2
0 

1
0 

5 5

1 1
1

2 2
N C

     
  

1 2 5

1 1
5 , 1

2 2
at node N      

 
5

4C 

5 5 1 2
N C  

1 2
3

4
5

6  فرادرس
FaraDars.org



المان چهارگوش مرتبه اول
:گره4المان چهارگوش 
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المان چهارگوش مرتبه اول
:گره4المان چهارگوش 

4:توابع تخمینی درجات آزادی
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المان چهارگوش مرتبه اول
:گره4المان چهارگوش 

4:توابع شکل
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المان چهارگوش مرتبه اول
:گره4المان چهارگوش 

1
N

2گره : xگره مجاور در جهت 

4گره : yگره مجاور در جهت 
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المان چهارگوش مرتبه اول
:گره4المان چهارگوش 

1گره : xگره مجاور در جهت 

3گره : yگره مجاور در جهت 
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المان چهارگوش مرتبه اول
:گره4المان چهارگوش 

4گره : xگره مجاور در جهت 

2گره : yگره مجاور در جهت 
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المان چهارگوش مرتبه اول
:گره4المان چهارگوش 

3گره : xگره مجاور در جهت 

1گره : yگره مجاور در جهت 
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المان چهارگوش مرتبه اول
مختصات محلی: گره4المان چهارگوش 
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المان  چهار گوش مرتبه بالاتر 

گره1-0مرتبه پاسکال-مثلث خیام •

0i
N a

Pمرتبه المان چهارگوش
nتعداد گره ها
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1مرتبه : پاسکال–مثلث خیام •
گره4-1مرتبه 

0 1 2 3i
N a a x a y a xy   
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2المان مرتبه : پاسکال–مثلث خیام •

گره9-2مرتبه 
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2المان مرتبه : پاسکال-مثلث خیام •
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المان  سرندپیتی
المان های مربعی که گره میانی آن حذف شده است•

2
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2 2 2
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a y a x y a xy
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المان  سرندپیتی
تابع شکل•

معادله خط عبوری از همه گره ها به غیر از : iتابع شکل 
iگره 
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تابع شکل: مثال•

گره9-2مرتبه 

المان  چهار گوش مرتبه بالاتر 
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استخراج ماتریس سختی
مفهوم ماتریس سختی

روابط کلی محاسبه ماتریس سختی

انتگرال گیری عددی گوس
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استخراج ماتریس سختی

:ماتریس سختی فنر•

نیرو درجات 
ماتریس سختیآزادی
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استخراج ماتریس سختی

درجات آزادینیرو

ماتریس سختی
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روابط کلی محاسبه ماتریس سختی

  0L u A on  
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روابط کلی محاسبه ماتریس سختی

روش گالرکین در المان محدود
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روابط کلی محاسبه ماتریس سختی

   1 1 2 2( )u x a N x a N x 
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         

   

32

1 2

32

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

xx

i i

x x

xx

i i

x x

N L a N x a N x dx N L a N x a N x dx

N L A dx N L A dx

        

        

 

 

1ik 2ik

iF
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روابط کلی محاسبه ماتریس سختی

1i  11 1 12 2 1k u k u F 

2i  21 1 22 2 2k u k u F 
11 12 1 1

21 22 2 2

k k u F

k k u F

     
    

     

 فرادرس
FaraDars.org



شرایط مرزی و نحوه اعمال شرایط مرزی
مفهوم شرایط مرزی

روش حذفی برای اعمال شرایط مرزی

روش پنالتی برای اعمال شرایط مرزی

روش ضرایب لاگرانژ برای اعمال شرایط مرزی

 فرادرس
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اعمال بارگذاری

روش حذفی

روش پنالتی

اعمال شرایط مرزی

روش ضرایب لاگرانژ

مفهوم شرایط مرزی

اعمال شرایط مرزی

 فرادرس
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شرایط مرزی چیست؟
وجود هرگونه شرط بر روی مرزهای دامنه حل•

جابجایی افقی و 
عمودی ندارد

u=v=0

جابجایی عمودی 
ندارد

v=0

u

v

 فرادرسمفهوم شرایط مرزی
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1 2

جابجایی افقی، 
عمودی و شیب ندارد

u=v=dv/dx=0
 فرادرس
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انواع شرایط مرزی

شرط مرزی ضروری 
(هندسی)

شرط مرزی طبیعی 
(نیرویی)

0
m

m

d
A

dx


 

•n=m/2

، n-1تا 0شرط مرزی از درجه •
ضروری

، m-1تا nشرط مرزی از درجه •
طبیعی
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خرپا: مثال
انواع شرایط مرزی

2

2
0

d u
AE q

dx
  q X , u

2, 1m n 

مشتق درجه صفر: شرط مرزی ضروری

مشتق درجه یک: شرط مرزی طبیعی

0u A on nodes 

0
du

B on nodes
dx

 فرادرس 
FaraDars.org



صفر نمودن سطر و ستون درجه آزادی مربوطه در ماتریس سختی•

 

11 1

21

1

. . .

. . . .

. . . . .

. . . . .

n

n n

n nn

k k

k

K

k k



 
 
 

  
 
 
  

مقید است1درجه آزادی 

، صفر[k]ماتریس 1سطر و ستون 

 فرادرساعمال شرایط مرزی ضروری به روش حذفی
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بالگوریتم برنامه نویسی متل•

6

1 1 0 0

1 2 1 0
10

0 1 3 2

0 0 2 2

K

 
    

  
  

1

2
bcdof

 
  
 

اعمال شرایط مرزی ضروری به روش حذفی
start

Stiffness matrix= [K]

B.C. matrix= [bcdof]

n=length(bcdof)

Total_dof=size(K)

For i=1:n

For j=1:Total_dof

c=bcdof(i)

K(j,c)=0, K(c,j)=0

End
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ورودی:مثال•

6

1 1 0 0

1 2 1 0
10

0 1 3 2

0 0 2 2

K

 
    

  
  

1

2
bcdof

 
  
 

خروجی

6

0 0 0 0

0 0 0 0
10

0 0 3 2

0 0 2 2

K

 
 
  

 
  

 فرادرساعمال شرایط مرزی ضروری به روش حذفی
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اعمال شرایط مرزی ضروری به روش پنالتی

x

1 2 3

1
2

𝐾 𝐺 = 𝐾1 −𝐾1 0−𝐾1 𝐾1 + 𝐾2 −𝐾20 −𝐾2 𝐾2 𝐹 = 𝐹1𝐹2𝐹3

   
6max( ) 10

b ii G
K K .دهیمیرا به آن گره اتصال سری مفنری به مقدار سختی بسیار بزرگ برابر با   فرادرس
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اعمال شرایط مرزی ضروری به روش پنالتی

x

1 2 3

1 2

4 5

 
1 1

1 1 2 2

2 2

0 0 04

0 01

0 02

0 03

0 0 05

b b

b b

G

b b

b b

K K

K K K K

K K K K K

K K K K

K K

 
    
    
 

   
  

 

4

1

2

3

5

4

1

2

( 0) 03

5

b

b

F

F K

F F

F K

F


 
     
    
  
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 
1 1

1 1 2 2

2 2

0

0

b

G

b

K K K

K K K K K

K K K

  
     
   

اعمال شرایط مرزی ضروری به روش پنالتی

 
1 1

1 1 2 2

2 2

0 0 04

0 01

0 02

0 03

0 0 05

b b

b b

G

b b

b b

K K

K K K K

K K K K K

K K K K

K K

 
    
    
 

   
  

 

4

1

2

3

5

4

1

2

( 0) 03

5

b

b

F

F K

F F

F K

F


 
     
    
  

 
1 1

2

0

x bF K

F F

 
   
  
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بالگوریتم برنامه نویسی متل•

6

1 1 0 0

1 2 1 0
10

0 1 3 2

0 0 2 2

K

 
    

  
  

1

2
bcdof

 
  
 

اعمال شرایط مرزی ضروری به روش پنالتی
start

Stiffness matrix= [K]

B.C. matrix= [bcdof]

n=length(bcdof)

For i=1:n

End
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روش ضرایب لاگرانژ برای اعمال شرایط مرزی

U W = −     ( )T c d Q  = + −

( )1 2, ,...,T

n   =

   
   

 
 0

T
FdK c

Qc 

    
=     

     

 
0

d


=



 
0





=


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روش ضرایب لاگرانژ برای اعمال شرایط مرزی

:مثال

1

3 4

0u

u u

=
=

1

3 4

0

0

u

u u

=
− =

1

2

32 4 2 1

4 4 1

1 0 0 0 0

0 0 1 1 0

u

u

u

u
 



 
      =    −    
   c
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11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

1 2 3 4

1

2

3

.4

k k k k

k k k
K

k k

Sym k

 
 
 =
 
 
 

روش ضرایب لاگرانژ برای اعمال شرایط مرزی

:مثال
111 12 13 14 1

222 23 24 2

333 34 3

444 4

1

2

1 0

0 0

0 1

0 1

1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

uk k k k F

uk k k F

uk k F

uSym k F




    
    
    
    

=    −     
    
    −    

برای اعمال شرایط مرزی عادی از روش پنالتی و شرایط قیدی از ضرایب لاگرانژ: توصیه

 فرادرس
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بعدی1–انتگرال‌گیری‌عددی‌گوس‌

ها‌تقریب‌توسط‌مجموع‌حاصلضرب‌مقادیر‌تابع‌در‌وزن‌آن
 فرادرسدر‌نقاط‌مشخص
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بعدی1–انتگرال‌گیری‌عددی‌گوس‌

تقریب‌یک‌نقطه

تقریب‌دو‌نقطه
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بعدی1–انتگرال‌گیری‌عددی‌گوس‌

 فرادرسمختصات‌و‌وزن‌ها
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بعدی2–انتگرال‌گیری‌عددی‌گوس‌

1 1

1 1

f( , )I s t ds dt

+ +

− −

=  فرادرس 
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بعدی2–انتگرال‌گیری‌عددی‌گوس‌

نقطه4مجموعا‌=نقطه‌در‌هر‌جهت‌2تقریب‌استفاده‌از‌

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 , 1 1 , 1 1 , 1 1 ,

3 3 3 3 3 3 3 3
I f f f f

       = − − + − + +       
       
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 فرادرسادغام‌ماتریس‌های‌سختی‌المان‌ها❑
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ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

:ادغام‌دو‌المان‌فنر

انپیوستگی‌گره‌ها‌در‌الم

 فرادرس
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(Total stiffness matrix)ماتریس‌سختی‌کلی‌

ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

1

2

3

dof

 
 =  
  

1 23
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ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

مهم‌استترتیب‌درجات‌آزادی‌در‌ماتریس‌سختی،‌

3 2 1
3

2

1

2 31

1

2

3
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ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

:الگوریتم‌برنامه‌نویسی

Start

Element matrix={k}

DOF matrix=DOF

N=max(max(DOF))

N_E=size(k,1)

K_G=zeros(N,N)

For i=1:N

K_G(DOF(i,:),DOF(i,:))=K_G(DOF(i,:),DOF(i,:))+k{i,1}

StartEnd

N_E
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:مدرس
مجید خزایی

کارشناسی ارشد مهندسی هوافضا
(پلی تکنیک تهران)دانشگاه صنعتی امیر کبیر 

مقدمه ای بر روش المان محدود
 فرادرستحلیل المان محدود خرپا

FaraDars.org



16

فهرست مطالب

ماتریس‌سختی‌در‌المان‌محلی

1

ماتریس‌سختی‌در‌مختصات‌عمومی

2

3

برنامه‌نویسی‌متلب 4

 فرادرستوابع‌شکل‌المان‌خرپا
FaraDars.org



سازه‌خرپا

(گشتاور‌تحمل‌نمی‌نمایند)‌عضوهای‌خرپا‌تنها‌توانایی‌تحمل‌نیروی‌محوری‌دارند‌

 فرادرس
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مراحل انجام تحلیل

استخراج‌معادله‌
الدیفرانسیل‌یا‌فانکشن

شبکه‌بندی‌دامنه‌حل

ل‌انتخاب‌تابع‌تغییر‌شک
(نوع‌المان)

استخراج‌ماتریس‌سختی
هر‌المان

ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌
بارگذاری
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استخراج معادله دیفرانسیل خرپا

2

2
0

d u
AE q

dx
 

L

q

x,u

 فرادرسمعادله‌دیفرانسیل
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شبکه بندی دامنه حل

L

q

x,u

1 2

 فرادرسگره‌در‌نظر‌گرفته‌می‌شود2المان‌دارای‌1هر‌عضو‌خرپا‌به‌عنوان‌
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(نوع المان)انتخاب تابع تغییر شکل 

عضو‌بسیار‌ساده–خرپا‌تنها‌نیروی‌محوری‌تحمل‌می‌کند‌•
المان‌خطی‌مرتبه‌اول‌در‌نظر‌گرفته‌می‌شود•

i

L
N

L




:تابع‌تغییر‌شکل‌خطی‌در‌مختصات‌محلی

jN
L




i i j ju u N u N 

ix x   0 L 
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استخراج ماتریس سختی هر المان

0iN R d 

 L u A R 

روش‌گالرکین

2

2

d u
R AE q

dx
  

2

2

0

0

,

L

m

d u
N AE q dx

dx

m i j

 
  

 


 المان‌خطی‌است

است2مرتبه‌مشتق‌معادله‌

(در‌معادلهUمشتق‌کمتر‌)‌از‌شکل‌ضعیف‌باید‌استفاده‌شود‌
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استخراج ماتریس سختی هر المان

انتگرال‌جزء‌به‌جزء

0 0

0

,

L L

m
m m

dNdu du
N AE AE qN dx

dx dx dx

m i j

    
 





2

2

0

0

,

L

m

d u
N AE q dx

dx

m i j

 
  

 




:تغییر‌به‌مختصات‌محلی
رال‌در‌غیر‌اینصورت‌باید‌برای‌هر‌المان‌انتگ•

ixگیری‌انجام‌شود x   d d

d dx

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استخراج ماتریس سختی هر المان

0 0

0

,

L L

m
m m

dNdu du
N AE AE qN dx

dx dx dx

m i j

    
 




d d

d dx


 
0 00

,

LL L

m
m m

dN du du
AE d N AE qN d

d d d

m i j

 
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 
  

 


  i i j ju u N u N 

     
0 0

0

,

L
L L

i i j j i i j jm
m m

d u N u N d u N u NdN
AE d N AE qN d

d d d

m i j

 
  

  
   
 
 



 
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استخراج ماتریس سختی هر المان

 
0 00

,

LL L
jm i

i j m m

dNdN dN du
AE u u d N AE qN d m i j

d d d d
 

   
 

    
 

 

 

0 0

00

,

L L
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i j

L L

m m

dNdN dN dN
AE u d AE u d

d d d d

du
N AE qN d m i j

d

 
   




  
   
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استخراج ماتریس سختی هر المان

 

0 0

00

L L
ji i i

i j

L

i i i

x L x

dNdN dN dN
AE d u AE d u

d d d d

du du
N AE N AE qN d

d d

 
   


  

     
      

      

 

 



m i

0i x L
N
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استخراج ماتریس سختی هر المان

 
0 0 00

L L L
ji i i

i j i i

x

dNdN dN dN du
AE d u AE d u N AE qN d

d d d d d
  

     

     
        

      
  

iiK ijK iF

ii i ij j iK u K u F 
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 

0 0

00

L L
j j ji

i j

L

j j j

x L x

dN dN dNdN
AE d u AE d u

d d d d

du du
N AE N AE qN d

d d

 
   


  

      
       

      

 

 



m j

0j x L
N




 فرادرساستخراج ماتریس سختی هر المان
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 
0 0 0

L L L
j j ji

i j j j

x L

dN dN dNdN du
AE d u AE d u N AE qN d

d d d d d
  

     

      
        

      
  

استخراج ماتریس سختی هر المان

jiK
jjK jF

ji i jj j jK u K u F 

ii i ij j iK u K u F 

ji i jj j jK u K u F 
ii ij i i

ji jj j j

K K u F

K K u F

     
    

     
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استخراج ماتریس سختی هر المان

0

L

m n
mn

dN dN
K AE d

d d


 
 

  
 


i

L
N

L




jN
L




1idN

d L




1jdN

d L


/iiK AE L

/jiK AE L  /jjK AE L

/ijK AE L 

  1 1

1 1

AE
K

L

 
   
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استخراج ماتریس سختی هر المان

2 1.̂ x

x x
i i C

L


 

2 1.̂ y

y y
i j C

L


 

2 1.̂ z

z z
i k C

L


 

1

1

1 1

22

2

2

ˆ 0 0 0

ˆ 0 0 0

x

y

x y zx z

x y z xx

y

z

d

d

C C Cd d

C C C dd

d

d

 
 
 

           
     

 
 
  

یسه‌بعد:‌تبدیل‌مختصات‌محلی‌به‌مختصات‌عمومی

مختصات‌محلی

مختصات‌عمومی
 فرادرس

FaraDars.org



*
0 0 0

0 0 0

x y z

x y z

C C C
T

C C C

 
  
 

استخراج ماتریس سختی هر المان

یسه‌بعد:‌تبدیل‌مختصات‌محلی‌به‌مختصات‌عمومی

 * *ˆT

k T k T

ماتریس‌سختی‌در‌مختصات‌عمومی
ت‌ماتریس‌سختی‌در‌مختصا

محلی

x x x y x z x x x y x z

y y y z x y y y y z

z z x z y z z z

x x x y x z

y y y z

z z

C C C C C C C C C C C C

C C C C C C C C C C

C C C C C C C CAE
k

C C C C C CL

C C C C

Symmetry C C

   
    
   

  
 
 
 
  

 فرادرس
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 فرادرسادغام‌ماتریس‌های‌سختی
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اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌بارگذاری

3

4

5

6

bcdof

 
    
 
  

 فرادرس(به‌روش‌پنالتی:‌)‌شرط‌مرزی
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 
00

L

i i i

x

du
F N AE qN d

d


 

   

اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌بارگذاری

:اعمال‌نیروها

 
00

L

i i

x

du
F AE qN d

d


 

   

0

0

L

i x

L
F AE q d

L

 


         
 2

i

qL
F P  

L

q

x,u

i j
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 
0

L

j j j

x L

du
F N AE qN d

d


 

  

اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌بارگذاری

:اعمال‌نیروها

 
0

L

j j

x L

du
F AE qN d

d


 

  

0

L

j

x L

du
F AE q d

d L

 
 

        
 2

j

qL
F P 

i ii j j j

pp p ppp
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اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌بارگذاری

:اعمال‌نیروها
تنها‌نیروهای‌خارجی‌وجود‌دارند–نیروهای‌داخلی‌گره‌ها‌حذف‌می‌شوند‌

i j

Q

L
i j

/ 2QL / 2QL

:نیروی‌گسترده‌معادل
 فرادرس
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اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌بارگذاری

 

1 1

1

2

2

3 3

3 3

x x

y

x

y

x x

y y

F Q

Q

R
F

R

R Q

R Q

 
 
 
    
 
 
   

:اعمال‌نیروها

1xF

Q
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محاسبه تنش در هر عضو خرپا

ارتباط نیرو و درجه آزادی یک عضو خرپا

نیروی محوری تقسیم بر سطح مقطع: تنش

 فرادرس
FaraDars.org



محاسبه تنش در هر عضو خرپا

درجه آزادی محلی

ارتباط درجه آزادی محلی با درجه آزادی عمومی

 فرادرس
FaraDars.org



 ناملا ره یتخس سیرتام جارختسا

یلک یتخس سیرتام بیکرت

یتلانپ شور هب ی رم  یارش  ام ا

Ke

K

K_P

F_P

<x> = <F_P> (K_P^-1) ییاجبا  هبساحم

<F> = (K)<x>یها  هیکت لمعلا سک  هبساحم هبساحم

وض  ره رد  نت هبساحم

 فرادرسالگوریتم‌حل
FaraDars.org



:1مثال‌

5 4 1 1

1 4 4 3 0 0 0 0 -10000 0

2 0 4 0 1 1 1 0 0 0

3 0 4 6 1 1 1 0 0 0

4 4 0 3 1 1 1 0 0 0

5 8 -1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 2 1 1

2 1 3 1 1

3 1 4 1 1

4 1 5 1 1

1 1.00E-03

1 2.10E+11
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‌یاه‌هداد
یدورو

‌ره‌یتخس‌سیرتام
وضع

‌سیرتام‌ندرک‌لبمسا
اه‌وضع‌مامت‌یتخس

یزرم‌طیارش‌لامعا

‌یارب‌هل سم‌لح
‌هرگ‌ییاجباج‌جارختسا

اه

‌ره‌رد‌ نت‌هبساحم
وضع

‌INPUT.xlsxلیاف

‌Stiff.mعبات

‌عبات
directassemble.m

‌solution.mعبات

‌stress.mعبات

‌یلصا‌هندب
همانرب

‌boundary.mعبات

‌یارب‌هل سم‌لح
‌لمعلا‌سکع‌جارختسا

هاگ‌هیکت
‌reaction.mعبات

‌یاه‌هداد
یدورو ‌Result.xlsxلیاف

 فرادرس:ساختار‌برنامه
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المان ماتريس جرم خرپا

1
. .

2

TK E dm    

ميدان جابجايي     N d 

انرژي جنبشي

       1
. .

2

T

K E N d N d dm             1
. .

2

T
TK E d N N d Adx   

       1
. .

2

T
TK E d N N Adx d

 
  

 
 

    1
. .

2

T

K E d M d        TM N N Adx    1 1 1 2

2 1 2 2

N N N N
M A dx

N N N N


 
  

 

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المان ماتريس جرم خرپا

 

2

2

0

L

L L

L L L
M A d

L

L L L





  

 
  





      
     

                      


:در مختصات محلي

1 2
,

L
N N

L L

 
 

 
   
 

2 2

2 2 2
0

L L LA
M d

L L





   
  





  
 
  

   2 1

1 26

AL
M

  
  

 
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المان ماتريس جرم خرپا

:در مختصات عمومي

       * *
T

Global Local
M T M T  فرادرس

FaraDars.org



مسئله طراحي سازه خرپا

ساخت سقف سوله توسط سازه خرپا

3
7800 /kg m 

داده هاي ورودي طراحي

چگالي عضوها

3چگالي سقف
7000 /kg m 

1400MPaتنش مجاز 

2nضريب اطمينان 0.05ضخامت ورق سقفt m

 فرادرس
FaraDars.org



مسئله طراحي سازه خرپا

:پارامترهاي مورد نظر

مساحت سطح مقطع عضوها
A

1400MPa 

2n 

Allowable 

Stress

8
700 7.0 10allowable MPa Pa   

 فرادرس
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مسئله طراحي سازه خرپا

   8 : , , 0,0,0x y z 

   1: , , 20,20,12x y z 

   2 : , , 20,10,12x y z 

   3: , , 30,10,12x y z 

   4 : , , 30,20,12x y z 

   5 : , , 0,30,0x y z 

   6 : , , 50,30,0x y z 

   7 : , , 50,0,0x y z 

 فرادرس
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مسئله طراحي سازه خرپا

نيروهاي ناشي از سقف بر گره ها
2

100A m

0.05t m
3

5V m

3
7000 /kg m 

35000Am kg

1 2 3 4

35000
9.81 85837.5

4
A A A Af f f f kg N

       
 
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مسئله طراحي سازه خرپا

نيروهاي ناشي از سقف بر گره ها

 2 2
10 12 15.62m  

  250 10
15.62 468.6

2
B m

   
 

0.05t m

3
23.43V m 3

7000 /kg m 

164010Bm kg

2 3

164010
9.81 804469.05

2
B Bf f kg N

     
 

7 8
0B Bf f 
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مسئله طراحي سازه خرپا

نيروهاي ناشي از سقف بر گره ها

 2 2
20 12 23.32m  فرادرس 

FaraDars.org



  230 10
23.32 466.4

2
C m

   
 

0.05t m

3
23.32V m 3

7000 /kg m 

163240Cm kg

1 2

164010
9.81 800692.2

2
C Cf f kg N

     
 

5 8
0C Cf f 

مسئله طراحي سازه خرپا

 فرادرسنيروهاي ناشي از سقف بر گره ها
FaraDars.org



مسئله طراحي سازه خرپا

نيروهاي ناشي از سقف بر گره ها

1 1 1 1
85837.5 804469.05 800692.2 1690998.75A B cf f f f N N N N      

2
1690998.75f N

3
1690998.75f N

4
1690998.75f N

 فرادرس
FaraDars.org



مسئله طراحي سازه خرپا

 فرادرسگره ها و المان ها
FaraDars.org



8 8 1 1

1 20 20 12 0 0 0 0

2 20 10 12 0 0 0 0

3 30 10 12 0 0 0 0

4 30 20 12 0 0 0 0

5 0 30 0 1 1 1 0

6 50 30 0 1 1 1 0

7 50 0 0 1 1 1 0

8 0 0 0 1 1 1 0

1 1 2 1 1

2 1 4 1 1

3 4 3 1 1

4 3 2 1 1

5 5 1 1 1

6 6 4 1 1

7 3 7 1 1

8 2 8 1 1

1 1.00E-03

1 2.10E+11

 فرادرسمسئله طراحي سازه خرپا
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1 ‐2.82E+08
2 ‐5.64E+08
3 ‐2.82E+08
4 ‐5.64E+08
5 ‐7.15E+08
6 ‐7.15E+08
7 ‐7.15E+08
8 ‐7.15E+08
1 ‐1.41E+08
2 ‐2.82E+08
3 ‐1.41E+08
4 ‐2.82E+08
5 ‐3.58E+08
6 ‐3.58E+08
7 ‐3.58E+08
8 ‐3.58E+08

مسئله طراحي سازه خرپا

2
0.005A m

2
0.01A m

 فرادرس
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:مدرس

خزاییجید ممهندس 
هوافضاارشد مهندسی کارشناس 

آموزش تحلیل المان محدود کاربردی با متلب
در متلبقابتیرهای اویلر، تیموشنکو و تحلیل :درس سوم  فرادرس

FaraDars.org



2

فهرست مطالب

تحلیل تیر تیموشنکو

1

تحلیل قاب سه بعدی

2

3

تحلیل مودال تیر و قاب 4

 فرادرسبرنولی-تحلیل تیر اویلر
FaraDars.org



سازه تیر

عضوهای تیر توانایی تحمل نیروها و گشتاورهای مختلف را دارند

 فرادرس
FaraDars.org



مراحل انجام تحلیل

استخراج معادله 
الدیفرانسیل یا فانکشن

شبکه بندی دامنه حل

ل انتخاب تابع تغییر شک
(نوع المان)

استخراج ماتریس سختی
هر المان

ادغام ماتریس های سختی

اعمال شرایط مرزی و 
بارگذاری

 فرادرس
FaraDars.org



استخراج معادله دیفرانسیل تیر 
اویلر

فانکشنال

2
2

2

1

2

d v
u E I dx

dx

 
=  

 


2I y b dy= 


,x u

,y v

dx

h
2

2
0

' ''

F d F d F

u dx u dx u

     − + =        
Euler Equation
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استخراج معادله دیفرانسیل تیر 
اویلر



,x u

,y v

dx

h

0
F

v


=


( )

2
2

2

1
, ', ''

2

d v
F v v v E I

dx

 
=  

  0
'

F

v


=


2

2''

F d v
E I

v dx

 
=    

2 2

2 2
0

d d v
E I

dx dx

  
=  

  

4

4
0

d v
E I

dx

 
= 

 

لمعادله دیفرانسی
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استخراج معادله دیفرانسیل تیر 
اویلر

تردهمعادله دیفرانسیل با نیروی گس
 فرادرس

FaraDars.org



شبکه بندی دامنه حل

هر عضو تیر می تواند به بخش های کوچکتر تقسیم شود



1 2
3

ناملا

ناملا دادعت N

 فرادرس
FaraDars.org



(نوع المان)انتخاب تابع تغییر شکل 

المان هرمیتی مرتبه اول در نظر گرفته می شود•
:درجه آزادی2هر گره 

جابجایی عمودی•
تغییر شیب در گره•

:جهت مثبت قراردادی
مثبتyجابجایی و نیروی عمودی در راستای •
شیب و گشتاور مثبت در جهت خلاف عقربه های ساعت•

 فرادرس
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(نوع المان)انتخاب تابع تغییر شکل 

(المان هرمیتی مرتبه اول)3تابع درجه : تابع درونیاب•

( ) 1̂
ˆ0; 0 yat x v d= =

( ) 1

ˆ ˆ0; 0
dv

at x
dx

= =

( ) 2
ˆˆ; yat x L v L d= =

( ) 2

ˆ ˆ;
dv

at x L L
dx

= =
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(نوع المان)انتخاب تابع تغییر شکل 

(المان هرمیتی مرتبه اول)3تابع درجه : تابع درونیاب•

1 1 2 1 3 2 4 2
ˆ ˆˆ ˆˆ
y yv N d N N d N = + + +

 فرادرس
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استخراج ماتریس سختی هر المان

0iN R d =

( )L u A R+ =

روش گالرکین

R =

3مرتبه تابع شکل

4مرتبه مشتق معادله 

(در معادلهvمشتق کمتر ) از شکل ضعیف باید استفاده شود 

 فرادرس
FaraDars.org



استخراج ماتریس سختی هر المان

 فرادرسانتگرال جزء به جزء
FaraDars.org



استخراج ماتریس سختی هر المان

K    F

 فرادرس
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استخراج ماتریس سختی هر المان

K  = 

 B =

1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 4,

2, 2, 2, 3, 2, 4,

3, 3, 3, 4,0

4, 4,

ˆ

.

xx xx xx xx xx xx xx xx

L
xx xx xx xx xx xx

xx xx xx xxx

xx xx

N N N N N N N N

N N N N N N
K EI dx

N N N N

Sym N N
=

 
 
   =   
 
 



  1, 2, 3, 4,xx xx xx xxB N N N N =  

1, 3

ˆ12 6
xx

x L
N

L

−
=

2

2, 3

ˆ6 4
xx

xL L
N

L

−
=

3, 3

ˆ12 6
xx

x L
N

L

− +
=

2

4, 3

ˆ6 2
xx

xL L
N

L

−
=
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استخراج ماتریس سختی هر المان

2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

2
2 2 2 2

3 3 3 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ12 6 12 6 6 4 12 6 12 6 12 6 6 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ6 4 6 4 12 6 6 4 6 2

1

x L x L xL L x L x L x L xL L

L L L L L L L

xL L xL L x L xL L xL L

L L L L L
K EI

   − − − − − + − −        
           

           

      − − − + − − 
       

         = 
− 2 2

0

3 3 3

2
2

3

ˆ
ˆ ˆ ˆ2 6 12 6 6 2

ˆ6 2
.

L

x

dx
x L x L xL L

L L L

xL L
Sym

L

=

 
 
 
 
 
 
 
  + − + −   
     

     
  −     


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 فرادرسادغام ماتریس های سختی
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استخراج ماتریس سختی هر المان

تبدیل مختصات محلی به مختصات عمومی
cos( ) 0 0 0

0 1 0 0

0 0 cos( ) 0

0 0 0 1

T





 
 
 =
 
 
 
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اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

1

2

3

bcdof

 
 =  
 
 

 فرادرس(به روش حذفی: ) شرط مرزی
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اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

:اعمال نیروها
 F =

نیروی گستردهنیروی نقطه ای

:نیروی نقطه ای
 فرادرس
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:نیروی نقطه ای

اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

شوندمیحذفهاگرهداخلینیروهای•
دارندوجودخارجینیروهایتنها•

 فرادرس
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اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

:لنیروی گسترده معاد
 فرادرسقانون کار معادل نیروی گسترده

FaraDars.org



اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

 فرادرسمثال:لنیروی گسترده معاد
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اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

 فرادرس:لنیروی گسترده معاد
FaraDars.org



 فرادرستحلیل مودال
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 ناملا ره یتخس سیرتام جارختسا

یل  یتخس سیرتام بی رت

یتلان   ور هب یزرم طیارش لامعا

Ke

K

K_P

F_P

<x> = <F_P> (K_P^-1) ییاجبا  هبساحم

<F> = (K)<x>یهاگ هیکت لمعلا سکع هبساحم هبساحم

و ع ره رد  نت هبساحم

 فرادرسالگوریتم حل
FaraDars.org



استخراج معادله دیفرانسیل تیر 
تیموشنکو

رتیبهنسبتتریعمیقتئوریتیموشنکوتیر
اینبرفرضتئوریایندر.استبرنولی-اویلر
باقیصفحههمچنانشکلتغییرصفحهکهاست

.باشدنمیبرقراربودنعمودشرطدیگرامابماند

استخراج ماتریس سختی تیر 
 فرادرستیموشنکو

FaraDars.org



های خمشی و برشی انرژی کرنشی برای این المان، ناشی از نقش
است

ضریب اصلاح برشی kضریب •
ئلهوابسته به نوع سطح مقطع و مس•
5/6آنالیزهای استاتیک برابر با •

استخراج ماتریس سختی تیر 
 فرادرستیموشنکو

FaraDars.org
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 فرادرساستخراج ماتریس سختی قاب سه بعدی
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 فرادرساستخراج ماتریس سختی قاب سه بعدی
FaraDars.org



تبدیل مختصات محلی به مختصات عمومی

 فرادرساستخراج ماتریس سختی قاب سه بعدی
FaraDars.org
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:مدرس
مجید خزایی

کارشناسی ارشد مهندسی هوافضا
(پلی تکنیک تهران)دانشگاه صنعتی امیر کبیر 

مقدمه ای بر روش المان محدود
های انتحلیل انتقال حرارت دائم و غیر دائم یک صفحه دو بعدی با الم

 فرادرسایمثلثی سه گره
FaraDars.org



2

فهرست مطالب

تحلیل انتقال حرارت پایدار

1

(نسبت به زمان)تحلیل انتقال حرارت ناپایدار 

2

3

نتیجه گیری 4

 فرادرسمقدمه
FaraDars.org



3

 فرادرسمقدمه❑
FaraDars.org



مقدمه

روش المان محدود انتقال حرارتیروش تحلیل

 فرادرس
FaraDars.org



 فرادرسمقدمه
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تحلیل انتقال حرارتایتحلیل سازه
انتخاب نوع المانانتخاب نوع المان

فرض نمودن تابع تغییر دمافرض نمودن تابع تغییر شکل
روابط دماییروابط تنش و کرنش

استخراج ماتریس هدایتی الماناستخراج ماتریس سختی المان
هاهای المانادغام نمودن ماتریسهاهای المانادغام نمودن ماتریس

هاحل دمایی گرههاهای گرهحل جابجایی
اختلاف المانی/ حل شارحل نیروهای المانی

 فرادرسمقدمه
FaraDars.org



مراحل انجام تحلیل انتقال حرارت

استخراج معادله 
الدیفرانسیل یا فانکشن

شبکه بندی دامنه حل

ل انتخاب تابع تغییر شک
(نوع المان)

استخراج ماتریس سختی
هر المان

ادغام ماتریس های سختی

اعمال شرایط مرزی و 
بارگذاری

 فرادرس
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استخراج معادله دیفرانسیل انتقال 
حرارت

هولتز معادله هلم

xq

yq

zq

های جریان حرارتی در راستاهای مربوطه المان

( , , , )Q Q x y z t=تابع تولید حرارت بر واحد حجم

چگالی ماده

ظرفیت گرمایی ماده  c

Tدما

 فرادرس
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های مختلف قانون فوریه، شارهای حرارتی در جهت

استخراج معادله دیفرانسیل انتقال 
حرارت

k فرادرسضریب انتقال حرارت هدایتی جسم 
FaraDars.org



شبکه بندی دامنه حل

می توان دامنه حل را به شبکه های مثلثی، چهارگوش یا ترکیبی تقسیم بندی نمود

مش ترکیبیمش مربعیمش مثلثی

 فرادرس
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شبکه بندی دامنه حل

در این برنامه از شبکه مثلثی استفاده خواهد شد

مش مثلثی

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

1

2

3

45 6

7

8

9

10

11

12

1314

15

16

17

18

19

2021

22

2324

25

1 23

4 5

6 78

9

10

11 121314

15

16 17

1819

20 21
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(نوع المان)انتخاب تابع تغییر شکل 

المان مثلثی مرتبه اول در نظر گرفته می شود•
:درجه آزادی1هر گره 

دما•
 فرادرس
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استخراج ماتریس سختی هر المان

0iN R d = روش گالرکین

R  فرادرس=
FaraDars.org



استخراج ماتریس سختی هر المان

 فرادرساز شکل ضعیف باید استفاده شود
FaraDars.org



استخراج ماتریس سختی هر المان

 فرادرستعریف ماتریس ها
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استخراج ماتریس سختی هر المان

[ ]C
1 2 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

[ ]
A

N N N N N N

C c N N N N N N t dA

N N N N N N


 
 =  
  

 t بیانگر، ضخامت صفحه

1 2 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

[ ]

N N N N N N

C ct N N N N N N dA

N N N N N N


 
 =  
  


( ) ( ) ( ) 2 2

2

1

4
i j i j i j j i i j j i i j j i i j i jN N a a a b a b x a c a c y b c b c xy b b x c c y = + + + + + + + + 

( )1 1,x y( )2 2,x y( )3 3,x y 3-2-1در المان با چرخش 3و 2، 1مختصات نقاط
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nm

00

10

01

20

11

02

m n

A

I x y dx dy= 

استخراج ماتریس سختی هر المان

[ ]Cفرادرس 
FaraDars.org



استخراج ماتریس سختی هر المان

[ ]cKفرادرس 
FaraDars.org



[ ]hK

استخراج ماتریس سختی هر المان

 فرادرستحت تاثیر این انتقال حرارت جابجایی jkوجه 
FaraDars.org



ادغام ماتریس های سختی

1 2

3

4

1

2

1: 1-2-3

2: 2-4-3

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 1

11 12 13

1 1 1

22 23

1

33

1

2

3 .

e

k k k

K k k

sym k

 
 

=  
 
  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 2

22 23 24

2 2 2

33 34

2

44

2

3

4 .

e

k k k

K k k

sym k

 
 

=  
 
  
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ادغام ماتریس های سختی

1 2

3

4

1

2

1: 1-2-3

2: 2-4-3

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

11 12 13

1 2 1 2 2

22 22 23 23 24

1 2 2

33 33 34

2

44

01

2

3

4
.

k k k

k k k k k
K

k k k

Sym k

 
 

+ + 
=  

+ 
 
 
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اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

:شرط مرزی
حالت کلی 4توانند یکی از شرایط مرزی در انتقال حرارت می

درجه حرارت ثابت( 1

جریان حرارتی مشخص( 2

 فرادرس
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شرط مرزی انتقال حرارت جابجایی( 3

شرط مرزی انتقال حرارت تابش( 4

 فرادرساعمال شرایط مرزی و بارگذاری
FaraDars.org



اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

 فرادرس:شرط مرزی
FaraDars.org



اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

انتقال حرارت جابجایی hR

 
1 1

1 2 1 2

0 0

[ ] [ ] [ ]T T T

h e e e

L

R hT N dL hT N N L d hT L N N d = = =  

1 21 ,N N = − =

 
1

12

e
h

hT L
R

 
=  

 
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:مثال اول

225 / ( )xx yyK K Btu h ft F= = − −

.ft 1ضخامت صفحه نیز برابر با 
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:مثال دوم

2150 / ( )xx yyK K W m C= = −

m 0.1ضخامت صفحه نیز برابر با 

C=870

3
2800

kg

m
  =  

 
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:مدرس
مجید خزایی

کارشناسی ارشد مهندسی هوافضا
(پلی تکنیک تهران)دانشگاه صنعتی امیر کبیر 

مقدمه ای بر روش المان محدود
 فرادرستحلیل تنش بر روی صفحه ی دارای ناپیوستگی
FaraDars.org



فهرست مطالب

المان‌های‌ایزوپارامتریک‌و‌انتگرال‌گیری‌عددی

1

تحلیل‌تنش‌صفحه‌دارای‌ناپیوستگی

2

3

نتیجه‌گیری 4

 فرادرسمقدمه
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فرادرسمقدمه 
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مقدمه

تحلیل تنش صفحات دارای ناپیوستگی

المان ها دارای شکل مستطیلی کامل نیستند

 فرادرس
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مقدمه

:مشکلات ایجاد شده
انتگرال گیری عددی بر روی دامنه •

سخت می شود
توابع شکل برای این حالت تعریف•

نشده اند

شکل غیر استاندارد ایجاد شدهشکل استاندارد

نگاشت

 فرادرس
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المان های ایزوپارامتریک
   Tx N c   

    TN d 

   1 2 3 4c x x x x

 d درجات آزادی

1 2 3 4N N N N N      

   1 2 3 4N N N N N

 N N   Sub parametricباشد، کمتر از مرتبه مرتبه

 N N   Isoparametricباشد، برابر با مرتبه مرتبه

 N N   Supper parametricباشد، بیشتر از مرتبه مرتبه

 فرادرس
FaraDars.org



 فرادرسالمان های ایزوپارامتریک
FaraDars.org



 فرادرسالمان های ایزوپارامتریک مربعی چهارگوش
FaraDars.org



 فرادرسالمان های ایزوپارامتریک مربعی چهارگوش
FaraDars.org



المان های ایزوپارامتریک مربعی چهارگوش
تبدیلات مشتق 

 tو sنسبت به fهدف یافتن مشتق یک پارامتر میدان مانند 

f f x f y

s x s y s

f f x f y

t x t y t

    
 

    
    

 
    

قانون مشتق زنجیری
ff x y

xs s s

ff x y

yt t t

      
                    
            

 
x y

s s
J

x y

t t

  
    
  
   

 
i i

i i

i i

i i

N N
x y

s s
J

N N
x y

t s

      
         

     
         

 

 
   1 11 12

21 22

J
   
      

 فرادرس
FaraDars.org



المان های ایزوپارامتریک مربعی چهارگوش

  
x

N C
y

 
 

 

  1 2 3 4

1 2 3 4

0 0 0 0

0 0 0 0

N N N N
N

N N N N

 
  
 

   1 1 2 2 3 3 4 4

T
C x y x y x y x y

 

4
1 1

1 2 2

2 2 4
3 3

1 4 42 4 4 2

i i

i i

x yN

x ys
J

x yN

t x y





  

    
                      




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 

4

1

2 4 4

1 2 4

i i

i i

N

s
A

N

t





 

   
    

  
    




         

       2 4

1 1 1 11

1 1 1 14

t t t t
A

s s s s

      
        

المان های ایزوپارامتریک مربعی چهارگوش

  11 12

21 22

f f f

x s s

f f f

y t t

      
                          
           
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مراحل انجام تحلیل تنش صفحات

استخراج‌معادله‌
الدیفرانسیل‌یا‌فانکشن

شبکه‌بندی‌دامنه‌حل

ل‌انتخاب‌تابع‌تغییر‌شک
(نوع‌المان)

استخراج‌ماتریس‌سختی
هر‌المان

ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌
بارگذاری
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تابع پتانسیل

    D 

 فرادرساستخراج معادله دیفرانسیل
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استخراج معادله دیفرانسیل

 تابع میدان جابجایی

 Xوزن یا ماتریس چگالی بر واحد حجم

 d
 p

جابجایی درجات آزادی

نیروی متمرکز

 sT
 s

نیروهای سطحی

میدان جابجایی سطح
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شبکه بندی دامنه حل

می‌توان‌دامنه‌حل‌را‌به‌شبکه‌های‌مثلثی،‌چهارگوش‌یا‌ترکیبی‌تقسیم‌بندی‌نمود

مش‌ترکیبیمش‌مربعیمش‌مثلثی
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شبکه بندی دامنه حل

در‌این‌برنامه‌از‌شبکه‌چهارگوش‌استفاده
خواهد‌شد

مش‌چهارگوش
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:گره4المان‌چهارگوش‌
4:توابع‌تخمینی‌درجات‌آزادی

1
i i

i

u a N



 فرادرس(نوع المان)انتخاب تابع تغییر شکل 
FaraDars.org



 فرادرساستخراج ماتریس سختی
FaraDars.org



 فرادرساستخراج ماتریس سختی
FaraDars.org



استخراج ماتریس سختی

      T

A

K B D B t dx dy     , ,
A A

f x y dx dy f s t J ds dt 

      
1 1

1 1

T
K B D B t J ds dt

 

 

  

1 1

1 1

( , )I F s t ds dt

 

 

  

1 1

1 11 1

( , ) ( , )
N N

i j i j

i j

I F s t ds dt W W F s t

 

  

  
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ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

 

       

     

   

 
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1 22 23 34
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33 34
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 
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1 2

34

56
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2

 

       
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66 64

2
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 
 
 
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 
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 

e
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K
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ادغام‌ماتریس‌های‌سختی

1 2

34
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 
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اعمال‌شرایط‌مرزی‌و‌بارگذاری

:شرط‌مرزی

شرط‌مرزی‌به‌روش‌پنالتی‌اعمال‌میگردد

𝐾 𝐺 = 𝐾1 + 𝐾𝑏 −𝐾1 0−𝐾1 𝐾1 + 𝐾2 −𝐾20 −𝐾2 𝐾2 + 𝐾𝑏
 

1 1

2

0

x bF K

F F

 
   
  
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اعمال شرایط مرزی و بارگذاری

s

t

P

1 2 3

4

567

8
     

1

1
2

T

s s

L
f N T h dt



 فرادرس 
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مثال

20

20

0.2

10

1000P 

200E Gpa 0.3 فرادرس 
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4المان چهارگوش 75گره و 93این نوع شبکه بندی از 
گره ایی 
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تحلیل تنش صفحات دارای ترک

المان های ایزوپارامتریک•

انتگرال گیری عددی•

تحلیل جابجایی•

تحلیل تنش•
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