
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

 

 

 

 آًبليش تبًسَري ٍ كبرثزدّبي آى در هكبًيك
 

 

 

 بىهؤلف
 لجذف ي.د لئًَيذ

 كلَد .جى هبيكل

 ارهيف .اى ٍيكتَر

 

 

 هتزجوبى
 دَر ًقي عليزضبدكتز 

 دكتز هحوذ هزادي
 

 

 

 

 

 

 

9393 

 



 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 ا٘شٚبٍار ىاٍ٘ٚبٜ َٟٙوَى 

 آًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد آى در هكبًيك   ٘بْ وشبة:

 لئًَيذ دي. لجذٍف، هبيكل جي. كلَد ٍ ٍيكتَر ا. ارهيف   ٔؤِف:

 دَر ٍ هحوذ هزادي عليزضب ًقي    ٔشَػٕبٖ:
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 ٔجبكظي ٔؼَى ثب، اوظَ وشت ىٍٜٚ وبٍٙٙبٕي ٍٙشٝ ٍيب١ي ثٝ ثٍَٕي ٔجبكض ٘٪َي

ل٢بيبي وُٖ وٙٙيٜ ٚ ٔلاَ آٍٚ دَىاهشٝ ٚ ىا٘ٚؼٛ ٔشٛػٝ اٞياف دٚز َٕ ايٗ ٔجبكض 

فبيك آٔيٖ ثَ ايٗ ٔٚىلار إز. ىٍ ُٔيٙٝ ، ي اّٝي سَػٕٝ ايٗ وشبة ٙٛى. اٍ٘يِٜ ٕ٘ي

آ٘بِيِ سبٍٖ٘ٛي ٚ وبٍثَى آٖ ىٍ ٔىب٘يه وشبثي ثٝ ُثبٖ فبٍٕي ٚػٛى ٘ياٍى. ٌِا سٕٞيٓ 

اهشيبٍ ٔوب٥جبٖ فبٍٕي ُثبٖ لَاٍ ىٞيٓ. وشبة كب١َ وٝ  ٌَفشيٓ وٝ ايٗ سَػٕٝ ٍا ىٍ

ٞب ىٍ ايٗ ُٔيٙٝ إز. ايٗ اطَ وٝ سٟٙب اغَاق يىي اُ ٔٮيٚى وشبة ثي، ٚيَاي٘ ىْٚ إز

سٛا٘ي ٍٔٛى إشفبىٜ ٔي، ٘يبُ آٖ كٖبة ىيفَاٖ٘يُ ٚ ا٘شٍَاَ ٚ ػجَ ه٦ي ثٛىٜدي٘

 ٞبي فٙي ٚ ٟٔٙيٕي لَاٍ ٌيَى. ٞبي ٍيب١ي ٚ فيِيه ٚ ٕٞـٙيٗ ٍٙشٝىا٘ٚؼٛيبٖ ٍٙشٝ
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 ديجبچِ
 

 

هٛى اي اُ اثِاٍٞبيي ثَاي سَٚيق ١ٛٔٛ٭بر ٍٔٛى ٦ٔبِٮٝ َٞ ٭ّٕي ثٝ ٥َُ إشبىا٘ٝ

، اي اُ وٕيبر ثَىاٍي: ٘يَٚوٙي. ىٍ ٔىب٘يه ولإيه ثٝ ٥ٍٛ ٌٖشَىٜإشفبىٜ ٔي

ٙٛى. ثب ٔليٚى وَىٖ هٛى ثٝ ؿبٍؿٛة ا٘ياُٜ كَوز إشفبىٜ ٔي، َٕ٭ز، ٔىبٖ، ٌٚشبٍٚ

سٛاٖ ثَىاٍ ٍا ٕٞب٘ٙي يه ٔبسَئ ٕشٛ٘ي طبثز ىٍ ٘٪َ ٌَفز. أب ٔي، ٔوشٞبر ٔٙفَى

ي ثٛىٖ آٖ إز؛ يٮٙي ثَىاٍ ثٝ ا٘شوبة ؿبٍؿٛة ٚيٌْي ثبٍُ وٕيز ثَىاٍي ٚالٮ

ٞبي ٘يَٚ ىٍ يه ٔوشٞبر ٚاثٖشٝ ٘يٖز. ايٗ ثياٖ ٔٮٙب إز وٝ ثٝ ٔل٠ سٮييٗ ِٔٛفٝ

ٞبي ؿٙيٗ ٘يَٚيي ٍا ىٍ َٞ ؿبٍؿٛة ىيٍَي ثب إشفبىٜ سٛاٖ ِٔٛفٝٔي، ؿبٍؿٛة هبٝي

 ىٕز آٍٚى. اُ لٛا٭ي سجييُ ٔٙبٕت ثٝ

ٞبي ديٕٛشٝ وبفي ٘يٖشٙي. سٙ٘ ٚ ثَاي سَٚيق ٔلي٤أب وٕيبر ثَىاٍي ثٝ سٟٙبيي 

وٚ٘ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ىٍٖٚ ػٖٓ ٘يِ وٕيبسي ٚالٮي ٖٞشٙي؛ ٌَؿٝ ٔٚوٞٝ َٞ وياْ اُ 

ايٗ ، ٚاثٖشٝ إز. ثب سغييَ ؿبٍؿٛة، آٟ٘ب ثٝ ؿبٍؿٛثي وٝ اػِاي ٔبسَئ َٔثٮي ىاٍى

ي. سبٍٖ٘ٛٞبي سٙ٘ ٙٛ٘سجييُ ٔي، اػِا ثَ إبٓ لٛا٭يي ٔشفبٚر اُ لٛا٭ي سجييُ ثَىاٍٞب

ٞبيي اُ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ ٖٞشٙي. لٞي ىاٍيٓ ىيٍَ وٕيبر ٚالٮي وٝ ٚ وٚ٘ ٔظبَ

ٞبي وٖٚب٘ي ثٝ ٙٛ٘ي ٍا ثيبٖ وٙيٓ. ىٕشٍبٜ ٔيَٚىٍ ٭ّٓ ٔىب٘يه ديٕٛشٍي ٩بَٞ ٔي

ٞب ُٞٙٛ اي وٝ ايٗ ٔيَٚلبٖ٘ٛ ٞٛن َٔث٣ٛ ثٝ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ ٚاثٖشٝ إز؛ ثٝ ٌٛ٘ٝ

ٞبي ثٖيبٍ ثيٗ وٙٙي. ثب ٚػٛى سفبٚرٞبي لٛاٞي سجييُ ديَٚي ٔييٍَ ىٕشٍبٜٞٓ اُ ى

سٕبْ آٟ٘ب ىٍ اٍِٛيي يىذبٍؿٝ ثٝ ٘بْ ، ٞبي ٚالٮيلٛا٘يٗ سجييُ ثَاي ا٘ٛا٫ ٔوشّف وٕيز

 ٌيَ٘ي.ل٢يٝ سبٍٖ٘ٛٞب لَاٍ ٔي



 

 

ٍا لبىٍ آٍٚى ثّىٝ ٔب ل٢يٝ سبٍٖ٘ٛ ٘ٝ سٟٙب اُ اٙغبَ ثٖيبٍ كبف٪ٝ ٔب ػٌّٛيَي ثٝ ٭ُٕ ٔي

ٞبي ٕبُى سب ٭ّٕيبر ىيفَاٖ٘يّي ٍا ثٝ ٕبىٌي ا٘ؼبْ ىٞيٓ. ايٗ ٕٞبٖ كبِز ىٕشٍبٜٔي

ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ إز. آ٘بِيِ سبٍٖ٘ٛي ثٝ ىِيُ ٕبىٌي ٚ اهشٞبٍ ثي٘ اُ كي 

سٛا٘ي ىٍ أشياى ٦ٕٛف ٔوشّف ٭ّٓ فيِيه ١ٚٮيشي اُ ُثبٖ وّي وٝ ٔي، ىٕز آٔيٜ ة

ىٞي. ىٍن وبّٔي اُ ايٗ ُثبٖ ثَاي فٮبِيز ىٍ ٔي ديٕٛشٍي ثيبٖ ٙٛى ٍا اٍايٝ

٘٪َيٝ ٖ٘جيز يب ىيٍَ كُٜٛ ٞبي ٘٪َي غيَ ٚالٮي ١ٍَٚي إز. ، اِىشَٚٔغٙب٥ئ

ٞبي ػييي َٔث٣ٛ ثٝ ١ٛٔٛ٭بر فيِيىي ٕٞٛاٍٜ ديٕٛز ٞبيي ىٍ ُٔيٙٝ ثيٚشَ وشبة

بْ ٙٛ٘ي. ٍٞٙثَىاٍٞب ٚ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔوشّف ٚ ٦َٔف ٙيٜ ىٍ ٔشٗ وشبة ٍا ٙبُٔ ٔي

سٛاٖ ٙه افَاى ٍا ثٝ ٭ٙٛاٖ ٞبي ديَٚفز ٙبيي ايٟٙب وبفي ثٝ ٘٪َ ثَٕي أب ٔيثٍَٕي ٌبْ

ٞب ثَ يب ىِيُ لب٬٥ يٮٙي ؿٍٍٛ٘ي س٦جيك آٟ٘ب ثب ىيٍَ ٍٚٗ، ؿٍٍٛ٘ي كمبيك ٖٔشيَ

ا٘لَاف وبُٔ ىٍ ػجَ ؿٙي ه٦ي ، ٥َف وَى. ثٝ ٭جبٍر ىيٍَ ٍفشبٍ ػب٬ٔ سبٍٖ٘ٛٞب )ٔظلا

ثٝ ٥ٍٛ ، َاي ىا٘ٚؼٛيبٖ ٚ ٟٔٙيٕيٗ سؼَثي وبٍ اِِأي إزٙٛى( وٝ ثٍا ٙبُٔ ٔي

 سٛا٘ي ٘بٔٙبٕت ثبٙي. ٕٚيٮي ٔي

ثٙبثَايٗ ثَاي ٍفشبٍ ٘٪َيٝ سبٍٖ٘ٛي ٘يبُ إز وٝ سٮبىِي ىٕٚشب٘ٝ ثيٗ ٫ٛ١ٛٔ ٚ افَاى 

ٞبي سؼَثي وبٍ ثَلَاٍ ٌَىى. ٘ٛيٖٙيٌبٖ وشبة دي٘ ٍٚي ايٗ ١ٛٔٛ٭بر ٍا ثب ٕ٘بي٘

ٞبي ٍٔٛى ٘يبُ ثَاي سَٚيق بُٔ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ا٘ي. سٕبْ فََٔٛٙفبف ٚ ثٖيبٍ و، ٕبىٜ

ٙٛى. ثٝ ١ٛٔٛ٭بر ىٍ ف٢بي ٕٝ ثٮيي ثٝ ٥ٍٛ ٭ّٕي ثب ٔشٙي ٔوشَٞ س١ٛيق ىاىٜ ٔي

ٙٛى أب سفٖيَ ثب كف٨ إشملاَ ٍٚيياىٞبي ٭ّٓ فيِيه ىٍ ٍٞٙبْ ٔفيي ثٛىٖ اٙبٍٜ ٔي

ٙٛى. فُٞ ٌبٖ اٍػب٫ ىاىٜ ٔيوبُٔ اُ كُٜٛ وبٍثَىي آٟ٘ب ثٝ أىبٖ دٌيَسَيٗ ٙٙٛ٘ي

ٔمئٝ ٔوشَٞي ىٍثبٍٜ ٦ٔبِٮٝ ايٗ هٛاٛ وٝ ، ٞب ٚ ٦ٕٛفَٔث٣ٛ ثٝ هٛاٛ ٔٙلٙي

٭ٙٛاٖ ٌٖشَٗ كبٚي ا٥لا٭بر آُٔٛ٘يٜ ٚ ٥جيٮي اُ ٘٪َيٝ سبٍٖ٘ٛ ٍا ثٍَٕي سٛا٘ي ثٝٔي

 ٙٛى.ٙبُٔ ٔي، وٙي

 اي. اي. ٍٚٚيؾ                                                                                  

 ٍٕٚيٝ، دَٚفٍٖٛ ثب ٕبثمٝ ٔىب٘يه ٚ ٍيب١يبر ىاٍ٘ٚبٜ ىِٚشي ٍإشٛف

 ٭٢ٛ فٍَٖٞٙشبٖ ٭ّْٛ ٍٕٚيٝ

 (2001-1920) 
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ٞبي ٞبيي وٝ اُ ٍٚٗيِيىيأٖٟٙيٕيٗ ٚ ف، ؿبح اَٚ ايٗ وشبة ثَاي ىا٘ٚؼٛيبٖ

٘ٛٙشٝ ٙيٜ إز. ٔبىٜ ٍا ىٍ ١ٚٮيز ثٖيبٍ وّي ثَاي كبِز ، ٌيَ٘يسبٍٖ٘ٛي ثَٟٜ ٔي

اي ثَاي كبِز ٕٝ ثٮيي ثيبٖ ثٮيي ٘ٚبٖ ىاىٜ ٘ٚيٜ أب ايٗ ٫ٛ١ٛٔ سب ا٘ياُٜ nف٢بي 

سٛاٖ فَٟ وَى وٝ ثٮيي لبثُ سٮٕيٓ إز(؛ ثٙبثَايٗ ٔي nٙيٜ إز )وٝ ثٝ ٕبىٌي ثٝ 

 ي٘ ُٔيٙٝ ٍٔٛى ٘يبُ سٟٙب ٙبُٔ كٖبثبٖ إشب٘ياٍى ٚ ػجَ ه٦ي إز.د

سٕٞيٓ ٌَفشيٓ وٝ وشبة ٍا ىٍ ٖٔيَ ٥جيٮي هٛى ثب ا١بفٝ وَىٖ ىٚ فُٞ ىٍثبٍٜ 

سٕٛٮٝ ىٞيٓ. يه فُٞ ىٍثبٍٜ ، وبٍثَىٞبيي ثَاي آ٘بِيِ سبٍٖ٘ٛي وٝ اثِاٍ اّٝي ٖٞشٙي

ٞبي وبُٔ دَىاُى. ا٘لَافٔي وٖٚب٘ي ه٦ي إز ٚ فُٞ ىيٍَ ثٝ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ٚ ٦ٕٛف

ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي ٍا فََٔٛ ثٙيي ، اُ ٔٮبىلار َٔث٥ٛٝ ىٍ ايٗ ٘٪َيبر ٍا ٘ٚبٖ ىاىٜ

اُٝ ٍٚىٙي لاٌَاْ٘ ٚ ثَهي ٖٔبيُ َٔث٣ٛ ثٝ ، ٞبوَىٜ ٚ ٖٔبِٝ غيَ يىشبيي ػٛاة

اٍسٮبٙبر ٍا سفٖيَ وَىيٓ. ليٛى ف٢بيي ٔب ٍا ىٍ ٘ٚبٖ ىاىٖ وُ ٫ٛ١ٛٔ ىٍ ٔىب٘يه 

ٔليٚى وَى؛ يٮٙي ٔؼجٍٛ ٙييٓ سب ٔٮبىلاسي اُ وٖٚب٘ي ٍا ا٘شوبة وٙيٓ وٝ ٘م٘ آ٘بِيِ 

 سَ إز. سبٍٖ٘ٛي ثَاي آٟ٘ب ثٖيبٍ سٮييٗ وٙٙيٜ

وَىيٓ. اِجشٝ ثبيٖشي ثٝ ٥جيٮز اّٝي سبٍٖ٘ٛٞب ىٍ وٖٚب٘ي ٚ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ سٛػٝ ٔي

٘ٛٙز؛ يٮٙي ٌبٞي  ايثَاي كُ ٖٔبِٝ ٚالٮي ٟٔٙيٕي ثبيي ؿيِٞبيي ٍا ثٝ ٙىُ ِٔٛفٝ

اي ٍا ٕيبٜ وَى. فََٔٛ ٞبي ٦ٔبثك ثب ٕ٘بىٌٌاٍي سبٍٖ٘ٛي ثٖيبٍ ٕبىٜ اٚلبر ؿٙي ٝفلٝ

ٞبي ٖ٘جشب ٞبي إبٕي ٍا ثٝ ؿًٙ آٍٚىٜ ٚ ٟٔبٍرىٞي سب اييٜٖٞشٙي وٝ ثٝ ٔب اػبُٜ ٔي

اي ٍا اٍايٝ ىٞيٓ. اُ آ٘ؼبيي وٝ ٕ٘بي٘ سبٍٖ٘ٛي ثٝ َٕ٭ز ٚ ثيٖٚ ىٍىَٕ ثٝ ٕ٘بي٘ ٕبىٜ



 

 

ايٗ سىٙيه ثَاي ٕ٘بي٘ ٘٪َيبر ديٕٛشٍي ثَاي ، ٙٛىاي سجييُ ٔيٍٚٗ ِٔٛفٝ

 اَ إز.ىا٘ٚؼٛيبٖ اييٜ

ٞبي سبٍٖ٘ٛي اّٝي ٍٔٛى ٞبي ٖٔبِٝ ػييي ٚ سبث٬ىٍ دٙغ فُٞ اَٚ ثٝ ػِ ثَهي ىٕشٍبٜ

ٙٛى. ٖٔبيّي ىٍ ا٘شٟبي فُٞ ٞبي وٖٚب٘ي سغييَار ُيبىي ىييٜ ٕ٘ي٘يبُ ثَاي فُٞ

 ا سَٕيٗ ٞبي ػب٬ٔ ثَاي ىٍن ٝليق ٔشٗ لاُْ إز. ُيَ، ا١بفٝ ٙيٜ

اي ىٍ ؿبح اَٚ اُ ٭جبٍر ٍىيف ثٝ ػبي َٔسجٝ إشفبىٜ وَىيٓ. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ىٍ ٘ٛٙشٝ

اغّت ثب ٔٮٙبي ٔشفبٚسي ثيبٖ  "ٍىيف"٭جبٍر ، ٞبي ػيييسَ ٍايغ ثٛى. ىٍ ٘ٛٙشٝلييٕي

 ٙٛى.ٔي

ٞيؾ سلاٙي ثَاي سٟيٝ ، ىٞياي دٛٙ٘ ٔياُ آ٘ؼبيي وٝ وشبة هٛى ٍا ثٝ ٥ٍٛ ٌٖشَىٜ

ىٞيٓ. سٟٙب وشبة ٞبي ٚالٮي وٝ ثب دٛٙ٘ ٫ٛ١ٛٔ ٔٚبثٝ ِيٖز َٔػ٬ ػب٬ٔ ا٘ؼبْ ٕ٘ي

 ايٓ.آٍٚىٜ، ٍٕيىٍ ٌٖشَٗ إٓبٖ يبىٌيَي يب ايٙىٝ ثَاي هٛا٘ٙيٜ ٔفييسَ ثٝ ٘٪َ ٔي

ٞبي آلبي سؼبٖ وٛاً٘ ٚي ٚيَإشبٍ ٍٚى ٕبيٙشيفيه ثٖيبٍ اُ سٚٛيك ٚ كٕبيز

 .ٕذبٍِٕاٍيٓ
 

 

 اَ. دي. ِجيٚف 

 وّٕجيب، ٌَٜٚ ٍيب١ي ىاٍ٘ٚبٜ ّٔي وّٕجيب

 

 اْ. ع. وّٛى

 ٌَٜٚ ٟٔٙيٕي اِىشَٚ٘يه ٚ ٍايب٘ٝ 

 آَٔيىب، ىاٍ٘ٚبٜ سىِّٙٛٛي لاٍٚ٘ٔ

 

 ٚي. ا. أٍيف

 َٔوِ ٭ّٕي ػٙٛة فٍَٖٞٙشبٖ ٭ّْٛ ٍٕٚيٝ

ٚ 

 ٍٕٚيٝ، ٔىب٘يه ٚ ٭ّْٛ ٍايب٘ٝ ىاٍ٘ٚبٜ فيٍاَ ػٙٛثي، ٌَٜٚ ٍيب١ي
 



 

 

 

 
 

 

 گفتبر چبح اٍل ديص
 

 

سٛا٘ي ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ ٘يَٚي ٚاٍى ثَ ىٍ اُٝ َٞ ثَىاٍ ثٝ ٍٝٛر ديىب٘ي ثب ٥َٛ ٚالٮي وٝ ٔي

ايٗ ٘م٦ٝ ٘٪َ ، ٙي. دٔ اُ ٌٌٙز ؿٙييٗ ٕبَىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي، َٞ ٘م٦ٝ ٔبىي ثبٙي

اي اُ ٔفْٟٛ ثَىاٍ ٚ ٌٖشَٗ آٖ ثٝ سبٍٖ٘ٛٞب ٔٙؼَ ٙي. ٕبىٜ ِٛكب٘ٝ ثٝ سفٖيَ ديَٚفشٝ

ثب٭ض ٙي سب إشفبىٜ اُ ثَىاٍٞب ٚ سبٍٖ٘ٛٞب وٝ ثٝ سَٚيق ٝليق هٛاٛ ٚ ٍفشبٍٞبي ايٗ 

ٞبي ثٝ ٚػٛى آيي: ٔفبٞيٕي وٝ ثٝ ىٕشٍبٜ، دَىاهزٚالٮي اٙيب ٥جيٮي كميمي ٔي

ٔوشٞبسي سٮَيف ٙيٜ ثٖشٍي ٘ياٍ٘ي. ايٗ ٭يْ ٚاثٖشٍي ثٝ آٖ ٔٮٙب إز وٝ اٌَ ؿٙيٗ 

سٛاٖ ىٍ ىٍ ايٗ ٍٝٛر ٔي، شٞبر سٮَيف وٙيٓهٛاٝي ٍا ثب إشفبىٜ اُ يه ىٕشٍبٜ ٔو

ىٕشٍبٜ ىيٍَ ايٗ ٔٚوٞبر ىٚثبٍٜ ٍا ثب إشفبىٜ اُ لٛا٭ي سجييّي ٔٮشجَ ٔلبٕجٝ وَى. 

سٛاٖ َٞ ٖٔبِٝ ٍٔٛى ٘٪َ لبثُ كّي ٍا ثٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ثٝ وبٍ اغّت ثٝ إٓب٘ي ٔي

وشّفي ثٝ وبٍ ٞبي ٔوشٞبر ٔٚاثٖشٝ وَى. دٔ ىٍ وبٍثَىٞب ثبيي ىٕشٍبٜ، ٌَفشٝ ٙيٜ

ٔٮبىلار ٔشٙب٩َي كُ ٙٛ٘ي ٚ ؿٍٍٛ٘ي ىٚثبٍٜ كُ وَىٖ ٘شبيغ ىٍ ىٕشٍبٜ ، ٌَفشٝ ٙٛى

 وٙي.ٞبي ىيٍَ ٍا ىٍن وَى. ايٗ وشبة اثِاٍ ٍٔٛى٘يبُ ثَاي ؿٙيٗ ٔلبٕجبسي ٍا فَاٞٓ ٔي

ثٖيبٍ ٕوز ثٝ ٘٪َ ، ٙٛ٘يثيٚشَ لٛا٘يٗ فيِيه ٚلشي ثٝ ٙىُ ٔوشٞبسي ٘ٛٙشٝ ٔي

ٙىّي ػ٬ٕ ٚػٍٛ ٚ ػٌاة ثٝ هٛى ، ثٝ ٙىُ سبٍٖ٘ٛي ثيبٖ ٔي ٙٛ٘ي ٍٕٙي أب ٚلشي ٔي

سٛا٘ي ىٍ ٔب٘ي ٚ ٔيٞبي ػ٬ٕ ٚ ػٍٛ ثٝ إٓب٘ي ىٍ ًٞٗ ثبلي ٔيٌيَ٘ي. ايٗ لجيُ ٙىُٔي

ٞبي ديـييٜ اُ ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي فيِيىي إشفبىٜ ٙٛى. ايٗ وٝ ثٝ َٕ٭ز سٛا٘بيي كبِز

ٟب ثٝ ٍٝٛر ٟٔبٍر إبٕي ثَاي سؼَثي ٞبي ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي سٙثٙيي كبِزفََٔٛ

اي وٝ اي ثٝ ٘م٦ٝأىبٖ دٌيَ إز. ثٝ ٭لاٜٚ َْ٘ افِاٍ ٍايب٘ٝ، وبٍاٖ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى

، سٟٙب ىاىٜ ٞبي ٍٚٚىي ٍٔٛى ٘يبُ ثٝ ٍٝٛر كبِز ٔوشٞبر آُاى ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ٙٛ٘ي



 

 

هٛاٞي ثٛى سب فَآيٙي كُ وٙٙي؛ يٮٙي اكشٕبلا إشفبىٜ وٙٙيٜ لبىٍ ثٝ اٍأي ديَٚفز ٔي

٭يىي يب سَويت ايٗ ىٚ( ، ٍا ىٍ ؿبٍؿٛة ٚالٮي ٚ س٤ٕٛ ٍٚٗ ٚالٮي آغبُ وٙي )سلّيّي

يب ثٝ إٓب٘ي ىٍ ثبٍٜ اٍٍِٛيشٓ ٍايب٘ٝ اي ثَاي ا٘شوبة ثٟشَيٗ ؿبٍؿٛة ٚ ٍٚٗ ٕٛاَ وٙي. 

ي ىٍ ثَىاٍٞب ٚ سبٍٖ٘ٛٞب اػِا ٟٔٓ ُثبٖ اّٝي ثَاي َْ٘ افِاٍٞبي ُٖ٘ ػيي، ىٍ ايٗ كبِز

 ٙٛ٘ي.ٟٔٙيٕي ٚ ٍيب١يبر وبٍثَىي ٔي

ىٕٚز ىاٍيٓ اُ ثو٘ ٚيَإشبٍي ٕبيٙشفيه ٍٚى ثٝ ٚيْٜ آلبي سؼبٖ وٛاً٘ ٚي ٚ هب٘ٓ 

ؿًٙ ِيٓ ثٝ ػٟز ٕٞىبٍي ىٍ ثٝ ٚػٛى آٔيٖ ايٗ وشبة ٕذبٍِٕاٍي وٙيٓ.  -ٕٛن

يٝ دَٚفٍٖٛ ثبيَٖٚ ٕي ىٍاوٕٗ اُ ىاٍ٘ٚبٜ ىِٚشي ٔيٚيٍبٖ س١ٛيلبسي ٍا ىٍ َٔاكُ اِٚ

وّٛى وٝ ثٝ هب٥َ ٙىيجبيي ٚ -٘ٛئ اٍايٝ ىاى٘ي. ىٍ ٟ٘بيز ٘بسبٙب ِجيٚٚا ٚ ثض لاٖ٘ٛىٕز

 كٕبيشٚبٖ ٙبيٖشٍي ٕذبٍِٕاٍي ٍا ىاٍ٘ي.   

 اَ. دي. ِجيٚف

 ٌَٜٚ ٔىب٘يه ٚ ٍيب١يبر ىاٍ٘ٚبٜ

 ٍٕٚيٝ، ىِٚشي ٍٕٚشٛف     

ٚ 

 وّٕجيب، ٌَٜٚ ٍيب١ي ىاٍ٘ٚبٜ ّٔي وّٕجيب

 اْ. ع. وّٛى

 ي اِىشَٚ٘يه ٚ ٍايبٌَٜ٘ٝٚ ٟٔٙيٕ

 آَٔيىب، ىاٍ٘ٚبٜ سىِّٙٛٛي لاٍٚ٘ٔ
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 263 ................................................................ سوز وٖٚب٘ي ٖٔبيُ 6-14

 265 ................................................................................... ٖٔبيُ 6-15

 979 ................................................ خغي كطسبًي ثب ّبيي دَستِ: 7 فصل

 273 ............................................. ٦ٕق ٘٪َيٝ ثٝ َٔث٣ٛ ٞبي فََٔٛ ثَهي 7-1

 277 ..........................................................  ٕٖٞبيٍي ىٍ ٕيٕٙبسيه 7-2

 280 .................................................................. دٕٛشٝ سٮبىَ ٔٮبىلار 7-3





 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                                    ث

 

 286 ..................................... وَٟٙف ف١َيبر وٟٚٚب؛ ٚ دٕٛشٝ ٙىُ سغييَ 7-4

 295 ............................................................................. دٕٛشٝ اَّ٘ي 7-5

 297 ............................................................................. َُٔي َٙاي٤ 7-6

 301 .................................................. لاٚ -وَٟٙف ٘٪َيٝ ثبٍٜ ىٍ سٌوَاسي 7-7

 303 .............................................................................. ٦ٕق ٘٪َيٝ 7-8

 319 .............................. دٕٛشٝ ٚ ٝفلٝ ولإيه غيَ ٞبي٘٪َيٝ هٞٛٛ ىٍ 7-9

 333 .......................................................................... ّب فزهَل: ديَست

 369 ........................................................................................... هٌبثع

 369 ............................................................. اًگليسيًبهِ فبرسي ثِ  ٍاصُ

 369 ............................................................. ًبهِ اًگليسي ثِ فبرسي ٍاصُ

 373 ........................................................................................... ًوبيِ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 ًيبسّب ديص:  9 فصل
 

 

 ثزرسي هجذد هفَْم ثزدار 9-9

ٍيب١يبر إز ٚ ػبي سٮؼت ٘يٖز وٝ ٞب ىٍ سٕبْ ٔفْٟٛ ثَىاٍ يىي اُ ٔفييسَيٗ اييٜ

، ٙٛيٓ. ىا٘ٚؼٛيبٖ ىٍ ٍيب١يبر ٔمئبسيٍٚ ٔي٥ٍٛ ٔىٍَ ثب آٖ ٍٚثٝكيٗ سيٍئ ثٝ

 ٭ٙٛاٖ ٔظبَ وٕيز ُيَثٝ، ٌيَ٘ياي ىٍ ٘٪َ ٔيٙىُ ِٔٛفٍٝا ثٝ ثَىاٍٞب

(2,1,3).x 
 َىاٍث  3,1,2ٞبي أب اػبُٜ ىٞيي سب ايٗ كبِز ٍا ثب ىلز ثيٚشَي ثٍَٕي وٙيٓ. آيب ِٔٛفٝ 

xٍوٙٙي؟ ىٍٍٝٛسي وٝ ثَىاٍٞبي دبيٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٔٚوٜ ثبٙٙي ا ٔٮيٗ ٔي ،

وَى. ىٍ ٍيب١يبر  ٔٚوٜ x٭ٙٛاٖ ثَىاٍٍا ثٝ 3,1,2 ٞبيسٛاٖ ِٔٛف٦ٕٔٝئٙبً ٔي

٭ّز ٙٛ٘ي؛ كشي اٌَ ثٝ ىٚ ثٝ ىٚ ٔشٮبٔي ٚ يىٝ فَٟ ٔي، ٔمئبسي ؿٙيٗ ثَىاٍٞبيي

ٞبي  ثيبٖ وَى. ىٍ سَٚيق ثيٚشَ ديييٜىٍٚاٖ ؿٙيٗ ىٕشٍبٞي ٘شٛاٖ آٟ٘ب ٍا ثٝ ٥ٍٛ وبُٔ 

ٍٔٛى ، ٔب٘ٙي ٘يَٚٞب، وٕيبر ثَىاٍي ٍا وٝ ىاٍاي ا٘ياُٜ ٚ ػٟز ٔٮيٙي ٖٞشٙي، ٍايغ

ايي اُ ٥َف ثي٘شبٖ ٍٚي سّٛيِيٖٛ ٖ٘ٚشٝ٭ٙٛاٖ ٔظبَ ٚلشي ٍٚثٝىٞيٓ. ثٝثٍَٕي لَاٍ ٔي

وٞي وٝ ٙٛى. ايٗ ٘يَٚ ثٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر َٔث٣ٛ ثٝ ٙ٘يَٚي ثٝ ٝٙيِي ٚاٍى ٔي

ثٖشٍي ٘ياٍى.  اُ آ٘ؼبيي وٝ  ، ٘ٛيٖيوشبة ىٍٕي َٔث٣ٛ ثٝ ثَىاٍٞب ىٍ ؿيٗ يب ٍٕٚيٝ ٔي

ٙىّي  ٍا ثٌَٝ يه ٘يَٚي ػِيي سمَيجبً ٚالٮي إز. دٔ ثبيي ثشٛا٘يٓ آٖٕ٘بي٘ fثَىاٍ 

٭جبٍر ، سَيٗ ٍٚٗثٙٛيٖيٓ وٝ سٟٙب ثٝ ػِييبر ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٚاثٖشٝ ثبٙي. ٕبىٜ
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)َيق ثَىاٍٞبي ىٕشٍبٜإز اُ سَويت ٝ 1,2,3) ii  e ٌَثب ٕ٘بىٌٌاٍي ُيَ: اx يه

 :سٛاٖ ٘ٛٙزٔي، ثَىاٍ ثبٙي

(1-1)                                     
3

1

.i i

i

x


x e
 

اي ايٗ ٭ُٕ ٍا ا٘ؼبْ ىٞيٓ ٌٛ٘ٝثبيي ثٝ، دٔ اٌَ هٛإشٝ ثبٙيٓ ىٕشٍبٜ ٍا سغييَ ىٞيٓ

سٛاٖ فم٤ ثَىاٍٞبي  طبثز ثبلي ثٕب٘ي. اِجشٝ ايٗ ثييٗ ٔٮٙب إز وٝ ٕ٘ي xوٝ ٔمياٍ

ٞبي ثَىاٍ  ٍا سغييَ ىاى. ثٙبثَايٗ ِٔٛفٝ ixٞبي ٔشٙب٩ٍَا سغييَ ىاى: ثبيي ِٔٛفٝ ieىٕشٍبٜ

x ٝثبٙي.ٞبي آٖ ىٍ ىٕشٍبٜ لييٓ ٖٔشمُ ٕ٘ي ىٍ ىٕشٍبٜ ػييي اُ ِٔٛف 

 ًگبُ اٍليِ ثِ تبًسَر 9-9

ثلض  ، ىٍ اىأٝ، بٍ ثب ثَىاٍٞبيي وٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٔشفبٚسي ىاٍ٘يىٍ ٍٔٛى ؿٍٍٛ٘ي و

ٙٛيٓ وٝ اػٖبْ ىٍ ٭ّٓ ٔىب٘يه اُ ٥جيٮز ىيٍَي ثَهٍٛىاٍ٘ي. ٙٛى. ٔشٌوَ ٔئي

٘بْ ايَٕٙي ٚػٛى ىاٍى. ايٗ يه ٔٚوٞٝ ٚالٮي اُ يه ػٖٓ سبٍٖ٘ٛي ثٝ، ٭ٙٛاٖ ٔظبَ ثٝ

ٌٚشبٍٚي ثَ ٍٚي آٖ ٚاٍى  ػبٔي إز وٝ ؿٍٍٛ٘ي ؿَه٘ ػٖٓ ٍا ٚلشي وٝ ٘يَٚي

سبٍٖ٘ٛ ايَٕٙي ، وٙي. اٌَ ػٖٓ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى سٮييٗ ٔي، ٙٛىٔي

3س٤ٕٛ ٔبسَئ  3 ٭ٙبَٝ ٔبسَيٖي ثَ ، ٙٛى. اٌَ ىٕشٍبٜ ٍا سغييَ ثيٞيٓ سٛٝيف ٔي

سٛا٘ي  هٛا٘ٙيٜ ٔي، وٙٙي. ىٍ وشبثٟبي ىٍٕي ٔىب٘يه إبٓ لٛا٘يٗ ٔٚوٞي سغييَ ٔي

ٞبي ٭يٙي يىٖبٖ ّي ٍا ثَ ؿٍٍٛ٘ي سغييَ ٭ٙبَٝ ٔبسَيٖي ثَاي كف٨ ٔٚوٞٝثلض ٔفٞ

ٔٚبٞيٜ وٙٙي. اٌَ ؿٝ سبٍٖ٘ٛ ايَٕٙي ، ػٖٓ ٚلشي وٝ ىٕشٍبٜ ػييي ٘يِ ىوبٍسي إز

ِٚي ثَىاٍ ٘يٖز ٚ سبٍٖ٘ٛ ايَٕٙي ثٝ ، ٖٔشمُ اُ ىٕشٍبٜ إز(، ٚالٮي إز )يٮٙي

، سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚيبٍي اُ ؿٙيٗ اي ىيٍَي اُ ١ٛٔٛ٭بر ٍيب١ي ٔشٮّك إز. ثٖ ٍىٜ

وٚ٘ ٚ غيَٜ هٞٛٝيبر هبٝي ، ٙٛ٘ي: سبٍٖ٘ٛٞبي فٚبٍ اُ  ٔىب٘يه ديٕٛشٝ ٘بٙي ٔي

وٙٙي. ىٚثبٍٜ ِٔٛفٝ ٞبيٚبٖ ثبيي ثٝ ٥َيمي سغييَ وٙٙي  اُػٖٓ ٍا ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ٔٚوٜ ٔي

ىأٝ ىٍ ا َٔسجٝوٝ هٛى سبٍٖ٘ٛٞب ثٝ ىٕشٍبٜ ثٖشٍي ٘ياٙشٝ ثبٙٙي. ٔٮٙي ىليك وّٕٝ 

 ٙٛى.س١ٛيق ىاىٜ ٔي
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اِجشٝ ٔٮَفي َٞ ، ٞبي ٔشفبٚسي ٔٮَفي وٙيٓسٛا٘يٓ ٭ّٕيبرثَاي ثَىاٍٞب ٚ سبٍٖ٘ٛٞب ٔي

٭ّٕيبر ػييي ثبيي ىٍ ٖٔيَي وٝ ٘شبيغ آٖ ثب ٍٔٛىٞبي هبٛ ٙٙبهشٝ ٙيٜ ٦ٔبثمز 

 ،ٕٚيّٝ ثَىاٍ اٍايٝ ىٞيٓاي سبٍٖ٘ٛ ٍا ثٝا٘ؼبْ ٙٛى. اٌَ ٔظلاً ١َة ٘م٦ٝ، ىاٙشٝ ثبٙي

ثبيي ٭ّٕيبر ثٝ ١َة ٔبسَئ س٤ٕٛ يه ثَىاٍ ٕشٛ٘ي ، ٌبٜ ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي آٖ

اي سٮَيف ٙٛى وٝ ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ١ٌَٝ٘ٛة ىٚ سبٍٖ٘ٛ ثبيي ثٝ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝهلاٝٝ ٙٛى. ثٝ

اُ  ػفزٙٛى. ثٝ ٕٞيٗ ٔٙ٪ٍٛ ىٚ  ىوبٍسي ايٗ ٭ّٕيبر ١َة ٔبسَيٖي ٍا ٘يِ ٙبُٔ 

    ٙىُايٗ ٔمبىيَ ثٌٝيَيٓ. ثَىاٍٞب ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي

i je e 

 ٍٝٛر ُيَ ٘ٚبٖ ىاى:سٛاٖ ثٖٝٞشٙي. َٞ سبٍٖ٘ٛ ٍا ٔي

,

ij i j

i j

ax e e 

( ٔمبيٖٝ وَىٜ ٚ ثٝ ٕٖٞب٘ي 1-1ٍا ثب ٔٮبىِٝ )ِٔٛفٝ ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٖٞشٙي. ايٗ ijaىٍايٙؼب

 وٙيي.ٕ٘بىٞب سٛػٝ 

وٕيز
i je e  ٝثَىاٍٞبي ١َة سبٍٖ٘ٛيكبُٝوie ٚ

je ٞب ثب ٘بْ ىاٍى ٌبٞي ٚلز

i je e ثيٖٚ ٭لأزٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي( ٙٛى. ايٗ ٕ٘بى) ،ٝ٭ٙٛاٖ ٔظبَ ثَ ايٗ سبويي ث

1ىاٍى وٝ 2e e يه ٭َٙٞ ٚالٮي ٔشٮّك ثٝ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ إز ،

َٞ كبَ ثبيي سٛػٝ يه ٭َٙٞ ٚالٮي ٔشٮّك ثٝ ٔؼٕٛ٭ٝ ثَىاٍٞب إز. ثٝ 1eىٍٍٝٛسي وٝ

1ىاٙز وٝ  2e eٚ2 1e e  ثَ "١َة سبٍٖ٘ٛيكبُٝ"ىٚ ٙيئ ٔشفبٚر ٖٞشٙي.  ٭جبٍر 

١َثي وٝ اُ ٞبيي ثب كبُٝايٗ ىلاِز ىاٍى وٝ ايٗ ٭ٍَّٕ ىٍ هٛاٝي ٔٮيٗ ىاٍاي اٙشَان

 ىٞيٓ.ٍٔٛى ثلض لَاٍ ٔي 3إز. ايٗ ٦ّٔت ٍا ىٍ فُٞ ، ىا٘يٓػجَ ٔمئبسي ٔي

ٞبيي ثبٙٙي وٝ س٤ٕٛ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ثبلاسَ سٛا٘ٙي ىاٍاي ٔٚوٞٝاػٖبْ ٥جيٮي ٔي

ٛ ا٘ٮ٦بف دٌيَي َٞ ػٖٓ  س٤ٕٛ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ هٛا، ٙٛ٘ي. ثَاي ٔظبَ سٮَيف ٔي

وٝ ، إز abcdٙىُ ٞبي ٔمئبسي آٖ ثٝسبٍٖ٘ٛي وٝ ثو٘، ٙٛى )يٮٙي سٛٝيف ٔي

,ٝ ٖٞز و , ,a b c d  ثَىاٍ ٖٞشٙي(. ايٗ ثييٗ ٔٮٙب إز وٝ هٛاٛ ػٖٓ س٤ٕٛ ػيِٚي

3وٝ ٙبُٔ  3 3 3 81    ٭ٙبَٝ ، ٙٛى. اٌَ ىٕشٍبٜ ٍا سغييَ ىٞيٓ اٍايٝ ٔي، إز

 وٙي.ٔٮيٙي سغييَ ٔي٦ٔبثك ثب لٛا٘يٗ 
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وٝ ، سبٍٖ٘ٛٞب ىٍ اِىشَٚىيٙبٔيه ٘يِ ٚػٛى ىاٍ٘ي. ٘٪َيٝ وّي ٖ٘جيز ٚ ثٖيبٍي ٭ّْٛ ىيٍَ

 وٙٙي. اػٖبْ ػبيٍِيٗ ٙيٜ يب سُٛي٬ ٙيٜ ىٍ ف٢ب ٍا ثٍَٕي ٔي

 ديص سهيٌِ فزضي 9-3

ٞب ىٍ ىٕشٍبٜ اي ٚ هبٍػي ٚ ثيبٖ آ١َٖة ٘م٦ٝٙٛى وٝ ثب كبُٝىٍ اىأٝ فَٟ ٔي

ٌبٜ ثب إشفبىٜ اُ آٖ، ىٚ ثَىاٍ ثبٙٙيa ٚbوٙيٓ وٝ اٌَآٙٙب ٖٞشيي. يبىآٍٚي ٔي ىوبٍسي

 سٮَيف ىاٍيٓ:

. | || | cos , a b a b 
|وٝ  |a ٚ| |b ُٜٞبيا٘ياa ٚb  ٚ  ُٗاٚيٝ )وٛؿىشَ( ثيa ٚb إز. اُ ايٗ ثٝ ثٮي

وٙيٓ. ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي اُ ٕ٘بى ثَاي ثَىاٍٞبي دبيٝ ٔوشٞبر ىوبٍسي إشفبىٜ ٔي

1دبيٝ سٛاٖ ثَ كٖت ثَىاٍايٍا ٔي a ٚbثَىاٍٞبي 2 3, ,i i i ٍٝٝٛر ُيَ ٘ٛٙز:ث 

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3,           a a a b b b     a i i i b i i i 
 ىاٍيٓ

1 1 2 2 3 3. . a b a b a b  a b 
 ٙٛيٓ وٕٝٞـٙيٗ يبىآٍٚ ٔي

2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

 

1i i i
a b 

اي ٘م٘ ٟٕٔي ٍا ايفب هٛاٞي وَى. ١َة هبٍػي ىٍ ١َة ٘م٦ٝ، اُ ٕٞبٖ اثشياي ثلض

 ٥ٍٛ ٔفُٞ هٛاٞي آٔي.ثٝ 6-2ٌيَى ٚ ىٍ ثو٘ ٍٝٛر ٘يبُ ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٔي



 9           ًيبسّب                                                                               : ديص 9فصل 

 

 
 گبًِسِ هعٌي ٌّذسي ضزة عذدي 9-9ضكل 

 

,ثَاي ٕٝ ثَىاٍ ٔٮيٗ  ,a b c ٍٝٛر ُيَ ٘ٚبٖ ١َة ٭يىي ٕٝ ٌب٘ٝ ٍا ثٝسٛاٖ كبُٝٔي

 ىاى.

. ( ). a b c 
,ايٗ ٔمياٍ ثَاثَ إز ثب كؼٓ ٔشٛاُي ا٦ِٖٛكي وٝ ,a b c ثبٙٙي. ٕٝ يبَ ٔؼبٍٚ آٖ ٔي

 ، ىاٍيٓ لبئٓٞبي كٖت ِٔٛفٝٞبي ثبلا ثَثب إشفبىٜ اُ ٭جبٍر

1 2 3

1 2 3

1 2 3

. ( ) . 

a a a

b b b

c c c

 a b c 

 دٌيَي إز:ثَىاٍٞب ىاٍاي هبٝيز سٮٛي٠ٌب٘ٝ ثب ؿَه٘ ٔؼبُ ١َة ٭يىي ٕٝ

. ( ) . ( ) . ( ).       a b c c a b b c a 
) .٣َٙ 9-9توزيي  ) 0  a b c ثيبٖ وٙٙيٜ ؿٝ ؿيِي ىٍ ٍٔٛى,a b ٚc  ٍإز؟ )ى

 ٞبيي آٔيٜ إز(.ٞب ٍإٞٙبييديٕٛز )ة( ٝفلٝ ... ثَاي ايٗ ٚ ثميٝ سَٕيٗ

ٌَفشيٓ ٚ ايٗ ٍٚٗ ٍا ىٍ َٕإَ وشبة سبوٖٙٛ ثَىاٍٞب ٍا ىٍ يه ف٢بي ٕٝ ثٮيي ىٍ ٘٪َ 

ٞب ٔفيي إز( وٝ ثَىاٍٞب ىٍ ف٢بي ىاى. اغّت أىبٖ ىاٍى )ٚ ٌبٞي ٚلزاىأٝ هٛاٞيٓ 

3nسَوّي  يٮٙي، ثٮيي ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٌيَى ، 

1 2 2 .n na a a   1a i i i 
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ايٓ ٍا ٞبيي وٝ آٔٛهشٝايٗ ٫ٛ١ٛٔ لبثُ إشٙجب٣ إز وٝ ثيٚشَ )٘ٝ ٕٞٝ( اَٝٛ ٚ ٍٚٗ 

يي ٍا سٛاٖ ثيٚشَ ٔفبٞيٓ ٕٝ ثٮٔي، ثشٛاٖ ثٝ ف٢بي ؿٙي ثٮيي سٮٕيٓ ىاى. ٕٞـٙيٗ

ٞبي ٕٝ ثٮيي ٍا سٛا٘ي فٍََٔٛٝٛر ىٚ ثٮيي ىٍ ٘٪َ ٌَفز. هٛا٘ٙيٜ ثب َٝف ٚلز ٔي ثٝ

 ٞب ٍا ىٍن وٙي.  سب ؿٍٍٛ٘ي سبييي ٔشمبثُ آٖ، ٞب وبٞ٘ ىٞيثٝ ٔٚبثٝ ىٚ ثٮيي آٖ

 هغبلجي ثيطتز درهَرد هفَْم ثزدار  9-6

يب  "ه٤ ٖٔشميٓ دبٍٜ"سٛاٖ ٔفْٟٛ ثَىاٍ ٍا ٕٞب٘ٙي يه لجُ اُ هبسٕٝ ايٗ فُٞ ٔي

سٛاٖ ىٍ ٍيب١يبر ٔمئبسي ٚ ٞب ٍا ٔيثيبٖ وَى. ايٗ سٮَيف "ا٘ياُٜ ٚ ػٟز"وٕيشي ثب 

ٞبيي اٙبٍٜ وَى وٝ وٕيز سٛاٖ ثٝ كبِزٞبي ىٍٕي فيِيه ػٖشؼٛ وَى. ٌَؿٝ ٔيوشبة

ثبٙي. ػَيبٖ اِىشَيىي وُ وٝ ىٍ ٍٔٛى ٘٪َ ىاٍاي ا٘ياُٜ ٚ ػٟز إز ِٚي ثَىاٍ ٕ٘ي

، ٞباٍى ٔظبِي اُ ايٗ ٫ٛ٘ إز: ثَاي سَٚيق ػَيبٖ ثبيي َٕ٭ز اِىشَٖٕٚيٓ ػَيبٖ ى

ٞب ىٍ أشياى ٕيٓ ٍا ٔٚوٜ وَى. اٌَ ىٚ ٕيٓ ٌيَي ٕيٓ ٚ ٘لٜٛ كَوز اِىشَٖٚػٟز

سٛاٖ اطَٞبي فيِيىي ٕ٘ي، ٞبي ٭ٕٛى ثَ ٞٓ ثبٙٙيىٍ يه ٝفلٝ ثٛىٜ ٚ كبُٔ ػَيبٖ

ىٚ ، ٕبُ٘ئي 45ىٚ ٕيٓ اَٚ ُاٚيٝ ٞب ٍا ثب ػبيٍِيٗ وَىٖ ٕيٓ ْٕٛ وٝ ٖ٘جز ثٝ آٖ

٭ٙٛاٖ يه وٕيز ثَىاٍي ىٍ ٘٪َ ٌَفز ُيَا سٛاٖ ثٝثَاثَ ٕبهز. ػَيبٖ اِىشَيىي ٍا ٕ٘ي

 ٙٛ٘ي. ٞٓ سَويت ٕ٘ي، ٥جك لب٭يٜ ػ٬ٕ ثَىاٍٞب

ٍٝٛر  ٞب ايٗ ف٢ب ثٝثٮيي إز. ٌبٞي ٚلزnٖٔبِٝ ىيٍَ ىٍ ٍٔٛى ف٢بي الّييٕي

وٙيٓ.  أب  سٮَيف ٔي، ٙٛىدبٍأشَ ٔٚوٜ ٔي n اي اُ ٘مب٣ وٝ َٞ يه س٤ٕٛٔؼٕٛ٭ٝ

٭ٙٛاٖ ثَىاٍ غيَ لبثُ لجَٛ إز. يه هيب٣ ؿيِ ثٝ nىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ َٞ فَٟٕز اُ

ٞبيي اُ ٔٚشَي هٛى ا٘ؼبْ ىٞي ٚ فَٟٕشي اُ ٥َٛ ٚ ٭َٟ ٚ ٌيَئٕىٗ إز ا٘ياُٜ

ثٮيي  nف٢بيي، ثبلا "سٮَيف"ٞبيي ٥جك غيَٜ ٍا سٟيٝ وٙي ٚ ٔؼٕٛ٭ٝ ؿٙيٗ فَٟٕز

ٞبي٘ ثَاثَ سفب١ُ ٔوشٞبر َٞ ىٚ ٘م٦ٝ س٤ٕٛ ثَىاٍي وٝ ِٔٛفٝ nإز. أب ىٍ

ٔٮٙي ايٗ ٔفْٟٛ وبٔلاً ثي، ٙٛ٘ي. ىٍ ٔظبَ هيب٣ٞٓ ُٚٝ ٔيثٝ، ٔشٙب٩َ ىٚ ٘م٦ٝ إز

سٛاٖ َٞ ثَىاٍ ٍا ىٍ ٔي nىٍ ف٢بي، إز. ثَاي ايٙىٝ ثٝ اٙشجبٜ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ دي ثجَيٓ

ىٕز آٍٚى. فَٟٕز هيب٣ ٘ٚبٖ اٍي ىيٍَ ىٍ آٖ ف٢ب ثَٝٞ ٭يى كميمي ١َة وَى ٚ ثَى

 ٙٛى.ٔشَ ثٝ ٕوشي يبفز ٔي 6ىٞي وٝ ٙوٞي ثب ثّٙيي ٔي
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سٛا٘ي ه٦َ٘بن ثبٙي. ٔفْٟٛ ثَىاٍ ىٍ ٭ّٓ فيِيه ٚ اي ٔيٞبي ٕبىٜؿٙيٗ سٮَيف

٭ٙٛاٖ اٍِٛيي ثَاي ثَىاٍ إشفبىٜ هٞٛٛ ىٍ ٭ّٓ ٔىب٘يه وٝ اُ ٍفشبٍ ٘يَٚٞب ثٝ ثٝ

ٞبي ٭ؼيت ٖٞشٙي: اٌَ ٘م٦ٝ اطَ ٍٚى. أب ٘يَٚٞب ىاٍاي ثَهي ٚيٌْيوبٍ ٔيٝث، ٙٛى ٔي

ٙٛى يب ثَ ػٖٓ يب ٌٚشبٍٚ ٚاٍى ٔي، ػب وٙيٓ٘يَٚي ٚاٍى ثَ يه ػٖٓ ّٝت ٍا ػبثٝ

، ٙٛ٘يوٙي. ثٙبثَايٗ ٘يَٚٞبي ٔىب٘يىي وٝ ثب ٔفْٟٛ ثَىاٍ ثيبٖ ٔيكَوز ػٖٓ سغييَ ٔي

ٙٛى. ىٍ ٔىب٘يه ْٛ ٍيب١ي ثَىاٍ سبٔيٗ ٕ٘يٞبي إز وٝ س٤ٕٛ ٔفٟىاٍاي ٚيٌْي

أب ثٝ إٓب٘ي  ، سٛاٖ ٘يَٚ ٍا ىٍ أشياى ه٤ ٭ُٕ آٖ كَوز ىاىٔي، ولإيه ػٖٓ ّٝت

دٌيَ ػب وَى. ىٍ ٍٔٛى يه ػٖٓ سغييَ ٙىٍُا ثٝ هبٍع آٖ ه٤ ػبثٝسٛاٖ آٖٕ٘ي

َٕ٭ز كبِز ػٖٓ ثٝ ، سٛاٖ ٘يَٚ ٍا ثٝ َٞ ػبيي كَوز ىاى ُيَا ىٍ ٍٞٙبْ ٭ُٕ ٕ٘ي

ٍٝٛر ثَىاٍي ثب ٞٓ سٛاٖ ثٝٔي، وٙٙيوٙي. ىٚ ٘يَٚيي ٍا وٝ ثَ ػٖٓ ٭ُٕ ٔيسغييَ ٔي

يبثي(. اُ ٥َف ػبيي ٘يَٚ افِاي٘ ٔيػ٬ٕ وَى )فَأٛٗ ٘ىٙيي وٝ ٌٚشبٍٚ ىٍ ٍٞٙبْ ػبثٝ

ٌبٜ ثَىاٍٞبيي ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ  ٘يَٚ آٖ، ىيٍَ اٌَ ىٚ ٘يَٚ ثَ ىٚ ٘م٦ٝ ٔبىي ٔشفبٚر اطَ وٙي

، أب اِِأبً ثَىاٍ ػيييي ٍا وٝ ثٝ ١ٚٮيز فيِيىي َٔث٣ٛ إز، ٙٛ٘ئي ثب ٞٓ ػ٬ٕ

سٛاٖ فٟٕيي وٝ اييٜ ثَىاٍ ىٍ ٭ّٓ ٍيب١يبر سٟٙب ثَهي اُ ىٞٙي. دٔ ٔيىٕز ٕ٘ي ثٝ

 وٙي.ٞبي سَٚيق وٙٙيٜ يه ػٖٓ كميمي ٍا ثيبٖ ٔيٚيٌْي

ىٍ ٍيب١يبر وٙيٓ. ىا٘ٚؼٛيبٖ اوٖٙٛ ثٝ ٫ٛ١ٛٔ ىيٍَي ىٍ ٍٔٛى ثَىاٍٞب اٙبٍٜ ٔي

ىاٍاي  وٙٙي: ايٗ ىٚ ٥٫ٛ١ٍٛٔٛ ٔشٙب٩َ إشفبىٜ ٔئمئبسي اُ ثَىاٍٞب ٚ ٘مب٣ ثٝ

ثبٙٙي. ثَاي ٔظبَ ٥جيٮشي ٔشفبٚر ٖٞشٙي. ثَىاٍٞب ىٍ ف٢ب ٚػٛى ىاٍ٘ي ٚ ٘مب٣ اُ ف٢ب ٔي

ثٮيي ثب يه ٘م٦ٝ ىٍ ف٢بي nسٛاٖ ثَىاٍي ٍا ىٍ يه ف٢بي ثَىاٍي الّييٕئي

٭ٙٛاٖ ػبثؼبٌَ ٍا ثٝ xسٛاٖ ثَىاٍثٮيي ٔشٙب٩َ ٕبهز. ٕذٔ ٔي nاي الّييٕي  ٘م٦ٝ

ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ٘شيؼٝ ، ٙٛىاي وٝ س٤ٕٛ ٔمياٍ ٔٮيٙي ثيبٖ ٔيسٕبْ ٘مب٣ اُ ف٢بي ٘م٦ٝ

ف٢بٞبي يىٖبٖ ٘مب٣ إز وٝ َٞ ػفز ٘م٦ٝ ٔشٙب٩َ ثب ايٗ ٍ٘بٙز ، ؿٙيٗ ٍ٘بٙشي

وٙي. ٚلشي ىٍ َ هٛىٗ ٔٙشمُ ٔيٍا سٮَيف وٙي وٝ َٞ ٘م٦ٝ ٍا ثٝ سٞٛي xثَىاٍ ٘يسٛا ٔي

آيي. ىٕز ٔيايٗ ثَىاٍ ثٝ، وٙيٓٔوشٞبر ىوبٍسي ٘م٦ٝ ٫َٚٙ ٍا اُ ٘م٦ٝ دبيب٘ي وٓ ٔي

اٌَ ايٗ كميمز ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ وٝ سَويت ايٗ ىٚ ٍ٘بٙز اُ لب٭يٜ ػ٬ٕ ثَىاٍي 

سٛاٖ سٮَيف ىليمي اُ ف٢بي ٟٙٛىي ىٍ ٍيب١يبر ٔمئبسي ٌبٜ ٔيآٖ، وٙيديَٚي ٔي
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سَ ىٍ ٘٪َ ٍٝٛر ٕبىٜسٛا٘ٙي ػٖٓ ٍا ثب ؿٙيٗ ٔٚوٞبسي ثٝىٕز آٍٚى. ٟٔٙيٕيٗ ٔيٝ ث

أب اٍُٗ ٕوشي ٍيب١يبر ثب سٛػٝ ثٝ ثيٚشَ ٘م٦ٝ ٘٪َٞبي وبٍثَىي اطجبر ٙيٜ ، ثٍيَ٘ي

، وٙي٥ٍٛ وبٔلاً ٟٙٛىي دَىاُٗ ٔييه وبٔذيٛسَ وٝ ا٥لا٭بر ٍا ثٝ، إز. ثَاي ٔظبَ

ثٙيي ٞبي ىليك ٚ لٛا٘يٗ ىٕشي فٍََٔٛ ٔٙبٕت ثَاي سٮَيف٥ٛٞب ٍا ثٝسٛا٘ي ٫ٛ١ٛٔٔي

 وٙي.

ٞبي آُاى ايٗ ٦ّٔت ٔب ٍا ثٝ ٕوٗ دبيب٘ي ىٍ ٍٔٛى ثيبٖ ثَىاٍٞب ىٍ ٕ٘بىٌٌاٍي ثب ِٔٛفٝ

ٍٚٗ ليٍسٕٙيي ثَاي ، ثَاي ثَىاٍ xٕبُى. ٕ٘بىٌٌاٍي ٕبىٜ ٚ فَٚىٍٜٕٖٞٙٛ ٔي

ي( وٝ ىٍ ٍيب١ي فيِيه ٍٚي ٞبي ثَىاٍي )ٚ سبٍٖٕ٘ٛ٘بي٘ ٍاث٦ٝ ثيٗ ثيٚشَ وٕيز

ٞبيي ٍا ا٘ؼبْ ىٞيٓ وٝ ىٍ ىٞي سب ٭ّٕيبروٙي. ايٗ أَ ثٝ ٔب اػبُٜ ٔياٍايٝ ٔي، ىٞي ٔي

ٍٝٛسي ٔجٟٓ ثٝ، اي ا٘ؼبْ ٌيَىٙىُ ِٔٛفٝؿٙييٗ ٝفلٝ لبثُ ٘ٛٙشٗ إز ٚ اٌَ ثٝ

َ ٞبيي ايٗ ؿٙيٙي ىٍ ٖٔبي فيِيه غيَ ه٦ي ٚ ػبٞبيي وٝ سغييٙٛى. ٕ٘ٛ٘ٝسجييُ ٔي

ٚػٛى ىاٍى. ٥جيٮز ٍٝٛي كبُٝ اُ ٭ّٕيبر ثياٖ ٔٮٙب ، ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ١ٍَٚي إز

ٞبي اّٝي سٛا٘ي ٖٔئِٛيز وبٍٞبي ُيبىي ٍا كشي ىٍ ٦ٕق دْٚٞ٘إز وٝ وبٔذيٛسَ ٔي

 ىاٍ ٙٛى.٭ٟيٜ

 هسبيل 9-9

9-9 1 22 3a a ٜ1ٍا ثَاي ثَىاٍٞبي ىاىٜ ٙيa ٚ2a .ثيبثيي 

1 ِف()ا (1,2, 1) a ،2 (1,1,2)a؛ 

1 ()ة ( 1,2,0) a ،2 (3,1, 2) a؛ 

1 ()ح (1,3,4)a ،2 (5,1, 4) a . 

9-9 1 2 33 2 a a aٜ1ٍا ثَاي ثَىاٍٞبي ىاىٜ ٙيa ،2a ،3a .ثيبثيي 

1 ِف()ا ( 1,2, 2)  a ،2 (1, 1,2) a ،3 (1, 1,2) a؛ 

1 ()ة (1,3,2)a ،2 (2, 3,2) a ،3 (3,2,3)a؛ 

1  ()ح (2,1,2)a ،2 (4,3,0)a ،3 (1,1, 2) a. 

9-3 x.ٝبىق ىٍ ٔٮبىِٝ ٍا ثيبثيي 

2 ِف()ا 4 a x b؛ 
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)2  ()ة 2 ) ( )   a x b b x؛ 

2  ()ح 16( ) 2( 3 )       x a x b c c x a x. 

9-6 .  a b ٚa b اٌَ، ٍا ثيبثيي 
 ؛a ،(1,1,1)b(0,1,1)  ِف()ا

 ؛a ،(2,3,1)b(1,2,3)  ()ة

 ؛a ،(1,1,2)b(1,1,1)  ()ح

)  ()ر 1,1, 1)  a ،(2, 1, 1)  b؛ 

,0)  ()ص 1,1) a ،( 1,1,0) b؛ 

)  ()ع 1,1,0) a ،(2,3,0)b؛ 

,1,2)  ()ؽ 1) a ،(1,1,2)b؛ 

)  ()ف 1,2,0) a ،(3,1, 2) b؛ 

,a ،(5,1(1,3,4)  ()م 4) b. 

1ِف()ا٘ٚبٖ ىٞيي:  9-9 2 3 i i i)2؛ )ة 3 1 i i i)3؛ )ح 1 2 i i i. 

1٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٮبىِٝ 9-6 2 3 3 2a a   a i i i  ٜثَاي َٞ ثَىاٍ ىِوٛا

1 1 2 2 3 3a a a  a i i i .ثَلَاٍ إز 

1فَٟ وٙيي 9-7 1 2 2a a a i i ،1 1 2 2b b b i i ٚ1 2 3, ,i i i ٝي ىوبٍسي ثبٙي.  يه دبي

1٘ٚبٖ ىٞيي 2 2 1 3(ab a b   )a b i. 

0فَٟ وٙيي وٝ  9-8 a x ،. 0 a x ٚa xوٝ . ٘ٚبٖ ىٞيي0 0 . 

1)اِف(: ٦ّٔٛة إز 9-9 2 3 . ( )i i i  1)ة(؛ 3 2 . ( )i i i  1)ح( ؛ 3 1 . ( )i i i. 

٦ٔ1ّٛة إز 9-91 2 3 . ( )a a a ٝٚلشي و 

1  ِف()ا ( 1,2, 2)  a ،2 (1, 1,2) a ،3 (1, 1,3) a؛ 

1  ()ة ( 1,1,0) a ،2 (1,1,1)a ،3 (1, 1,2) a؛ 

1   ()ح (1,1,1)a ،2 (1,2,2)a ،3 (1, 3,2) a؛ 

1   ()ر ( 1,2, 1)  a ،2 (1, 2,2) a ،3 (3, 1,3) a؛ 

1   ()ص (9,8,4)a ،2 (7,1,3)a ،3 (5,3,6)a؛ 
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1   ()ع (1,2,3)a ،2 (7,2,3)a ،3 (1,4,6)a؛ 

1   ()ؽ ( 1,2, 2)  a ،2 (1, 1,2) a ،3 (1, 1,2) a؛ 

1   ()ف (1,3,2)a ،2 (2, 3,2) a ،3 (3,2,3)a؛ 

1   ()م (2,1,2)a ،2 (4,3,0)a ،3 (1,1, 2) a. 

٦ٔ1ّٛة إز 9-99 2 3 4( ) . ( ) a a a a ،وٝػبيي 

1  ِف()ا ( 1,2, 2)  a ،2 (1, 1,2) a ،3 (1, 1,3) a ،4 (1,0,0)a؛ 

1  ()ة ( 1,1,0) a ،2 (1,1,1)a ،3 (1, 1,2) a ،4 (0, 1,0) a؛ 

1   ()ح (1,1,1)a ،2 (1,2,2)a ،3 (1, 3,2) a ،4 (1,1,1)a؛ 

1   ()ر ( 1,2, 1)  a ،2 (1, 2,2) a ،3 (3, 1,3) a ،4 (1,0,2)a؛ 

1   ()ص (9,8,4)a ،2 (7,1,3)a ،3 (5,3,6)a ،4 (2,3, 1) a؛ 

1   ()ع (1,2,3)a ،2 (7,2,3)a ،3 (1,4,6)a ،4 (0,0,1)a؛ 

1   ()ؽ ( 1,2, 2)  a ،2 (1, 1,2) a ،3 (1, 1,2) a ،4 (2, 2,4) a؛ 

1   ()ف (1,3,2)a ،2 (2, 3,2) a ،3 (3,2,3)a ،4 (1, 1,1) a؛ 

1   ()م (2,1,2)a ،2 ( 6, 3, 6)   a ،3 (1,1, 2) a ،4 (1,12,3)a. 
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 تغييز دبيِ 9-9

ىٞيٓ. ايٗ ثَىاٍ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسيٍا ىٚثبٍٜ ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔيx(2,1,3)ثَىاٍ 

 ،1,2,3i  ٝٙٛى. ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔي٥ٍٛوبُٔ ثٝث 

1 2 32 3  x e e e 
٭ٙٛاٖ ٕ٘بىي ثَاي ثَىاٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي إشفبىٜ ثٝ i)ايٙؼب يىي اُ ٔٛاٍىي إز وٝ اُ

ieايٓ(. فَٟ وٙيٓ ىٕشٍبٜ ػييي٘ىَىٜ ( 1,2,3)i  ٍٝا ا٘شوبة وٙيٓ و 

1 2 31

1 2 32

1 2 33

2 3 ,

4 5 6 ,

7 8 9 .

  

  

  

e e e e

e e e e

e e e e

 

ٞب ٞٓ ٝفلٝ ٍا ٔلبٕجٝ ٕ٘ٛىٜ وٙيٓ ٚ سلميك ٕ٘ٛى وٝ آٖ ieسٛاٖ اُ ايٗ ٭جبٍار ٔي

سٛاٖ ٔي، يه ٙئي ٔٛػٛىيشي ٖٔشمُ اُ ىٕشٍبٜ إز xوٝ٘يٖشٙي. ثب يبىآٍٚي ايٗ

 :٘ٛٙز

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

2( 2 3 ) (4 5 6 ) 3(7 8 9 )

  (2 4 21) (4 5 24) (6 6 27)

   27 33 39 .

        

        

  

x e e e e e e e e e

e e e

e e e

 

ىٍ ايٗ ٔلبٕجبر ىوبٍسي ثٛىٖ ىٕشٍبٜ إٞيز ٘ياٍى. فم٤ ػيَٚ سجييُ ُيَ ٟٔٓ 

 ثبٙي. ٔي

ie
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1 2 3

4 5 6 .

7 8 9

 
 
 
 
 

 

 ز وّي سىَاٍ وَى.سٛا٘يٓ ؿٙيٗ ٭ّٕيبسي ٍا ىٍ يه كب١ِٚٛف ٔيثٝ

 ٙىُثxٝفَٟ وٙيٓ

 (2-1)                                   
3

1

i

i

i

x


x e 

 ثب ػيَٚ سجييُ ىٕشٍبٜ
3

1

j
ji i

g

A


e e 

 ٍٝٛرثبٙي. ىٍايٗ
3 3 3 3

1 1 1 1

.i j j i
j ji i

i j i j

x A A x
   

    x e e 

٭ٙٛاٖ ا٘يئ دبييٗ ٞب ثٝوٝ ثٮ٢ي اُ ا٘يئ، ىٍ ايٗ ػب ٍٚٗ ػيييي ٔٮَفي ٙيٜ إز

ٕٔىٗ إز ٕبهشٍي ثٝ ٌيَ٘ي. ٌَؿٝ ايٗ ٭ُٕ ٭ٙٛاٖ ا٘يئ ثبلا لَاٍ ٔيٞب ٍا ثٝٚ ثٮ٢ي

 أب ىلايُ هٛة ٚ ٭ٕيمي ثَاي اىأٝ وبٍ ٚػٛى ىاٍى.، ٘٪َ ثَٕي

 ّبي دٍگبىدبيِ 9-9

ٞبي٘ ثبيي يه ٍٚٗ ٍَٕإز  ثَاي  ٔلبٕجٝ ِٔٛفٝ xثَاي ا٘ؼبْ ٭ّٕيبر ٍٚي ثَىاٍ

ٍا  ixإٞيشي ٘ياٍى وٝ ؿٍٛ٘ٝ دي٘ ثَٚيٓ. ثبيي لبىٍ ثبٙيٓ وٝ، ىاٙشٝ ثبٙيٓ.  ىٍٟ٘بيز

ىٞيٓ وٝ ثٝ ٔب اػبُٜ ٞبيي ٍا سَػيق ٔيىٕز آٍٚيٓ. فََٔٛثب يه كٖبة ٕبىٜ ثٝ

اي دييا وٙيٓ؛ ثٝ ايٗ ٔٛاٍى ىٍ ٞبي ثَىاٍ ٍا فم٤ ثب إشفبىٜ اُ ١َة ٘م٦ٝىٞي ِٔٛفٝ ٔي

، ٘يبُ دييا هٛاٞيٓ وَى. ىٍ يه ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ٭ّٕيبر لاُْ، ٔٛل٬ سجييُ ىٕشٍبٜ ٚ غيَٜ

 ىٜ ثب ثَىاٍٞبي ٔشٙب٩َ دبيٝ إز: ىاٍيٓاي ٕب١َة ٘م٦ٝ

.       ( 1,2,3). k

kx k x i 
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وٝ ىٍ آٖ  ػٛاة ٘وٛاٞي ىاىغيَ ىوبٍسي وّي  ىٕشٍبٜٚا١ق إز وٝ ايٗ ٍٚٗ ىٍ يه 

0i= . )ُيَا ِِٚٔبً je e َٞ ثَايj i )ايٗ ، ىٍ ايٗ كبِز وّي، . ثَٟكبَثَلَاٍ ٘يٖز

 اي وٌٍٝٛ٘ٝا يبفز ثٝ ieأىبٖ ٖٞز وٝ ثشٛاٖ ثَىاٍ

.       ( 1,2,3). i ix i x e 
 اٌَ لَاٍ ىٞيٓ:

3 3

1 1

.  . (  . ) i i j i j i

j j

j j

x x
 

 
   

 
 x x e e e e e 

 هٛاٞيٓ ىيي وٝ سٖبٚي ثَلَاٍ إز اٌَ، ٍإز ٚ ؿخ ٍا ٔمبيٖٝ وٙيٓٞبي ٚ ٥َف

 (2-2)                                   . i i

j je e 

 وٝػبيي 
1,      

0,      

i

j

j i

j i



 


 

kىوبٍسي ىاٍيٓ:  ىٕشٍبٜ ثبٙي. ىٍ يهٔي ىِشبي وَٚ٘ىَٕ٘بى 

k k=e e i  َٞ ثَايk

. 

i  .ثَاي َٞ  xثب ايٗ ٣َٙ وٝ  ie٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  9-9توزيي  ix  x e ،ٝ٥ٍٛ ث

 ٙٛى. ٔييىشب سٮييٗ 

ٔٮبىلار ُيَ ٍا ، ثلض وٙيٓ. ثَاي ٔظبَ ieاوٖٙٛ ىٍ ٍٔٛى هبٝيز ٞٙيٕي ثَىاٍٞبي 

 ٌيَيٓ.ىٍ٘٪َ ٔي 1eثَاي 
1 1 1

1 2 3 . 1,        . 1,         . 1.  e e e e e e 

1٭ٕٛى إز ٚ ا٘ياُٜ آٖ ثَاثَ  2e ٚ3eثَ 1eثيٙيٓ وٝ  ٔي

1. 1e e ثبٙي. هٛاٛ ٔي

 ثَلَاٍ إز. 2e ٚ3eٔٚبثٟي ثَاي 

 ٖٔشمُ ه٦ي ا٘ي. ie٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ثَىاٍٞبي 9-9توزيي 

ىٞٙي. ايٗ ثب دبيٝ ٔي ىٕشٍبٜسٚىيُ يه  ie، س٤ٕٛ سَٕيٗ آهَ، ثٝ سَٕيٗ آهَثب سٛػٝ 

ٍٝٛر ٍا ثxٝسٛا٘يٓ ثَىاٍ ىِوٛاٜ٘بٔيٓ. ثٙبثَايٗ ٔئي ieدبيٝ ٍا دبيٝ ٔشمبثُ يب ىٌٚبٖ

 ُيَ ث٤ٖ ىٞيٓ.
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 (2-3   )                           
3

1

.j

i

j

x


x e     

أب ثٝ ٙيٜٛ ، ٙٛ٘يٕبىٞب ٩بَٞ ٔيٞبي ثبلا ٚ دبييٗ ىٍ ٘سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ا٘يئ

ٍا ىٍ x( ا3ُ-2) (. اٌَ ٕ٘بي1٘-2وبٍ ٍفشٝ ىٍ ٔٮبىِٝ )ٔىُٕ ثٝ
je ٝاي ١َة ٘م٦

ثٝ، ( إشفبىٜ ٙٛى2-2وَىٜ ٚ اُ )
jx ٞبيٍٕيٓ. ايٗ ٦ّٔت ىٌٚبٖ ثٛىٜ ىٕشٍبٜٔيie 

ٚie ٞبيىٞي: فٍََٔٛا س١ٛيق ٔي 

. ,       . 1,  i i

ix x e x e 
أشيبُار ثبِمٜٛ ُيبىي اٍايٝ ، دبيٝ ىٌٚبٍٖٕٙي. ثٙبثَايٗ ٔٮَفي وبٔلاً ٔٚبثٝ ثٝ ٘٪َ ٔي

 ىٞٙي.ٔي

ىٍ ٍٔٛى دبيٝ ىٌٚبٖ ثب ػِييبر ثيٚشَي ثلض وٙيٓ. اِٚيٗ ٖٔبِٝ ىٍ ٍٔٛى يبفشٗ 

، آٍٚيٓىٕز ٔيٞب ٍا ثٝثبٙي. ىٍاىأٝ ايٗ فََٔٛٞبي ٔٙبٕجي ثَاي سٮَيف آٖ ٔي فََٔٛ

اٍٞبي ٔشمبثُ ىٍ كبِشي وٝ سٟٙب ٙٛيٓ. إشفبىٜ اُ ثَىأب ىٍ اثشيا ٦ّٔت ُيَ ٍا ٔشٌوَ ٔي

، ٭ّٕي ٘يٖز. ٚلشي ثب ثَىاٍٞبي ُيبىي َٕ ٚ وبٍ ىاٍيٓ، وٙيٓثب ىٚ يب ٕٝ ثَىاٍ وبٍ ٔي

ايٗ ٫ٛ١ٛٔ يبىآٍٚ كُ يه ٔؼٕٛ٭ٝ اُ ٔٮبىلار ه٦ي  ٙٛ٘ي.ٞبي ٚالٮي دييياٍ ٔئِيز

ٔبسَئ يبفشٗ ٔٮىٛٓ ، وٝ سٟٙب يه ثَىاٍ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛىِٕٞٔبٖ إز: ىٍٍٝٛسي

٥ٍٛ ٔىٍَ ثَاي ثَىاٍٞبي اي ٍا  ثٝثبٙي. أب ٚلشي ثب ؿٙيٗ ٖٔبِٝوبفي ٕ٘ي، ىٕشٍبٜ

ثٝ لبثُ ِٕٔ ثٛىٖ ٔلبٕجٝ ٚ إشفبىٜ سِ ٔبسَئ ٔٮىٛٓ ، وٙيٓكُ ٔي، ا٭ٕبَ ٙٛ٘يٜ

 ثَيٓ. دي ٔي

وبٍ ٞب ٚ ٕ٘بىٞبي ػٕٮي ثٝسَويجي اُ ا٘يئ، ie ٚieٞبيثَ كٖت دبيٝ xثب ٘ٛٙشٗ

سٛا٘يٓ ٔي، ٞبي ثبلا ٚ دبييٗ ٍٚثَٟٚ ٖٞشيٓ. ٚلشي وٝ ثب يىي ٙيٖ ا٘يئهٛاٞيٓ ثَى

 ، ٭ٙٛاٖ ٔظبَٕ٘بى ػ٬ٕ ٍا كٌف وٙيٓ: ثٝ

iاُ

ix a ٝػبي ٘ٛٙشٗثi

ii
x a سٛاٖ إشفبىٜ وَى.ٔي 

فٟٕيٓ وٝ ػ٬ٕ ٔي، ثيٙيٓ٭ٙٛاٖ ا٘يئ دبييٗ ٚ ثبلا ٔيٍا ثٝ iٚلشي وٝ، ىيٍَ٭جبٍرثٝ 

سٛاٖ ٔي، ٍٚى. ثَاي ٔظبَوبٍ ٔيلبٖ٘ٛ ثَاي ثَىاٍٞب ٘يِ ثٝٙٛى. ايٗ ٌَفشٝ ٔي iثٝ ٍٚي

 فٟٕيي وٝ

i ix e ثٝ ٔٮٙبي ٔؼ٫ٕٛi ii
x e .إز 
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ٙٛى.. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي هٛا٘يٜ ٔي 1ٞبي ٔىٍَثٙيي ا٘يئلب٭يٜ ػ٬ٕ٘بْ ايٗ لبٖ٘ٛ ثٝ 

سٛا٘ي س٤ٕٛ َٞ ثييٗ ٔٮٙي وٝ ا٘يئ ٔي، إزا٘يئ ٩بَٞي وٝ ا٘يئ سىَاٍي يه 

 وٝ سب وٖٙٛ إشفبىٜ ٘ٚيٜ ػبيٍِيٗ ٙٛى. ثَاي ٔظبَ ىاٍيٓا٘يئ ىيٍَي 
1 2 3

1 2 3

i k

i kx a x a x a x a x a    
٘بْ ىاٍى. ثَاي ٔظبَ ا٘يئ  ا٘يئ آُاى، ٙٛىا٘ييٖي وٝ سٟٙب يىجبٍ ىٍ ٭جبٍر ٩بَٞ ٔي

 اُ ٭جبٍر ُيَ

,k

i kA x 
اي اُ ٥ٍٛ ٖٔشمُ ٍٚي ٔليٚىٜسٛا٘ي ثٝٞبي ١َة سبٍٖ٘ٛي َٞ ا٘يئ آُاى ٔيىٍ ثلض

 {1,2,3}َ ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ٭ٙٛاٖ ٔظبٔمبىيَ سغييَ وٙي. ثٝ

ثَ كٖت ٭جبٍاسي اُ  ieٞبيي ثَاي ثَىاٍٞبي دبيٝ ٔشمبثُاوٖٙٛ ثٝ إشوَاع فََٔٛ

١َة ٕبُيٓ. اُ آ٘ؼبيي وٝ كبٍُٝا ٔي 1eٌَىيٓ. اثشياثبُ ٔي ieي دبيٝ اّٝييثَىاٍٞب

 سٛاٖ َٙاي٤ٔي، ثَ َٞ وياْ اُ آٟ٘ب ٭ٕٛى إز، هبٍػي ىٚ ثَىاٍ
1 1

2 3 . 0,      . 0, e e e e 
 ٍا ثب ػبيٌٍاٍي:

1

1 2 3( )c e e e 
 لاُْ إز وٝ ، 1cسبييي ٕ٘ٛى. ثَاي سٮييٗ، طبثز إز 1cوٝ

1  . 1.1e e 
 آٍٚيٓ: ٔي ىٕزثٝ

1 1 2 3[  . ( )] 1.c  e e e 
1وٕيز 2 3. ( )e e e ٝ٥ٍٛ ٞٙيٕي ٕ٘بي٘ ىٞٙيٜ كؼٓ يه وٕيز ٭يىي إز وٝ ث

٭ٙٛاٖ كؼٓ ثٝ Vآيي. ثب ثيبٖٚػٛى ٔيثٝ ieٔشٛاُي ا٦ِٖٛكي إز وٝ س٤ٕٛ ثَىاٍٞبي

 ىاٍيٓ
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1

2 3

1
( ).

V
 e e e 

 ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝثٝ

2 3

3 1 1 2

1 1
( ),         ( ).

V V
   e e e e e e 

ٙٛيٓ وٙٙي. ٔشٌوَ ٔي( ٝيق ٔي2-2) ر ىٍسٛاٖ ثٍَٕي وٙي وٝ ايٗ ٭جبٍاهٛا٘ٙيٜ ٔي

ىٕز آٍٚى. ٍا ثٝ ieسٛاٖ اُ آٖ دبيٝ اّٝئي، ٍا ٕبهشٝ ثبٙيٓ ieوٝ اٌَ دبيٝ ٔشمبثُ

 ٞبي ىٌٚبٖ ُيَ هٛاٞيٓ ٍٕيي.ثلافبّٝٝ ثٝ فََٔٛ، ٍٚاُايٗ

2 3 3 1 1 2

1 2 3

1 1 1
( ),         ( ),         ( ).

V V V
     

  
e e e e e e e e e 

1وٝػبيي 2 3. ( )V   e e e كؼٓ ٔشٛاُي ا٦ِٖٛف دييي آٔيٜ س٤ٕٛ ثَىاٍٞبيie 

 إز.

V/1٘ٚبٖ ىٞيي   3-9توزيي  V . 

 اي ىٚ ثَىاٍاوٖٙٛ ١َة ٘م٦ٝ

,       p q i j

p q i jb b a a   b e e a e e 

 ٌيَيٓ:ٍٝٛر ُيَ  ٘٪َ ٔيٍا ثٝ

.  .  . . i p i p

i p i pa b a b a b e e e e 

 ثب ٔٮَفي ٕ٘بى  

(2-4 )                                . ,ip i pg  e e 

 ىاٍيٓ

                                      . . i p

ipa b ga b 

ىٕز آٍٚى(. ٥ٍٛ وبُٔ ثٝسٛا٘ي ايٗ ٭جبٍر ٍا ثٝ٭ٙٛاٖ يه سَٕيٗ وٛؿه هٛا٘ٙيٜ ٔي)ثٝ

 اي ٔشمبثُ ىاٍيٓ:ٕ٘بي٘ ِٔٛفٝ ثب إشفبىٜ اُ

. . . j q jq

j q j qa b a b g a b e e 

 وٝػبيي

(2-5)                              . .jq j qg  e e 

 ىٍ ٟ٘بيز ثب إشفبىٜ اُ ٕ٘بي٘ سَويجي ىاٍيٓ
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.  . . i q i q i

i q q i ia b a b a b  a b e e 

 ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝثٝ

. . j

ja ba b 

 ىٍ٘شيؼٝ

. . i j ij i i

ij i j i ia b g a b g a b a b   a b 

، ٙٛىٞبي سَويجي إشفبىٜ ٔيٚلشي اُ دبيٝ a ٚbٙٛى وٝ ثَاي ٕ٘بي٘ٔٚبٞيٜ ٔي

 ىٕز آٍٚى.ٍٝٛر ُيَ ثٝسٛاٖ فََٔٛ ٔٙبٕجي ثٝ ٔي

1 1 2 2 3 3.  a b a b a b  a b 
ٞبي ا١بفٝ ٍا ٘يِ هٛاٞيٓ ١َةػٕلار ثيٚشَ ثب كبُٝ 3-1اُ ثو٘، ٍٝٛرىٍ غيَ ايٗ

٥ٍٛ ٔشٙبٚةىاٙز. ىٍ اىأٝ ثٝ
ijg ٚijg اي يه سبٍٖ٘ٛ ٞب ِٔٛفٝٙٛى. آٖإشفبىٜ ٔي

١ٚٛف ٙٛى. ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ثٝ٭ٙٛاٖ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ٙٙبهشٝ ٔييىشب ثٛىٜ وٝ ثٝ

 هٛاٞيٓ ىاٙز:

,       .ij i j

j ij ig g  . 

 تجذيل ثِ دستگبُ هتقبثل 9-3 

٥ٍٛ ٕبىٜ ىٍ ٍٞٙبْ سغييَ ثٝ ىٕشٍبٜ ٔشمبثُ ؿٍٛ٘ٝ إز؟ ثٝ xٞبي ثَىاٍسجييُ ِٔٛفٝ

 ىٞيٓ:لَاٍ ٔي
i i

i ix xe e 
 اي ٥َفيٗ ىٍ هٛاٞيٓ ىاٙز:ثب ١َة ٘م٦ٝ

 .  . i i

i j i jx xe e e e 

 يب

(2-6)                              .i

j ijx x g 

 ىٍ ىٕشٍبٜ ٔٮبىلار
1

1 11 21 31

2

2 12 22 32

3

3 13 23 33

x g g g x

x g g g x

x g g g x

    
    

     
    
    
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ٔبسَئ
ijg ،ٌْبٜ ثَىاٍٞبيآٖ، ىسَٔيٙبٖ آٖ ٝفَ ٙٛى ٙٛى. اٌَ٘بٔييٜ ٔي ٔبسَئ ٌَا

ieا٘ي. ٖٔشمُ ه٦ي 

 ا٘ي.٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٖٔشمُ ه٦ي، )اِف( اٌَ ىسَٔيٙبٖ ٌَاْ ٝفَ ٙٛى  6-9توزيي 

 إز. 2V)ة( طبثز وٙيي ىسَٔيٙبٖ ٌَاْ ثَاثَ

، ٙٛىىاىٜ ٔي ijgٞبي ٔشَيه س٤ِٕٛٔٛفٝ ie٘بٔيٓ. ىٍٔي ieٍا ىٌٚبٖ دبيٝ ieدبيٝ

 سٛاٖ ىٌٚبٖ ٭جبٍر ٍا ٘ٛٙز:ٍٚ ثلافبّٝٝ ٔياُايٗ

(2-7)                               .i ij

jx x g 

ٕٞٛاٍٜ ، ٞبي ٔشَيه سبٍٖ٘ٛوبٍ ثَىٖ ِٔٛفٝٙٛى وٝ ثب ثٝ( ٔلاك٪ٝ ٔي7-2( ٚ )6-2) اُ

ٞبي ٭ٙٛاٖ ٭ُٕٞب ثٝيٗ ٭ُٕ٭ىٔ سغييَ ىاى. اٞبي دبييٗ ٍا ثٝ ثبلا ٚ ثٝسٛاٖ ا٘يئٔي

 (7-2)َٕٞاٜ ثٝ (6-2)، ٙٙبهشٝ ٙيٜ إز. ىٍٟ٘بيز ٞبا٘يئثبلا ثَ٘يٜ ٚدبييٗ ثَ٘يٜ 

 وٙي:ايؼبة ٔي

,jk

i ij kx g g x 

 ىٍ٘شيؼٝ

.jk k

ij ig g  

 ٔٮىٛٓ يىييٍَ٘ي. سٛأبijg ٚijgًٞبيايٗ ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ ٔبسَئ، اِجشٝ

 خلاصِ كَتبُ 

 ىاىٜ ٙيٜ س٤ٕٛ ٣َٙ ieثَىاٍٞبي، ieثَاي دبيٝ ٔفَٟٚ

 . i i

j je e 

ىٞٙي. اٍ٘يِٜ سٮَيف يب ىٌٚبٖ ٔي ٘بْ دبيٝ ٔشمبثُٖٔشمُ ه٦ي ثٛىٜ ٚ سٚىيُ يه دبيٝ ثٝ

i  .دبيٝ ىٌٚبٖ اُ ٔٮبىِٝ ixx e ٌيَى. ثيبٖ َٝيقَٕؿٕٚٝ ٔيke ٍٝٛر سٛا٘ي ثٝٔي

 ُيَ ثبٙي:
1

( )i

j k
V

 e e e 
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)سبيي َٔستوٝ ٕٝػبيي , , )i j k يب  (2,3,1)ٞبي ىٍٚييب يىي اُ ػبيٍٚز (1,2,3)ثب

 ثَاثَ ثٛىٜ ٚ (3,1,2)

1 2 3. ( )V  e e e 
)يٮٙي ىٌٚبٖ keكؼٓ ٔشٛاُي ا٦ِٖٛف دييي آٔبىٜ س٤ٕٛ ىٕشٍبٜ إز. ىٌٚبٖ دبيٝ

 ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ وَى:سٛاٖ ثٍٝا ٔيxثَاثَ إز. ثَىاٍ ٔفَٟٚ keىٌٚبٖ( ثب دبيٝ اّٝي
i i

i ix x x e e 

 ٖ٘جز ثٝ دبيٝ ىٌٚبٖ ٖٞشٙي. xٞبيٞب ِٔٛفixٝوٝػبيي

k)اِف( فَٟ وٙيي 9-9توزيي  k

k kx x x e e ثب إشفبىٜ اُ سبٍٖ٘ٛٔشَيه .

x  .ٍا ثٙٛيٖيي. )ة( ٕٞٝ اٙىبَ ١َة ٘م٦ٝ xٞبي ٕٞٝ اٙىبَ ٕٔىٗ ٔيَٚ y ٍا

 ثٙٛيٖيي.

 ّبي كليتجذيل ثيي دستگبُ 9-6

ٖ٘جز ثٝ دبيٝ  ixٞبي ٔشٙب٩َ ثبثٝ ِٔٛفٝ xثَىاٍ ixٞبيثب ىاٖ٘شٗ سجييُ ِٔٛفٝ

ٞبي ٔشٙب٩َثٝ ِٔٛفٝ ixوبٍ اّٝي ىٍ ٍٔٛى سجييُ، ٔشمبثُ
i

x ٍَٖ٘جز ثٝ َٞ دبيٝ ىي

ie ٙٛيٓ. فَٟ وٙيٓ دبيٝ ػيييآٔبىٜ ٔيie س٤ٕٛ ٍاث٦ٝ ُيَ ثب دبيٝ اّٝيie  ٍى

 اٍسجب٣ ثبٙي.

(2-8)                               .j
ii iAe e 

 فَٚىٜ ٙيٜ ىٕشٍبٜ ٔٮبىلار ُيَ إز:، اِجشٝ ايٗ ٕ٘بىٌٌاٍي
1 2 3

1
1 1 1 1

1 2 3
22 2 2 2

1 2 3

33 3 3 3

.

A

A A A

A A A

A A A



   
   

    
         

ee
e e
e e

 

jٙٛيٓ ُيَ٘ٛئ ىٍ ٕ٘بىلجُ اُ اىأٝ ٦ّٔت ٔشٌوَ ٔي

iA  َىلاِز ثَ ٕٙبٍٜ ٦ٕ

ىٍكبِي وٝ ثبلا٘ٛئ ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ ٕٙبٍٜ ٕشٖٛ آٖ إز. ٍٞٙبْ ث٤ٖ ، ىاٍى Aٔبسَئ
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ٔٮبىلار  ٔوشّف ػبِت ثَ كٖت ٕ٘بى ٔبسًَيٖي اهشٞبٛ اغّت ُٔب٘ي ٍا ثٝ ٘ٛٙشٗ 

 ٙٛى وٝ( ٘شيؼٝ ٔي8-2ىٞيٓ. اُ )ٔي

 . .
jj

i iA  e e 
يه ىٕشٍبٜ ، ثب ىٍٚاٖ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي كَٛ ٔلٍٛ ٕٛٔ٘ 6-9 توزيي

 آيي. ٔبسَئ سجييُ ٍا ثيبثيي.ىٕز ٔئوشٞبر ىوبٍسي ػييي ثٝ

 سٛاٖ ثٝ ىٚ ٙىُ ثيبٖ وَى.ٍا ٔيxثَىاٍ

,       .
ik

ikx x x e x e 
 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ xَاٍ ىاىٖ ايٗ ىٚ ٭جبٍر ثَاي ثَىاٍ يىٖبٖثب ٖٔبٚي ل

,
i k

i kx xe e 
 ىٍ٘شيؼٝ 

(2-9)                             .
i k j

i jkx x Ae e 

ثَاي يبفشٗ
i

x ثَكٖتix ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙز ( ٍا ث9ٝ-2سٛاٖ ٕ٘بى ٍا ث٤ٖ ىاىٜ ٚ )ٔي 
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

j j j
j j jx x x x A x A x A    e e e e e e 

 وٝ اِجشٝ
1 2 3

1 2 31 1 1 1

1 2 3
1 2 32 2 2 2

1 2 3
1 2 33 3 3 3

,

,

.

j
j

j
j

j
j

A A A A

A A A A

A A A A

  

  

  

e e e e

e e e e

e e e e

 

 يبثيٓ وٝثب س٦جيك ١َايت ىٍ ٔي
1 1 1 2 1 3 1 1

1 2 3

2 1 2 2 2 3 2 2

1 2 3

3 1 3 2 3 3 3 1

1 2 3

,

,

,

j

j

j

j

j

j

x x A x A x A x A

x x A x A x A x A

x x A x A x A x A

   

   

   

 

 ىٍ٘شيؼٝ

(2-10)                              .
i j i

jx x A 
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( ثٝ ٍٚٗ ثبٌُٚشي ٚػٛى ىاٍى. ىٍ ٕٕز ٍإز 9-2( اُ )10-2ىٕز آٍٚىٖ )أىبٖ ثٝ

سٮٛي٠ وَىٜ ٚ ثٙبثَايٗ  iٍا ثبسٛاٖ آٖيه ا٘يئ ٩بَٞي إز وٝ ٔي j( ا٘يي2-9ٔ)

 ٍٝٛر ُيَ إز( ث10ٝ-2آيي. ٞٓ اٍُ ٔبسَيٖي )ىٕز ٔي( ثلافبّٝٝ ث2-10ٝ)
1

11 1 1

1 2 3
2 2 2 2 2

1 2 3

3 3 33 3
1 2 3

x xA A A

x A A A x

A A A xx

 
   
        
        

 

 

 إز.، Aسَاٟ٘بى، ١TAَةٙبُٔ كبُٝٚ ثٙبثَايٗ ػّٕٝ ثبلا 

اُ آ٘ؼبيي وٝ ، ٘يبُ إز ieثٝ ىٕشٍبieٜاغّت ٔٮبىلار سجييُ ٔٮىٛٓ اُ ىٕشٍبٜ 

 سٛاٖ ٘ٛٙزٔٮىٛٓ ٘يِ ثبيي ه٦ي ثبٙي. دٔ ٔي، ٍٝٛر ه٦ي إزسجييُ ٖٔشميٓ ثٝ

 (2-11)                              j

i i jAe e 

 وٝ

 . .
j j
i iA  e e 

( ٚ 11-2آٍٚيٓ. ثب سٛػٝ ثٝ )ىٕز ٔيٍا ثٝ A ٚAٞبي سجييُاوٖٙٛ اٍسجب٣ ثيٗ ٔبسَئ

 ( ىاٍي2-8ٓ)

.
j j k

i i j i kjA A A e e e 

 ىٞي. ثبيي ىاٙشٝ ثبٙيٓ:سٚىيُ يه دبيٝ ٍا ٔي ieٚ اُ آ٘ؼبيي وٝ

.
j k k
i j iA A  

 آيي.ىٕز ٔي٥ٍٛ ٔٚبثٝ ثٍٝاث٦ٝ ُيَ ثٝ

.
kj k
ji iA A  

)ٞبي١َة ٔبسَئكبُٝ )
j

iA ٚ( )k

jA ٔٞب ٔبسَئ يىٝ إز ٚ ىٍ ٘شيؼٝ ايٗ ٔبسَي

 ٔٮىٛٓ يىييٍَ٘ي.

٘ٚبٖ ىٞيي 7-9توزيي 
k ii

kx x A. 

آيي.  ثب اسلبىٞبي ىٕز ٔيٞبي ٔشمبثُ ثٝ ٍٚٗ ُيَ ثٝٞبيي ثَاي ٍٚاث٤ ثيٗ دبيٝفََٔٛ

 وٙيٓ:ثييٟي ُيَ ٫َٚٙ ٔي
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(  . ) ,     (  . ) . 
jj

jj  e e x x e e x x 

= ثب ػبيٌٍاٍي
i

x e ٝآٍٚيٓىٕز ٔيىٍ ٍاث٦ٝ اَٚ ث 

,
i i i

jAe e 

= وٝ اُ اسلبى ىْٚ ثبىٍكبِي ix e ٓىاٍي 

.
i ji
jAe e 

 ٙٛ٘يٞبي ُيَ ٘شيؼٝ ٔياُ ايٗ ٍٚاث٤ فََٔٛ

,       .
k k

i i kk i ix x A x x A  

 دبددبيبّبي دبيب ٍ هَلفِ 9-9

 ىيييٓ وٝ اٌَ ثَىاٍٞبي دبيٝ ٥جك ٍاث٦ٝ ُيَ سجييُ ٙٛ٘ي

,j
ji iAe e 

 ثبيي ٖ٘جز ثٝ  xاُ ثَىاٍ ixٞبيٌبٜ ِٔٛفٝآٖ

.j
ji ix A x 

ثَىاٍ ٞبي دبيبِٔٛفٝسٛاٖ ٍٝٛر ىٕز آٔيٜ ثَكٖت ٍا ٔيسجييُ ٙٛ٘ي. سٚبثٝ ٙىّي ثٝ

x ٝ٭جبٍر ىيٍَ لبٖ٘ٛ سجييُ:ثيبٖ وَى. ث 
i ji
jx A x 

ٞبي ِٔٛفٝ٭ٙٛاٖ ثٝ ixٙٛى. ثييٗ ىِيُسجييُ ٔي ieٕٞب٘ٙي ixىٞي وٝ٘ٚبٖ ٔي
ثٙيي ٍا هٛاٞيٓ وبٍثَىٞبي ثيٚشَي اُ ايٗ فََٔٛ 3ٙٛ٘ي. ىٍ فُٞ ثيبٖ ٔي xدبىدبيبي

 ىيي.

 خلاصِ كَتبُ

 ٞبي ٔوشٞبر ُيَ ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ:اٌَ سجييُ

,      ,

,      ,

i jj i
j ji i

j i i j
i i j j

A A

A A

 

 

e e e e

e e e e
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 ٞبي ٔشفبٚر ُيَ إز:ىاٍاي ٕ٘بي٘ xٌبٜآٖ
i ii i

i ii ix x x x   x e e e e 
 ٍٚىوبٍ ٔيٚلبٖ٘ٛ سجييُ ُيَ ثٝ 

,       ,

,       ,

i jj i
j ji i

j i i j
i i j j

x A x x A x

x A x x A x

 

 
 

ix َٞبي غيَدبيبيكٖت ِٔٛفٝ ثx ٙٛ٘ي. ىٍكبِي وٝثيبٖ ٔيix ٝٞبي ٍٝٛر ِٔٛفٝث

 ٙٛى.ٍٕٞٛى ٘ٛٙشٝ ٔي

ٞبي سجييُ لبٖ٘ٛ ، وٙيٚلشي وٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ثٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىٌٚبٖ سغييَ ٔي

 ٍٝٛرٙٛ٘ي. ىٍايٗسَ ٔيثٖيبٍ ٕبىٜ

,     ,j i ij

i ji jx g x x g x  

 وٝ 

 . ,   . ,ij i j

ij i jg g e e e e 

 ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ٖٞشٙي.ِٔٛفٝ 

 ثزحست ًوبد اًذيسيضزة خبرجي حبصل 9-6

ايٗ وٕيز ىٍ فيِيه ، وٙي٘بْ ٌٚشبٍٚ ٘م٘ ٟٕٔي ٍا ىٍ ٔىب٘يه ثبُي ٔيوٕيشي ثٝ

ىٍ ثبُٚي ٘يَٚ ١َة"ٙٛى )١َة ثٌٍِي ٘يَٚ ٚ ٥َٛ ٔٮَفي وي٭ٙٛاٖ كبُٝٔمئبسي ثٝ

ٞبي ػجَي وٝ ٭لأز ىٍٚاٖ ٘بٙي اُ ا٭ٕبَ ٘يَٚ ثَ ثٝ َٕٞاٜ ثَهي لبٖ٘ٛ، ("كَوز

ٞبي ديَٚفشٝ وٝ ٖٔبيُ ٕٝ ثٮيي ثٍَٕي آٍٚى. ىٍ ثلضىٕز ٔيٝػٖٓ فيِيىي ٍا ث

ثَ  fٌيَيٓ. اٌَ ٘يَٚي٭ٙٛاٖ يه وٕيز ثَىاٍي ىٍ ٘٪َ ٔيٌٚشبٍٚ ٍا ثٝ، ٙٛىٔي

ىٍ٘شيؼٝ ٌٚشبٍٚ كبُٝ كَٛ ، ٚاٍى ٙٛى Oٖ٘جز ثٝ ٔجياء rاي ثب ثَىاٍ ٔىبٖ ٘م٦ٝ

 t، ٍٔٛى ٘٪َ ٭ٕٛىي ٭ٕٛى إز. اُ ىٚ ثَىاٍ يىٝ r  ٚfٝفلٝ ثَىاٍٞبي ثَ O٘م٦ٝ 

ىٕز ثٝ ىٕز ٍإزآٙٙبي  لب٭يٜ وٝ ا٥nٍُٛ لَاٍىاىي )أب ىِوٛاٜ( ثَكٖت ثَىاٍ ثٝ

، ثبٙي fٚ اٍ٘ٚز ٔيب٘ي ىٍ أشياى  rآيي: اٌَ اٍ٘ٚز اٙبٍٜ ىٕز ٍإز ٍا ىٍ ػٟز ٔي

 tإز. ثٌٍِيtٚ ثٙبثَايٗ ىٍ ػٟزnىٞٙيٜ ػٟزٍٝٛر اٍ٘ٚز ٙٞز ٘ٚبٖ ىٍايٗ
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|ثَاثَ إز ثب || | sinf r ٝو ُسَ ثيٗاٚيٝ وٛؿهf ٚr ٖٛ٘ٞب ٍا إز. وُ ايٗ لب

 :ٍٝٛر ٕ٘بى هلاٝٝ ُيَ ٘ٛٙزسٛاٖ ثٝٔي

 . t r f 
سَ ثيٗ ثَىاٍٞب ىٍ ٘٪َ ٌَفز: سٛاٖ ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔيِي ثَاي ٭ّٕيبر وّيسٮَيف ٌٚشبٍٚ ٍا ٔي

 وٙيٓسٮَيف ٔي، ىٚ ثَىاٍ ثبٙٙي aٚbاٌَ ١َة هبٍػي.

| || | sin a b n a b 

سٛاٖ ٔي، ىٍ كبِز ٌٚشبٍ ثبلا سٮَيف ٙيٜ إز. ٙجيٝ َٞ ثَىاٍ ىيٍَي nٚوٝ

 c a bٍُا ثَ كٖت دبيٝ ث٤ٖ ىاى؛ دبيٝ ٔشمبثie ٘ٛيٖيٓ:ٍا ثب ا٘شوبة وَىٜ ٚ ٔي 

.i

ic ec 
aىٍ وٕيز a ٚbٞبيؿٖٛ ثٌٍِي b ُٝسٛأٖي، ١َة  ٘ٛٙشٝ ٙيٜثٝ ٙىُ كبic  

 ٍا ثٝ ٍٝٛر ُيَ يبفز:

(2-12                   )              
j k

i ijkc a b 

ىٕز آٍٚيٓ. ا ٍا ثٝهٛاٞيٓ آٖٞبي ٍٝٛي ٖٞشٙي. كبَ ٔيٞب ١َيتىٍ ايٙؼب 

 ٘ٛيٖيٓ ٔي

,     .j k

i ka b e ea b 
 دٌيَي:ٚ ٕذٔ ثب ثىبٍ ثَىٖ هبٝيز ٔٮَٚف دو٘

( )     u v w u w v w 
 آيي:ىٕز ٔيثٝ

( ).j k j k

i k i ka b a b   e e e ec 
 ثٙبثَايٗ

.  . [( ) . ] m j k

i m i i j k ic c a b   e e e e e ec 

 ىٞي وٝ:( ٘ٚبٖ ٔي12-2ٚ ٔمبيٖٝ آٖ ثب )

( ) . .ijk j k ic  e e e 

)ٙٛى وٝ ٔمياٍىييٜ ٔي ) . j k ie e e ٔٞبيثٝ ٔمبىيَ ا٘يي, ,i j k  ٍثٖشٍي ىاٍى. ى

ٔٮَفي ٌَىى. ػبيٍٚشي اُ  (1,2,3)سبيي َٔستايٙؼب َْٕٔٛ إز وٝ اييٜ ػبيٍٚشي ٕٝ

ٞبي ٙٛى ىٍٍٝٛسي وٝ ثشٛاٖ آٖ ٍا ثب سٮياى ُٚػي اُ سٮٛي٠٘بٔييٜ ٔي ُٚع (1,2,3)
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ٞب إز. لجلاً ىيييٓ ي سٮياى فَىي اُ سٮٛي٠٘شيؼٝ، فَىػفشي ٕ٘بي٘ ىاى؛ أب ػبيٍٚز 

,وٝ اٌَ ,i j k  سبيي َٔستٚ ٕٝٔشٕبيِ ثبٙٙي( , , )i j k  ُ(1,2,3)ػبيٍٚز ُٚػي ا 

)ٌبٜآٖ، ثبٙي ) . j k ie e e ا٦ِٖٛف إز. اٌَثَاثَ كؼٓ ٔشٛاُي, ,i j k  ٔشٕبيِ ثبٙٙي

)سبيي َٔستٚ ٕٝ , , )i j k  ٌُبٜ كؼٓ ٔشٛاُي آٖ، ثبٙي(1,2,3)ػبيٍٚز فَىي ا

,آيي. اٌَ ىٚ سب اُ ا٭ياىىٕز ٔيا٦ِٖٛف ثب ٭لأز ٔٙفي ثٝ ,i j k ثب ٞٓ ٖٔبٚي ثبٙٙي ،

 آٍٚيٓ. ىٍ٘شيؼٝ ىٕز ٔئمياٍ ٝفَ ٍا  ثٝ

 

                                                                                                                                                               
 (4-2سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ )سَٕيٗ ٔي، ٭لاٜٚ ثَ ايٗ 

2V g 
ij.ىسَٔيٙبٖ ٔبسَئ ٔشٚىُ اُ ٭ٙبَٝ gوٝ  i jg  e e  ٝسبٍٖ٘ٛ ٔشَيه إز. سٛػ

|ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ  | 1V   .ثَاي ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثَلَاٍ إز 

ٕ٘بى ػبيٍٚز
ijk ٔىٍ ٘ٛٙشبٍ فَِٔٛي ثٖيبٍ ٔفيي إز. ثَاي ٔظبَ ىسَٔيٙبٖ ٔبسَي

( )ijA a ٥ٍٛ ٔوشَٞ ُيَ ثيبٖ وَى:سٛاٖ  ثٍٝا ٔي 

1 2 3det .ijk i j kA a a a 

، ٭لاٜٚ ثَايٗ اثِاٍ ٕ٘بىٌٌاٍي
ijk  ٝ٘بٔييٜ  ٕيٛيشب-ٛيسبٍٖ٘ٛ ِٕ٘بي٘ ىٞٙيٜ سبٍٖ٘ٛ )و

 ٙٛى. ثيٚشَ س١ٛيق ىاىٜ ٔي 3ٙٛى( إز. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ىٍ فُٞ ٔي

دبيبي ثَىاٍٞبي غئَِٛفٝ 8-9توزيي  c a b سٛاٖ ثب ١َايت ٔٙبٕتٍا ٔيijk
  

 ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ وَى:ثٝ

.ijki

j kc a b 

 ىٕز آٍٚيي.١َايت ٍا دييا وٙيي. ٕذٔ اسلبى ُيَ ٍا ثٝ، ثب إشفبىٜ اُ ٍٚٗ ايٗ ثو٘
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p q r

i i i

pqr p q r

ijk j j j

p q r

k k k



  

   

  

 

 اُ آٖ ٘ٚبٖ ىٞيي: ٚ ثب إشفبىٜ

.pqr p q q p

ijk i j i j       

,اطجبر وٙيي وٝ ثَاي ثَىاٍٞبي ، ثب إشفبىٜ اُ ايٗ ٘شبيغ ,a b c:ٓىاٍي 

(2-13       )             ( ) ( . ) ( . )     a b c b a c c a b       

 اسلبى لاٌَاْ٘ ٍا ثٝ ىٕز آٍٚيي:  9-9توزيي 

( ) . ( ) ( . )( . ) ( . )( . )       a b c d a c b d a d b c 

 ّبي فضبي ثزدارّب ًزم 9-7

 اغّت لاُْ إز وٝ ٙير ثَهي اُ ٔيياٖ ثَىاٍ ثٝ ٍٝٛر ١ٛٔٮي يب وّي ٔٚوٜ ٙٛى.

kثبٙي. َْ٘ ٔٮَٚف الّييٕي ثَىاٍإشفبىٜ اُ ٕ٘بى َْ٘ ٔٙبٕت ٔي، ثَاي ايٗ وبٍ kaa i 

 ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔي ٙٛى:ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثٝ
1/2

3
2

1

.k

k

a


 
  
 
a 

kايٗ َْ٘ ثٝ ١َة ىاهّي ىٚ ثَىاٍ kaa i ٚk kbb i  ٓثٖشٍي ىاٍى. ىاٍي

 . k ka ba b ٝوٝ ٥ٍٛيث 

 
1/ 2

 . .a a a 

ثَىاٍٞبي آٖ ىٕشٍبٜ ٞبي ثَىاٍ ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر غيَ ىوبٍسي ثٝ ٥َٛ ِٔٛفٝ

ٞبي ٔؼٌٍٚ ثَىاٍ ثٝ ٞب ثٖشٍي ىاٍى. اُ آ٘ؼبيي وٝ ػ٬ٕ ِٔٛفٝٔوشٞبر ٚ ُاٚيٝ ثيٗ آٖ

سٛاٖ ثَاي ٔٚوٜ وَىٖ ثَىاٍ إشفبىٜ وَى. اُ آٖ ٕ٘ي، ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٚاثٖشٝ إز

١َة ىاهّي َٔسج٤ ٖٞشٙي ٞبيي وٝ ثب كبُٝفََٔٛ، أب ثب سغييَ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر

ٞب ثَاي ٔٚوٜ وَىٖ ٙير ثَىاٍ سٛاٖ اُ آٖىٍ ٘شيؼٝ ٔي، ٔب٘يٍىا ثبلي ٔيٍٝٛر ٘بٚ ثٝ

i)٥َٛ آٖ( إشفبىٜ وَى. دٔ ثَاي ىٚ ثَىاٍ

ixx e ٚj

jyy e  ٜوٝ ىٍ َٞ ىٕشٍب
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ٍٝٛر ُيَ سٮَيف وَى سٛاٖ ١َة ٭يىي ٍا ثٝٔي، ٙٛ٘ئوشٞبر ىِوٛاٞي ٘ٛٙشٝ ٔي

 )يٮٙي ١َة ىاهّي ٕبىٜ(:

.  . . i j i j ij i

i j ij i j jx y x y g x y g x y   y e ex 

ايٗ ٙجيٝ ١َة ٭يىي ىٍ ىٕشٍبٜ ، ٞبر سَويجيسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ سٟٙب ىٍ ٔوش

 ثَاثَ إز ثب:٥xٍٛ ٔٚبثٝ َْ٘ ثَىأٍوشٞبر ىوبٍسي ٔي ٙٛى. ثٝ
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( . ) ( ) ( ) ( ) . i j ij i

ij i j ix x g x y g x x   xx x 

سٕبْ هٛاٛ لاُْ َٔث٣ٛ ثٝ ١ٛٔٛ٭بر ٔٛػٛى ىٍ ػجَ ٚ ، اي ٚ َْ٘ ٚاثٖشٝايٗ ١َة ٘م٦ٝ

َٝٛ وبفي إز سٟٙب ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثٍَٕي ٙٛى وٝ آيب سٕبْ ا، آ٘بِيِ سبثٮي ٍا ىاٍى. ىٍ ٚال٬

 ١َة ىاهّي ثَلَاٍ إز.

(i)  . 0 xx  ٚ. 0 xx ٌَ0اٌَ ٚ سٟٙب اx ْايٗ هبٝيز ثَلَاٍ إز ُيَا سٕب .

لبثُ ، ٥ٍٛ ثييٟي ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ٝبىق إزٞبي ٔٛػٛى وٝ ثٝوٕيز

 ثبٙٙي. ثب ىِيُ ٔٚبثٟي ٝبىق ثٛىٖ ايٗ هبٝيز سبييي ٔي ٙٛى.٘ٛٙشٗ ٔي

(ii)  . .   y xx y هٛا٘ٙيٜ ٔي سٛا٘ي ايٗ ٦ّٔت ٍا ثَاي َٞ ٕ٘بي٘ ثَىاٍي ثٍَٕي   

 ، وٙي. ىٍ ٟ٘بيز

(iii)  . ( ) . ( . ) ( . )           y z z zx x y x y ا٭ياى    ٚوٝ   

 يه ثَىاٍ إز. zكميمي ىِوٛاٜ ثٛىٜ ٚ 

ثب إشفبىٜ اُ ٘٪َيٝ وّي ٭جبٍر    
1/ 2( . )  xx x                                     (2-14)   

 ىٍ سٕبْ اَٝٛ َْ٘ ٝبىق إز

(i)    0x  ٚ0x ٌَ0اٌَ ٚ سٟٙب اx . 

(ii)     x x ثَاي َٞ ٭يى كميمي . 

(iii)      x y x y . 

 

 ٭لاٜٚ ثَايٗ ٘بٖٔبٚي ٙٛاٍسِ ٍا ىاٍيٓ.

. , y yx x                                (2-15)   
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وٝ ىٍ كبِشي ثَىاٍٞب غيَ ٝفَ ثبٙٙي سٖبٚي ثَلَاٍ إز اٌَ ٚ سٟٙب اٌَ ثَاي ثَهي ٭يى 

ٓكميمي ىاٙشٝ ثبٙيx y. 

آٍٚ٘ي. َٞ ٕٝ ثٮيي ه٦ي ٍا ثٛػٛى ٔييه ف٢بي ، ٔؼٕٛ٭ٝ سٕبْ ثَىاٍٞبي ٕٝ ثٮيي 

ٙٛى. ىٍ ايٗ وشبة ف٢بي ف٢بي َْ٘ ىاٍ ٔي، ( إز14-2ف٢بي ه٦ي وٝ ٔؼِٟ ثٝ َْ٘ )

سٛاٖ ثيٚشَ اُ يه َْ٘ ىٍ َٞ ف٢بي َْ٘ ىاٍ سٮَيف إز. سٛػٝ وٙيي وٝ ٔي 3اّٝي

2ٞبي ٔوشّفي ٘يبُ إز. ثَاي ٔظبَوَى ٚ ىٍ ٭ُٕ ثٝ َْ٘ x َْ٘ إز.  3٘يِ يه

سٛاٖ سٮَيف وَى وٝ اُ ايٗ َْ٘ اهيَ وبٔلاً ٔشفبٚر إز. فَٟ ي ىيٍَي ٍا ٔيٞبَْ٘

kثبٙي ٚ 3دبيٝ keوٙيٓ وٝ

kxx e1. ثَايp  :ٓسٮَيف ٔي وٙي 
1/

3

1

| | .

p

k p

p
k

x


 
  
 
x 

اي اُ ٘بٖٔبٚي ٘شيؼٝ (iii)٥ٍٛ آٙىبٍ ثَلَاٍ ٖٞشٙي. اُٝثٝ (ii)ٚ (i)اَٝٛ َْ٘

َْ ٞبي ٔشٙبٞي إز. هٛا٘ٙيٜ ثبيي آٌبٜ ثبٙي وٝ ايٗ ٘ولإيه ٔيٙىٛفٖىي ثَاي ػ٬ٕ

ٔمياٍ َْ٘ ثَىاٍ ، ىٍ دبيٝ ٔٚوٞي ثيبٖ ٙيٜ إز. اٌَ آٖ ٍا ىٍ دبيٝ ىيٍَي ثٝ وبٍ ثجَيٓ

ايٗ إز وٝ ٖٔشمُ اُ دبيٝ ٞبي ف٢ب  (14-2) وٙي. ِٔيز َْ٘ثٝ ٥ٍٛ وّي سغييَ ٔي

 ثبٙي. ٔي

ٞبي ٔوش٤ّ ىٍ اىأٝ ٍٞٙبْ ثٍَٕي ٔمبىيَ ٚيْٜ سبٍٖ٘ٛ ٘يبُ ثٝ ف٢بي ثَىاٍٞبيي ثب ِٔٛفٝ

 3وٙيٓ. ايٗ ف٢ب ٍا ٔي سٛاٖ ٕٞب٘ٙي ف٢بي ا٭ياى ٔوش٤ّ سٮَيف وَى. ثب ف٢بئيدييا 

ٍا ثب ا٭ياى ٔوش٤ّ سٮَيف  ٫َٚٙ3 وَىٜ ٚ ١َة ثَىاٍي ىٍ، إز keوٝ ىاٍاي دبيٝ

ٕ٘بي٘ ىاىٜ  3ٍٝٛرأب ٔوش٤ّ ثٛىٜ ٚ ثٝ، وٙيٓ. ايٗ ف٢ب اغّت ه٦ي إزٔي

 ثٝ ٙىُ ُيَ إز: 3ىٍ xٙٛى. َٞ ثَىاٍ ىِوٛاٜ ٔي

( ) ,k k

ka ib x e 
2ثَاثَ يىٝ ٔٛٞٛٔي ) iوٝ 1i  إز. ثَىاٍ ِٔىٚع )xٍٝٝٛر ٕٞب٘ٙي ِٔىٚع ٭يى ث

 ٙٛى:ُيَ سٮَيف ٔي

( ) ,k k

ka ib x e 
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kسَسيت ٭جبٍسٙي اُثٝ xٞبي كميمي ٚ ٔٛٞٛٔيلٖٕز 

ka eٚk

kb eٝ٥ٍٛ آٙىبٍ يه . ث

٭ٙٛاٖ سَٕيٗ ٘يٖز.  هٛا٘ٙيٜ ثٝ 3ٕٔىٗ إز ٙبُٔ ثَىاٍي ثبٙي وٝ ىٍ 3دبيٝ ىٍ

 ٞب ثٙٛيٖي.ٍا ثَكٖت ايٗ دبيٝ xٚ ٔٛٞٛٔيسٛا٘ي ٙىُ لٖٕز ٞبي كميمي ٔي

. ١َة ىاهّي فبلي هبٝيز3ىٍ 0xx سٛاٖ ١َة ىاهّي ىٚ ثَىاٍإز. أب ٔيx ٚ

y ٍٝٝٛر ُيَ سٮَيف وَى:ٍا ث 

, . .  x y x y 
ٙٛى وٝ ايٗ ١َة ىاهّي ىاٍاي هٛاٛ ُيَ إز. فَٟ وٙيٓ وٝ إٓب٘ي ىييٜ ٔيثٝ

,ثَىاٍٞبي ىِوٛاٞي ,x y z ٍُٝٛرثبٙٙي. ىٍايٗ 3ا 

(i)    . 0xxٚ. 0xx ٚ ٌَ0سٟٙب اٌَ اx . 

(ii)     . .   y xx y   . 

(iii)   . ( ) . ( .  ) ( . )           y z z zx x y x y ا٭ياى    ٚوٝ  

 يه ثَىاٍ إز. zٔوش٤ّ ىِوٛاٜ ثٛىٜ ٚ 

سٛاٖ َْ٘ ٚاثٖشٝ ثٝ ١َة ىاهّي ٍا سٛا٘ي ايٗ هٛاٛ ٍا سلميك وٙي. اوٖٙٛ ٔيهٛا٘ٙيٜ ٔي

 سٮَيف وَى:
1/2, , x x x 

اي ٭ٙٛاٖ ٘شيؼٝٚ ثٍَٕي وَى وٝ سٕبْ اَٝٛ َْ٘ ىٍ ف٢بي ه٦ي ٔوش٤ّ ثَلَاٍ إز. ثٝ

 ثَلَاٍ إز. 3٘يِ ىٍ (2.15)٘بٖٔبٚي ٙٛاٍسِ، هٛاٛ وّي ١َة ىاهّياُ 

 هلاحظبت دبيبًي 9-8

 ٕوٗ هٛى ٍا ثٝ دبيبٖ ٔي ثَيٓ:، ًوَ ٙي 1ثب سىَاٍ ثَهي ٦ٔبِت وٝ ىٍ فُٞ 

 ثَىاٍ ىاٍاي ٔبٞيز ٚالٮي إز.                            
سبيي َٔست ىٍ ٘٪َ يه ٕٝ ايٓ وٝ َٞ ثَىاٍ ٍا ثٝ ٍٝٛرىٍ ٍيب١يبر ٔمئبسي يبى ٌَفشٝ

ايٗ ، ثٍيَيٓ. اِجشٝ اٌَ ىٍ ًٞٗ هٛى ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ٚالٮي ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ

ٌبٜ ثَىاٍ ىٍ َٞ آٖ، ٞبي آٖ ٍا طبثز فَٟ وٙي٫ٛ١ٛٔٓ ىٍٕز إز. أب اٌَ ِٔٛفٝ

ٙٛى. ل٦ٮبً يىشب! دٔ ثَىاٍ ؿيِي ٚالٮي إز أب ثب ٍٝٛر يىشب سٮَيف ٔيىٕشٍبٜ ثٝ
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ٞب ٍا ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ىيٍَي ثب سٛاٖ آَٖٕ٭ز ٔيثٝ، ٞبي آٖ ىٍ يه ىٕشٍبٜسٮييٗ ِٔٛفٝ

 ىٕز آٍٚى. إشفبىٜ اُ لٛا٘يٗ ٚالٮي ثٝ

ثٝ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ سبويي ىاٍيٓ ُيَا ١ٚٮيز وبٔلاً ٔٚبثٟي ثب سبٍٖ٘ٛ ىاٍى. َٞ سبٍٖ٘ٛ ىاٍاي 

سٛاٖ ٔي، اثٖشٝ إزٞبي طبثز آٖ وٝ ثٝ يه ىٕشٍبٜ ٚٔبٞيز ٚالٮي إز ٚ ثب ِٔٛفٝ

ٞبي ٔوشٞبر ىيٍَي وٝ ٞبي آٖ ثٝ ىٕشٍبٜيىشبيي سبٍٖ٘ٛ ٍا سٮييٗ وَى كشي اٌَ ِٔٛفٝ

 وبٔلاً ٔشفبٚر ٖٞشٙي ٚاثٖشٝ ثبٙي.

 هسبيل  9-9

 ىٌٚبٖ دبيٝ ٍا ثيبثيي. 9-9 

1  ِف()ا 1 2 32  e i i i ،2 2 32 3 ie i ،3 1 3 e i i؛ 

1  ()ة 1 2 33 2  e i i i ،2 1 2 32 3 2  i ie i ،3 1 2 33 2 3  e i i i؛ 

1  ()ح 1 2 e i i ،2 1 2 ie i ،3 33e i؛ 

1  ()ر 1 2cos sin  e i i ،2 1 2sin cos   ie i ،3 3e i. 

 فَٟ وٙيي. 9-9

1 1 2 32 3 2  e i i i ،      1 1 2 32  e i i i ، 

1 1 2 32 2   e i i i ،     1 1 32 3 e i i ، 

1 1 2 3   e i i i ،        1 1 3 e i i. 

jٔبسَئ سجييُ 

iA ٝاُ دبيie ٝثٝ دبي
je .ٍا ثيبثيي 

 فَٟ وٙيي. 9-3

1 1 22 e i i ،              1 1 36 e i i ، 

1 2 3  e i i ،             1 1 2 33 4 4   +e i i i ، 

1 1 2 32 2   e i i i ،    1 1 2 3  e i i i ، 

 ٍا ثيبثيي. jeثٝ دبيٝ ieٔبسَئ سجييُ اُ دبيٝ 

 ثيبثيي 9-6

jk  ِف()ا

ja  ، 
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j  ()ة i

i ja a  ، 

i   ()ح

i ، 

jk   ()ر

ij  ، 

ji   ()ص

ij  ، 

j   ()ع k i

i j k  . 

2ijl٘ٚبٖ ىٞيي 9-9 l

ijk k  . 

6ijk٘ٚبٖ ىٞيي 9-6

ijk  . 

 ثيبثيي 9-7

jk  ِف()ا

ijk  ، 

mkj  ()ة i

ijk m   ، 

k   ()ح j

ijk m n   ، 

i   ()ر j

ijk a a ، 

|   ()ص |ijk

ijk  ، 

imn   ()ع j

ijk m  . 

9-8 ( )    a b c.ٍا ثيبثيي 

)٘ٚبٖ ىٞيي 9-9 ) . 0  a b a. 

) .٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 9-91 ) ( . ) ( . ) ( . )          a b c d a d b c b d c a c d a b. 

|اٌَ 9-99 | 1e ٚ. 0 e a ٘ٚبٖ ىٞيي( )  e a e a. 

k، 3يه دبيٝ اُ keفَٟ وٙيي 9-99

kxx e ٚ1 2 3, ,h h h  ا٭ياى ٔظجز طبثشي

|ثبٙٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي |k

kh x ُإز. 3يه َْ٘ ا 
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 ّبي دٍتبيي ٍ تبًسَرّبكويت 3-9

ايٓ. ؿٙيٗ ثَهٍٛى ىاٙشٝ ijg   ٚijgٞبي ٙجيٝ ثٝاُ وٕيز ٞبييديٚشَ ثب ٔؼٕٛ٭ٝ

3ػيَٚ 3 9  ثٮيي ىٍ ٘٪َ ٌَفز  9 ٭ٙٛاٖ ثَىاٍي ىٍ ف٢بيسٛاٖ ثٝاُ ١َايت ٍا ٔي

ايٗ ٍا  ثبيي ٍى وٙيٓ: اٌَ ىٕشٍبٜ ثَىاٍٞب سغييَ وٙي ٚ ٍٚاث٤ ثيٗ ، ىِيُ ٟٔٓ ُيَأب ثٝ

آيي ىٕز  ٔيٌبٜ  اُ آٟ٘ب ٘شبيغ ٔوشّف  ثٝآٖ، ٞبي ػييي ٚ لييٓ ٍا ٔلبٕجٝ وٙيِٓٔٛفٝ

ٓ لٛا٭ي ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ثَ إبِٔٛفٝ، ٍٚى. ٌَؿٝوبٍ ٔيٞبي ثَىاٍ ثٝوٝ ىٍ ِٔٛفٝ

ٞبي ٌٛ٘بٌٖٛ ثّىٝ ايٗ لٛا٭ي سجييُ ثَاي وٕيز، آييىٕز ٔيٙيٜ ٚ ثٝٔٚوٜ سجييُ 

ٞب وٝ ٔٚوٜ وَىيٓ وٝ ايٗ وٕيز 1٘بدٌيَ فيِيىي ٘يِ وبٍثَى ىاٍى. ىٍ فُٞ ٕٙبٍٗ

3ٞبيٍٝٛر ٔبسَئثٝ 3 ٭ٙٛاٖ ثٝ ٙىُ يه ٍىٜ اػٖبْ وٝ ثٝ، ٙٛ٘ي٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي

شٙي. ٞيف ٔب سٮييٗ ٘٪َيٝ ٔٙبٕجي إز وٝ ٍٚٙي ٔٛاُي ٖٞ، ٙٛ٘يٙٙبهشٝ ٔي 2َٔسجٝ 

 ثبٙي.ٔي 2ثب ٕ٘بي٘ ثَىاٍي فُٞ 

وٝ  a ٚbاُىٚ ثَىاٍ ػفز )يب ١َة سبٍٖ٘ٛي(ثَاي ىٍن ايٗ ٔجلض ثب ٔٮَفي  

aٍٝٛر ثٝ b وٙيٓ.٫َٚٙ ٔي، ٙٛىٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي 

 ثبٙي:ٔي١َة ٍا ىاٍا ثٖيبٍي اُ هٛاٛ كبُٝ، ١َة سبٍٖ٘ٛيٙٛى وٝ كبُٝفَٟ ٔي 
( ) ( ) ( ),

( ) ,

      

     

a b a b a b
a b c a c b c

 

(3-1    )                          ( ) ,     a b c a b a c 
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 ١aَة سبٍٖ٘ٛي ٔشمبٍٖ ٘يٖز: اٌَيه ٭يى كميمي ىِوٛاٜ إز. ٌَؿٝ كبُٝوٝ 

ٌبٜآٖ، ٔشٙبٕت ٘جبٙيbثب   a b b aػفز )١َة سبٍٖ٘ٛي( ٍا ، . اُايٗ ثٝ ثٮي

ىٞيٓ: ٕ٘بي٘ ٔي ثيٖٚ ٭لأز ab a b. 

ثب  ٌيَيٓ.ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي i eف٢بي ٕٝ ثٮيي ثَاي ثَىاٍٞبيي ىٍ ىٕشٍبٜ  يىجبٍ ىيٍَ

ٍٝٛر ٍا ثٝ ab(  ػفز 1-3وبٌٍيَي ث٤ٖ ثَىاٍٞب ثَكٖت ثَىاٍٞبي دبيٝ ٚ هٛاٛ ) ثٝ

 ىٞيٓ:     ُيَ ٕ٘بي٘ ٔي

.i j i j

i j j ja b a b ab e e e e 

ػفز ٔشفبٚر ٫ٛ١ٛٔ9 ىليمبً  ايٗ
i je e وٙي. اوٖٙٛ يه ف٢بي ه٦ي ٍا ٍا ٔٮَفي ٔي

ىٞٙي سبيي ٍا سٚىيُ ٔي 9ٞبي ٞب  يه ٔؼٕٛ٭ٝ اُ ػفزٖ دبيٌٝيَيٓ وٝ ىٍ آىٍ ٘٪َ ٔي

٘بٔٙي. ١َايت ٭يىي ايٗ ( ٔي2) يب سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ  2ٍا ف٢بي سبٍٖ٘ٛي َٔسجٝ ٚ آٖ

، Aسبٍٖ٘ٛ، ٙٛ٘ي. ثٙبثَايٗ َٞ ٭َٙٞ اُ ايٗ ف٢بٞبي سبٍٖ٘ٛ ٘بٔييٜ ٔئِٛفٝ، ٞب ػفز

       ىاٍاي ٕ٘بي٘ ُيَ إز:                         

                                                ij

i jaA e e 

سلز Aٞبيلاُْ إز وٝ ِٔٛفٝ، ثَاي كف٨ وَىٖ هبٝيز ػٖٕي ٭َٙٞٞبي ايٗ ف٢ب

ٞبي ٍٝٛر ٔشٙب٩َ سجييُ ٙٛى. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ا٘يئسجييُ ىٕشٍبٜ َٔث٥ٛٝ ثٝ

لٛر هٛى يٗ ٫ٛ١ٛٔ ثٝا 2ا٘ي. ثب ٌٖشَٗ فُٞ سٮَيف ٙيٜ Aٞبيُيَ٘ٛئ ثَاي ِٔٛفٝ

 ٔب٘ي. ثبلي ٔي

 وٙيٓ:ٍا ٔٮَفي ٔي cىٍ ثَىاٍ abاي ػفز١َة ٘م٦ٝ، ثَاي آٔبىٜ ٕبُي ثو٘ ثٮي 

(3-2)                                   ( ) .ab . c b . c a 

سٛاٖ ١َة ٔي، ٥ٍٛ ٔٚبثٝإز. ثaٝ ػٟز ثبثَىاٍي ٞٓ، ىٕز آٔيٜدٔ ٘شيؼٝ ثٝ

 اي ٍا اُ ٕٕز ؿخ ٔٮَفي وَى:٘م٦ٝ

(3-3)                                  ( ) .c . ab c . a b 

 ػفز سٞٛيَياغّت ، ثَىاٍ يىٝ إز eوٝ eeٙىُثٝ يه ػفز)اِف(  9-3 توزيي

1ٞبيٍا سَٚف وٙيي. )ة( ٔبسَئ ٞبي ٔشٙب٩َ ثب ػفزٙٛى. آٖ٘بٔييٜ ٔي 1i i ،2 2i i ٚ

3 1i i .ٍا ثٙٛيٖيي 
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 تبًسَرّب اس هٌظز عولگز  3-9

ٞب إز وٝ ىٍ آٖ ػ٬ٕ ُٚ٘ي اُ ػفزٍٝٛر يه ىييٌبٜ ٔشفبٚر سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ ثٝ

ٍٝٛسي ىٍ ٘٪َ ٍا ثAٝٙٛى. اُ ايٗ ٘م٦ٝ ٘٪َ سبٍٖ٘ٛىييٜ ٔي ٭ٍَّٕ سبٍٖ٘ٛ ٕٞب٘ٙي يه

 ٍ٘بٍى.٦ٔبثك ٔٮبىِٝ ُيَ ٔي yٍا ثٝ  ثَىاٍ xٌيَيٓ وٝ ثَىاٍ ٔي

 . .y A  x 
ٍٝٛر يىشب ٍا ثٝ Aسٛاٖ ٭ٍَّٕٔي x ٚyثب ىاٙشٗ يه ٍاث٦ٝ ه٦ي ثيٗ، ثَ٭ىٔ

A .  . ٞب ىاٙشٝ ثبٙيxَٓايٗ اٌَ ثَاي سٕبْسٮَيف وَى. ثٙبث x B x ،ٌٖبٜآA B .

y.ٙىُ سٖبٚيٞب ثَ كٖت َٞ دبيٝ وٝ ثٝسٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ِٔٛفٝاوٖٙٛ ٔي A  x  

ijثَكٖت ثA٤ٖٙٛى. سبٍٖ٘ٛ ٍٝٛر يىشبي ٚافٮي  سٮَيف ٔيثٝ، إز

i ja e e  ٍى

A . ٙٛى. آٙىبٍ إز وٝ ٭ّٕيبر٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي ieٞبيثَهي دبيٝ x ثَكٖت ه٦يx 

سٛاٖ ٍا ٔي A، اٌَ ٭ّٕىَى آَ٘ا ثَ ٍٚي سٕبْ ٕٝ ثَىاٍ دبيٝ ٔٚوٜ وٙيٓثٙبثَايٗ ، إز

kxثب ىٍ٘٪َ ٌَفشٗ ٍٝٛر يىشب سٮَيف وَى.ثٝ e ،yٍٝٝٛر ُيَ ٔشٙب٩َ ثب آٖ ث

 آيي:ىٕز ٔي ثٝ

 . . . ij k ik

i j i A x a e e e a e 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثleٝ اي ايٗ ٭جبٍر ىٍ ثب ١َة ٘م٦ٝ 

                                                  . . . lk l ka  e A e     
 ىٕز آٍٚيٓ:           ٍا ثَ كٖت َٞ دبيٝ ثAٝٞبي سبٍٖ٘ٛسٛا٘يٓ ِٔٛفٝٗ كبِز ٔيىٍ اي

.

.

. . ,                      . . ,     

 . .  ,                    . . .

  

  

i iij j i

j j

j j

ij i j i i

a a

a a

 

 

e A  e e A e

e A e e A e
 

اي ٌٛ٘ٝٞب ٍا ثٝسٛا٘يٓ ٔٛليز ا٘يئٔي "ٞبي سَويجئِٛفٝ "سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيٓ وٝ ىٍ 

 ٞبي ٌٛ٘بٌٖٛ طبثز ثبلي ثٕب٘ي.ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ وٝ ٚاثٖشٍي آٟ٘ب ثٝ ػفز

ثَاي سبٍٖ٘ٛٞبي  هبٍع لٖٕزسٛاٖ ىٍيبفز وٝ لبٖ٘ٛ ٔي، ثب سؼِيٝ ٚ سلّيُ ىلايُ ثبلا

 xىِوٛاٜثَىاٍي ٔفَٟٚ ثبٙي ٚ ثَاي َٞ ثَىاٍ  yَٔسجٝ ىٚ اطجبر ٙيٜ إز. اٌَ 

ٍٝٛر يه سبٍٖ٘ٛ إز ٌبٜ سجييُ ه٦ي ثٝآٖ، ٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي  yثٝ xسجييُ ه٦ي
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y .  سٛاٖ ٘ٛٙزٚ ٔي A x يه . ٌبٞي اٚلبر ايٗ ٌِاٍٜ ىٍ ايؼبى ٔٚوٞٝ سبٍٖ٘ٛي

 (.Aٞبيٞبي ٭يىي ٔفيي إز )يٮٙي ِٔٛفٝٔؼٕٛ٭ٝ اُ وٕيز

اغّت ٭ّٕيبر ػجَي ٔٮَٕٛ اُ ٔٙ٪َ ٭ٍَّٕي لبثُ سٮَيف إز. ثب سبٍٖ٘ٛٞبي ٔفَٟٚ

AٚB سبٍٖ٘ٛي ػ٬ٕA B ٍٝٝٛر يىشب س٤ٕٛ ٣َٙ ُيَ  ثَاي سٕبْ ثx ٞب سٮَيف

 ٙٛى.                                      ٔي

( ) . . .     A B x A x B x 
 ٙٛى.                                      ٞب سٮَيف ٔيxس٤ٕٛ ٣َٙ ُيَ ثَاي سٕبْ cAٌبٜ آٖ ،يه ٭يى ثبٙي cاٌَ

( ) .  ( . ) c cA x A x   
ٕ٘بي٘ ىاىٜ  0سبٍٖ٘ٛ ٝفَ ٍا وٝ ثب  ١0Aَثي ثٝ ٙىُىٍ كبِز هبٛ َٞ كبُٝ

ٚ B ٭ٙٛاٖ سَويجي اُ ٭ٍَّٕٞبيثٝ  A B .ايىٞي. ١َة ٘م٦ٝىٕز ٔيثٝ، ٙٛى ٔي

Aٙٛى:ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي 

( . ) . .( . ).   A B x A B x 
ٙٛى س٤ٕٛ ٣َٙ ٘بٔييٜ ٔي yىٍ ثَىاٍ ١Aَةوٝ دي٘ كبُٝ yA.اي١َة ٘م٦ٝ

 ٙٛى.                                      ٞب سٮَيف ٔيxُيَ ثَاي سٕبْ

( . ) . . ( . )   y A x y A x 
٘ٚبٖ ىاىٜ ٙيٜ ٚ س٤ٕٛ ٣َٙ ُيَ  Eيه سبٍٖ٘ٛ ٕبىٜ أب ٟٔٓ سبٍٖ٘ٛ ٚاكي إز وٝ ثب 

      ٙٛى.                                 سٮَيف ٔيxثَاي  َٞ

 (3-4)                              . . .   E x x E x 

 آٙىبٍ ٖٞز وٝ ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسيiiثبيي ىاٙشٝ ثبٙيٓ: 

(3-5)                                   
3

1

.i i

i 

E i i 

 ٞبي سَويجي ىاٍيٓ:ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ثَاي ِٔٛفٝ

(3-6)                                i j

i j E e e e e 

ٞبي غيَ ٍٝٛر ُيَ ثَ كٖت ِٔٛفٝسٛاٖ ثٝٚ دبييٗ ٍا ٔيٞبي ثبلا ىٍ٘شيؼٝ ا٘يئ

 سَويجي ثيبٖ وَى: 

(3-7)                           = i j ij

ij i jg gE e e e e 
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ٙٛى! ىٍ َٕسبَٕ ٔجلض ثيٙيٓ وٝ سبٍٖ٘ٛ ٚاكي ىٍ ٘م٘ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ٩بَٞ ٔئي

سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ ثَ ٙجبٞز ِ٘ىيه ثيٗ ٘٪َيٝ سبٍٖ٘ٛ ٚ ٘٪َيٝ ٔبسَئ سبويي وَىيٓ. 

ٞٓ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي  Eىٞٙي وٝ ٕ٘بي٘ ٔبسَيٖي( ٘ٚبٖ ٔي6-3( ٚ )5-3ٮبىلار )ٔ

3ٍٝٛر يه ٔبسَئ ٕٞب٘يٞبي سَويجي ثٝٚ ٞٓ ثَ كٖت ِٔٛفٝ 3 :إز 

1 0 0

0 1 0 .

0 0 1

 
 
 
 
 

 

 ثبٙي.( ثَلَاٍ ٕ٘ي7-3ٞبي غيَ سَويجي )ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثَاي ِٔٛفٝ 

ٞبي وٝ ِٔٛفٝ ( ٘ٚبٖ ىٞيي5-2) ( 4ٚ-2( ثٝ َٕٞاٜ )4-3وبٌٍيَي )ثب ثٝ .9-3توزيي 

  ثبٙي:ٍٝٛر ُيَ ٔيثٝ Eٔشفبٚر

 ,                                ,

 ,                                .

ij ij i i

j j

i i

ij ij j j

e g e

e g e





 

 
 

 ىٕز آٍٚيي.( ٍا ث6ٝ-3ٕذٔ)

ٍٕٖٞٙٛ ٔي ٕبُى:  سبٍٖ٘ٛ ٔٮىٛٓٔب ٍا ثٝ ٔفْٟٛ ، ٭ٙٛاٖ يه ٭ٍَّٕثAٝىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ

 اٌَ
1. , A A E 

ٙٛى. ٔٮىٛٓ سبٍٖ٘ٛ ٘يِ يه سبٍٖ٘ٛ إز. يه كبِز ٘بٔييٜ ٔيAٔٮىٛٓ 1Aٌبٜآٖ

ثبٙي. اٌَ ىٍ  ٔبسَئ ل٦َيٍٝٛر سَئ سبٍٖ٘ٛ ثٝٚيْٜ ٟٔٓ ٚلشي اسفبق ٔي افشي وٝ ٔب

 ىاٙشٝ ثبٙيٓ: iiىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي
3

1

i i i

i




A i i 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔيٌبٜ ٔبسَئ ٔشٙب٩َ ثٖٝآ

1

2

3

0 0

0 0 .

0 0







 
 
 
 
 

 

 اٌَ ىاٙشٝ ثبٙيٓ:
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3
1

1

j j j

j





B i i 

 ثب ٔبسَئ ٔشٙب٩َ ُيَ:
1

1

1

2

1

3

0 0

0 0

0 0













 
 
 
 
 

 

A  .ٚ ثب سٚىيُ ١َة ىاهّي B ٝآٍٚيٓ:ىٕز ٔيث 
3 3

1

1 1

3 3
1

1 1

3
1

1

3

1

.  .   

         ( . )    

         

         

       .

 

j

i i i j j j

i j

i i j i j

i j

i i i i

i

i i

i

 

 

 



 



 

















 

 





A B i i i i

i i i i

i i

i i

E

 

1Bايٗ ثياٖ ٔٮٙب إز وٝ Aٝٔشٙب٥َ٩ٍٛ . ث ، 
1

1 1

1

2 2

1

3 3

0 0 0 0 1 0 0

0 0  0 0  = 0 1 0 .

0 0 0 0 0 0 1

 

 

 







    
    
    

    
    

 

 

 ىٕز آٍٚيي.فََٔٛ ُيَ ٍا ثٝ A ٚBدٌيَ ثَاي سبٍٖ٘ٛٞبي ٔٮىٛٓ 3-3توزيي 
1 1 1( . ) . .     A B  B A 

 

A 0 .ٙٛى اٌَسىيٗ ٘بٔييٜ ٔي Aسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ x  0ثَاي ثَهيx ٗاُاي .ٍٚ

Aَ0 .إز اٌَ سىيٗغي A x ٝ0فم٤ ٚلشي وx وٙيٓ وٝ ٔبسَئ . يبىآٍٚي ٔي

A ٌَغيَسىيٗ إز اٌَ ٚ فم٤ اdet 0A  ٚاٍسجب٣ ثيٗ وبٍثَىٞبي ايٗ ا٦ٝلاف ىٍ ى .
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، ٍا ىاٙشٝ ثبٙيAٓٙٛى. اٌَ يه ٕ٘بي٘ سَويجي اُ سبٍُٖ٘ٛٔيٙٝ ثٝ َٙف ُيَ ثيبٖ ٔي

.ٔٮبىِٝ 0Ax ٝٞبييه ٔؼٕٛ٭ٝ اُ ٔٮبىلار ِٕٞٔبٖ ثَ كٖت ِٔٛفx   ٍا ايؼبة

وٙي وٝ ايٗ ٔٮبىلار ىاٍاي ػٛاة غيَ ثييٟي إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ىسَٔيٙبٖ ٔبسَئ  ٔي

ٞبي ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ٕ٘بي٘، ( ٝفَ ثبٙي. ٭لاٜٚ ثَايAَٗيت )يٮٙي ٕ٘بي٘ ٔبسَيٖي١

ٍٕيٓ. ىٚثبٍٜ ثٝ ٘شبيغ ٔٚبثٟي ثَ إبٓ ىسَٔيٙبٖ ٔي، ٚ ٕ٘بي٘ ىٌٚبٖ ثَىاAٍىيٍَي اُ

، ىٞي. ٥جك سٮَيفٍا ٘ٚبٖ ٔيAَٔث٣ٛ ثٝ سبٍٖ٘ٛ "سىيٗ"ايٗ ٫ٛ١ٛٔ وبٍثَى ػّٕٝ 

ٙٛى ثب ىسَٔيٙبٖ ٔبسَئ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔيdetAوٝ ثب  Aىسَٔيٙبٖ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ

 ٞبي سَويجي آٖ ثَاثَ إز:ِٔٛفٝ
1

det  .j k pq

i m sta a a g a
g



   A  

ثٍَٕي ٔبثمي ٍا ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ، سٖبٚي اَٚ سٮَيفي إز ثَ إبٓ ٔٛاٍى ًوَ ٙيٜ

 ٞبي ٔشفبٚر ىيٍَي ٕٞب٘ٙي:ويٙٓ. فََٔٛٔي
1

det  
6

mnp i j k

ijk m n pa a a    A  

 ىٕز آيي.سٛا٘ي ثَ إبٓ ىسَٔيٙبٖ ثٝٔي

ٍٕب٘يٓ. سٕبْ هٛاٛ ٍٔٛى ٘٪َ َٞ سبٍٖ٘ٛ ٚ ٌوَ ٟٕٔي ثٝ دبيبٖ ٔيايٗ ثو٘ ٍا ثب س      

ىٕز آٍٚى. اغّت إشفبىٜ اُ سٛاٖ ثٝ٘لٜٛ ٭ّٕيبر سبٍٖ٘ٛي ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٍا ٔي

ٙٛى. أب اٌَ ٔٮبىِٝ يب ٭جبٍسي ٍا ثب ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي َْٕٔٛ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

ز آٍٚيٓ ٚ ثشٛاٖ ىٍ اىأٝ ايٗ ٘شيؼٝ ٍا ىٍ ىٕإشفبىٜ اُ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثٝ

ٌبٜ ثيبٖ ىليمي اُ ٫ٛ١ٛٔ هٛاٞيٓ ىاٙز. آٖ، ىٕشٍبٜ غيَ ٔوشٞبر ٕ٘بي٘ ىاى

سبٍٖ٘ٛ ىاٍاي ٔبٞيز ٚػٛىي إز ٚ ىٍ ٟ٘بيز سٕبْ ، ٌٛ٘ٝ وٝ ديٚشَ ٌفشٝ ٙي ٕٞبٖ

 ٘شبيغ ٚاثٖشٝ ثٝ آٟ٘ب ثبيي ٖٔشمُ اُ ىٕشٍبٜ ثبٙي.

 تجذيلّبي دٍتبيي تحت هَلفِ 3-3

سبٍٖ٘ٛي ثب َٞ ، ٘م٦ٝ ٘٪َي ٚػٛى ىاٍى وٝ ىٍ َٞ ف٢ب، ىٕز آٍٚىٖ لٛا٘يٗ سجييُثَاي ثٝ

سٛا٘ٙي ( ٚ لٛا٘يٙي ٍا ثَاي ثَىاٍٞبيي وٝ ٔي1-3دبيٝ ىاٍاي ٭َٙٞ يىٖب٘ي إز ٚ فم٤ )
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ىٕز آٍٚىيٓ. اثشيا ثب ٞبي يه سبٍٖ٘ٛ ثٍٝٝٛر ِٔٛفٝسلز لٛا٘يٗ سجييُ لَاٍ ٌيَ٘ي ثٝ

 ىٞيٓ:وٙيٓ. لَاٍ ٔي٫َٚٙ ٔي، ٞب ٚلشي دبيٝ ٔشمبثُ ٚػٛى ىاٍىٝسجييُ ِٔٛف
i j ij

ij i ja ae e e e 

 ٌيَيٓ:( ىٍ ٘٪َ ٔي3-3( ٚ)2-3اي ٍا ٕٞب٘ٙي)ٚ ١َة ٘م٦ٝ

. . .  . .i j ij

k ij m k i j ma ae e e e e e e e 

 وٙي:ايٗ ٍاث٦ٝ ايؼبة ٔي

(  . )(  . ) (  . ) (  . ),  i j ij

ij k m k i j ma a  e e e e e e e e 

 ثٙبثَايٗ

= .ij

km ki jma a g g 

 ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ىٍ ايٗ سجييُ ٚػٛى ىاٍى.ٙٛى وٝ ِٔٛفٝٔٚبٞيٜ ٔي

ٞبيي ثَاي سجييُ سٛاٖ فََٔٛٔي، ُيَ ثبٙيٚلشي سغييَ دبيٝ ىاٍاي ٙىُ وّي ، وٖٙٛا

 ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٕبهز: ِٔٛفٝ

.j

i i jAe e 

 اُ 
ij km km p q

i j k m k p m qa a a A A e e e e e e 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

(3-8              )                     .ij km i j

k ma a A A   

 سجييُ ٔٮىٛٓ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝثٝ

 
j

ij jAe e 

 ٙٛى ثٝٔٙؼَ ٔي

(3-9         )                         .ij km i j

k ma a A A   

 ىٞٙي:( ثب ٞٓ ٘شيؼٝ ٔي9-3( ٚ )8-3ٞبي )ٔٮبىِٝ

 .k i i

j k jA A  

 ، Aٞبي ٔوشّف٭جبٍر
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   ,

k

ij k l j i k l

i j kl i j l

k l i lij j k
i j j kkl i l

a a a a

a a a a









   

   

A e e e e e e e e

e e e e e e e e
 

 ٞبي سجييّي ىيٍَي ٕٞب٘ٙي:ٔٙؼَ ثٝ فََٔٛ

,                ,k l k l

ij i j kl ij i j kla a a aA A A A      

 ٚ 
. .

. .  ,              .j k j l i i l k

i i l k j k j la a a aA A A A  

 ٙٛى.ٔي

ىِيُ ٘بٌٍٔاٍي، 5-2ثب يبىآٍٚي ا٦ٝلاف ثو٘  
ija ٝٞبي ٍٚى ٚ ثٝ ِٔٛفٝٞبي ٞٓثٝ ِٔٛف

.ٞبيٙٛى. ِٔٛفٝٔٚبٞيٜ ٔي، Aدبىٍٚى

i

ja ٚ. j

ia ٝٙٛ٘ي.ٞبي سَويجي ٘بٔييٜ ٔئِٛف 

 خلاصِ كَتبُ

 ىاٍيٓ:

    a ,

k

k

ij k l j i k l

i j kl i j l

ij k l j i k l

i j kl i j l

a a a a

a a a









   

   

 A e e e e e e e e

e e e e e e e e
 

 وٝ

. . . .

. . .

,                ,   

,                ,  

,                  ,  

,                

ij i j kl ij i j kl

k l k l

k l k l

ij i j kl ij i j kl

i i l k i i l k

j k j l j k j l

j k j l j

i i l k i

a a a a

a a a a

a a a a

a a a

A A A A

A A A A

A A A A

A A

 

 

 

 

    

    

  

 . . k j l

i l kaA A 

 

 )اِف( لبٖ٘ٛ سجييُ ُيَ ٍا ثَ كٖت ٕ٘بىٌٌاٍي ٔبسَيٖي ثيبٖ وٙيي. 6-3توزيي 

ij i j km

k mb bA A    
 سىَاٍ وٙيي.، ٙىُ ُيَ)ة( ٖٔبِٝ ٍا ثَاي لبٖ٘ٛ سجييُ ثٝ

  .k m

ij i j kmb bA A 
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jٔمبىيَ 9-3توزيي 

iA ىٞي. آٟ٘ب سجييُ ف٢بيي سجييّي اُ يه دبيٝ ثٝ دبيٝ ىيٍَ ٍا ٔي

٘شيؼٝ يه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ وٙٙي ٚ ىٍ سٮَيف ٔي، ثبٙيٍٝٛر ٭ٍَّٕ ٔيٍا وٝ ثٝ

jٞبيهٛاٞيٓ ىاٙز. ايٗ سبٍٖ٘ٛ ٍا ثب ِٔٛفٝ

iA  ٓٛثٙٛيٖيي. ٖٔبِٝ ٍا ثَاي سجييُ ٔٮى

 سىَاٍ وٙيي.

 عولگزّبي دٍتبيي ديگز 3-6

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔيثٝ abٚcdاي ىٚ ػفز ١َة ٘م٦ٝ

( .  . ) .ab cd b c ad 
b . ٘شيؼٝ كبُٝ ١َة يه ػفز ثب ١َيت  c ََٛٔ3) ٞبي إز. ث٤ٖ ايٗ سٮَيف ٚ ف-

( ٚ 1-3) ٞب ٚ ثَىاٍٞب )ثب إشفبىٜ اُ( ثب سٛػٝ ثٝ ٭ُٕ ػ٬ٕ ثَ ٍٚي ػفز3-3( ٚ )2

وٙي. فَٟ ىٞي وٝ اُ ١َة ٘م٦ٝ اي ديَٚي ٔيلٛا٘يٗ ثَىاٍي( سٮياىي لبٖ٘ٛ ٍا اٍايٝ ٔي

 ٍٝٛر:ا٭ياى كميمي ثبٙٙي. ىٍايٗ  ٚثَىاٍ ٚ  a ٚb، ػفز A ٚBوٙيٓ
. ( ) . . 

( ) . . . .

   

  



 

  

 

  

  

A a b A a A b,
A B a A a B a

 

اسلبىٞبي ٔٚبثٟي ثَلَاٍ إز. ايٗ ٘شبيغ ٘ٚبٖ ، شمبثُٞبي ٔاي ثب سَسيتثَاي ١َة ٘م٦ٝ

هبٝيز ه٦ي ثٛىٖ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙيٜ ، ىٞٙي وٝ ىٍ ٍٞٙبْ وبٍ ثب ايٗ ٭ٍَّٕٞبٔي

 إز.

دَىاُيٓ. ثب كبِز ٕبىٜ اي ٚ ١َة ٔبسَيٖي ٔياوٖٙٛ ثٝ ٙجبٞز ِ٘ىيه ١َة ٘م٦ٝ

َ ٌَفشٝ ٚ آٟ٘ب ٍا ٍا ىٍ ٘٪ bٚ ثَىاٍ Aوٙيٓ. ػفزىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ٫َٚٙ ٔي

 وٙيٓ:ثيبٖ ٔي kiٖ٘جز ثٝ دبيٝ

,            .km j

k m ja b A i i b i 

 ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ

 (3-10)                                   .  c A b 

 ىاٍيٓ

. k km j

k k m jc a bi i i i 

 و٥ٍٝٛيثٝ
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3

1

.k kj j

j

c a b


 

ثٙيي ٔٮِٕٛي ىٍ ىٚ ٔٛلٮيز ثبلايي لَاٍ ٌَفشٝ ٚ ػ٬ٕ j)ٕ٘بى ػ٬ٕ ٍا ٚاٍى وَىيٓ ُيَا

 آيي:ىٕز ٔيثٝاي ُيَ ٙٛى(. ىٕشٍبٜ ٕٝ ٔٮبىِٝثٝ وبٍ ٌَفشٝ ٕ٘ي
1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

,

,

,

c a b a b a b

c a b a b a b

c a b a b a b

  

  

  

 

 

 

 يب
1 111 12 13

2 21 22 23 2

31 32 333 3

 .

c ba a a

c a a a b

a a ac b

    
    

    
    

    

  

 ٙىُ ُيَ هٛاٞيٓ ىاٙز:دٔ يه ٔٮبىِٝ ٔبسَيٖي ثٝ

(3-11)                                     c bA   

3ثَىاٍٞبي ٕشٛ٘ي ٚ  ٔبسَيٖي  c ٚbوٝ 3 ( ُٙجبٞز ثيٗ 11-3( ٚ )10-3إز. ا )

 ٞبي غيَ ىوبٍسيٙٛى. ايٗ ٙجبٞز ثَاي ىٕشٍبٜاي ٚ ١َة ٔبسَيٖي ىييٜ ٔي١َة ٘م٦ٝ

 سٛاٖ ٘ٛٙز:٭ٙٛاٖ ٔظبَ ٔي٘يِ لبثُ ث٤ٖ إز. دٔ ثٝ

,                .km j

k m ja b A e e b e 

c . ىٍ ايٗ كبِز A b وٙي: ايؼبة ٔي 

 . ,  k km km j

k k m j j k m jc a b a b e e e e e 

 ثٙبثَايٗ

.k kj

jc a b 

 دٔ ٔٮبىِٝ ٔبسَيٖي ٔشٙب٩َ ٭جبٍر إز اُ:
1 111 12 13

2 21 22 23 2

31 32 333 3

 .

c ba a a

c a a a b

a a ac b

    
    

    
    

    
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( ٘ٛٙز. ثبيي سٛػٝ ىاٙز آ٘ـٝ وٝ 11-3سٛاٖ ايٗ ٭جبٍر ٍا ٕٞب٘ٙي )ثب ىٍن ٔٙبٕجي ٔي

ىاٍ ثَكٖت ِٔٛفٝ ٞبي ٍٕٞٛى ثيبٖ ىٕز آٔي ثَ إبٓ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثٛى وٝ ػفز ٚ ثَثٝ

 ٙي٘ي:

,                .m
km

k j

ja b A e e b e 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

 mj

k km jc a g b 

 ٍٝٛر ُيَ إز:آيي. ٙىُ ٔبسَئ ٔشٙب٩َ ثٝىٕز ٔيٚ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ثٝ
11 12 13

1 111 12 13

21 22 23

2 21 22 23 2

31 32 33

31 32 333 3

 .

c ba a a g g g

c a a a g g g b

a a a g g gc b

     
     

      
     
     

  

اغّت ايٗ ٔٮبىلار ، اُ آ٘ؼبيي وٝ ا٘يئ ِٔٛفٝ ثَىاٍي سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه لبثُ افِاي٘ إز

 ٙىُ ُيَ ٘ٛٙز:سٛاٖ ثٍٝا ٔي
m

k kmc a b 
ٚ 

1

1 11 12 13

2

2 21 22 23

3
31 32 333

 .

bc a a a

c a a a b

a a ac b

    
    

     
    
    

  

 ٞبي ػفزىٚ ػفز ٍا ثٍَٕي ٔي وٙيٓ. ثَاي ِٔٛفٝاي وٖٙٛ ١َة ٘م٦ٝا

.  C A B 
ٞبي ٔوشّفي ٚػٛى ىاٍى. اٌَ سٕبْ كبِز، AٚBثٖشٝ ثٝ ؿٍٍٛ٘ي ا٘شوبة ثيبٖ 

 وبٍثجَيٓ ٚ ثٙٛيٖيٓ:ٞبي دبىٍٕٞٛى ٍا ثٝ ِٔٛفٝ

,             ,km km

k m k ma b A e e B e e 
 ٌبٜآٖ

kn

k ncC e e 
 وٝ

.kn km jn

mjc a g b 
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 ٍٚى ٕٞب٘ٙيٞبي ٞٓوبٌٍيَي ِٔٛفٝثٝ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝثٝ

,               ,k m m

km kma b A e e B e 
 ثٝ

k n

kncC e e 
 وٝ، ٙٛىٔٙؼَ ٔي

.mj

kn km jnc a g b 

 ٙٛ٘ي وٝ ىاٙشٝ ثبٙيٓ:ٞبي سَويجي ٚلشي ٩بَٞ ٔئِٛفٝ

,               .km k m

k m kma b A e e B e e 
 دٔ

.  . . km j n km j n kj n

k m jn m jn k jn ka b a b a b   C A  B e e e e e e e e 

 ثب سٮَيف

.

k kj

n jnc a b 

 ىاٍيٓ

. .k n

n kcC e e 
 وٙيٓ. ٞبي ىيٍَ ٍا ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ٔيثميٝ كبِز

n.ىٕز آٔيٖ فََٔٛ)اِف( ؿٍٍٛ٘ي ثٝ 6-3توزيي  kj

k jnc a b )ٍا ثلض وٙيي. )ة

ي ٞبٞبي ثبلا ٍا ٘ٚبٖ ىٞيي. )ح( اٌَ ِٔٛفٝؿٍٍٛ٘ي ١َة ٔبسَيٖي ٔشٙب٩َ ثب سٕبْ ٙىُ

 ىٞي؟ؿٝ اسفبلي ٍم ٔي، وبٍ ٌَفشٝ ٙٛىثٝ AٚBسَويجي ىٍ ٕٕز ٍإز ٭جبٍر 

سٛا٘ي ثيٗ ىٚ سبٍٖ٘ٛ ا٭ٕبَ ٙٛى. اٌَاي ٭ٍَّٕ ٔفيي ىيٍَي إز وٝ ٔي١َة ىٚ ٘م٦ٝ

ab  ٚcd وٙيٓ:سٮَيف ٔي، ػفز ثبٙٙي 

.. ( . )( . ).   ab cd = b c a d 
كبُٝ وٝ ، وٙيٓاي ٔياثشيا ثَىاٍٞبي ِ٘ىيه ثٝ ٞٓ ٍا ٚ ٕذٔ ثميٝ ٍا ١َة ٘م٦ٝ، يٮٙي

 آيي.ىٕز ٔيٍٝٛر ٭يى ثٝثٝ

A  ..، سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ ثبٙي A)اِف( اٌَ 7-3توزيي  E ٍٗا ٔلبٕجٝ وٙيي. اٍسجب٣ ثي

ٞبي سَويجي ؿٍٛ٘ٝ إز؟ )ة( فَٟ ثَ كٖت ِٔٛفٝ Aٍى ٔبسَئ ٕ٘بي٘ ىٞٙيٜ 
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سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ ثبٙٙي. ؿٙي ٙىُ ٔوشّف ِٔٛفٝ اي ٍا ثَاي وٕيز  A ٚBوٙيي 

..  A B .ثٙٛيٖيي 

ٚػٛى ىاٍى وٝ  A  ٚB٭ٍَّٕ ىيٍَي ثٝ ٍٝٛر ١َة ٭يىي سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ  أب

A  ثب  B ٙٛى. ١َة ٭يىي ثيبٖ وٙٙيٜ ث٤ٖ ٥جيٮي ٭ٍَّٕ ُيَ ثيٗ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

 إز:ab ٚcdٞبي ػفز
. .ab  cd = (a  c)(b  d) 

 خَاظ تبًسَرّبي هزتجِ دٍ  3-9

، َٔسجٝ ىٚسبٍٖ٘ٛٞبي ، هٛاٞيٓ ثٝ ػِييبر ثيٚشَي اُ دَوبٍثَىسَيٗ سبٍٖ٘ٛٞباوٖٙٛ ٔي

ٞب ثٝ ٙىُ ُيَ ٕ٘بي٘ ٙٛيٓ وٝ ؿٙيٗ سبٍٖ٘ٛي ثَكٖت ػفزثذَىاُيٓ. اثشيا يبىاٍٚ ٔي

 ىاىٜ ٔي ٙٛى:

a .ij

i jA e e 

ثب ٕ٘بي٘ ، ٌيَىاهشٕبلاً سبٍٖ٘ٛٞبيي ٍا وٝ ىٍ ٭ّْٛ وبٍثَىي ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٔي

 ٔبسَيٖي ُيَ ثيبٖ ٔي ٙٛى:

(3-12)                                      

11 12 13

21 22 23

31 32 33

.

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

 

ٍٝٛر ١ٕٙي دبيٝ ػفز سبٍٖ٘ٛ ثٝ، وٙيٓ( إشفبىٜ ٔي12-3اُ ٙىُ ٔبسَيٖي )ٚلشي 

، ٔظلا ىوبٍسي، إز.  اِجشٝ ٍٞٙبْ إشفبىٜ اُ ىٕشٍبٜ ٔٙلَٞ ثفَى ثَاي ف٢بي ثَىاٍي

ٞبي ٙٙبهشٝ ٙيٜ اُ ٘٪َيٝ ٞب إٞيز ؿٙيا٘ي ٘ياٍى. ديٟٚٙبى اييٜ٘ٚبٖ ىاىٖ ػفز

 ػفز ٚ ٕ٘بي٘ ٞبي ٔبسَيٖي اٍايٝ ىاى. ٔبسَئ ٞب ٍا ٔي سٛاٖ س٤ٕٛ سٙب٩َ ثيٗ 

 تزاًْبد تبًسَر 

)ثب ٔفْٟٛ سَاٟ٘بى ٫َٚٙ ٔي وٙيٓ. ثَاي ٔبسَئ )ijaA  ، ٔبسَئ سَاٟ٘بىTA  ٭جبٍر

 إز اُ:

( ).T ijaA  
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 وٙيٓ:سٮَيف ٔي A٭ٍَّٕ سَاٟ٘بى ٍا ثَاي سبٍٖ٘ٛ ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝثٝ

(3-13)                                        a .T ij

i jA e e 

سبٍٖ٘ٛ ػيييي ٍا ، ٕبيٚي اُ ا٘يئ ٞبي ٔشٙب٩َ ثب سَسيت ٔٮىٛٓايٗ ٭ٍَّٕ ثَ كٖت ٘

 ىٞي:ىٕز ٔيثٝ
.

. .T ij i j j i i j

i j ji i j j ia a a a   A e e e e e e e e 

 ٭جبٍر إز اُ: xٚ َٞ ثَىاٍ  Aٍاث٦ٝ ٔفييي ثَاي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ 

(3-14)                                      .. . TA  x x  A 

kٍاث٦ٝ ثبلا ثب 

kxx e ( ُ13-3ٚ إشفبىٜ ا) ٍٝٝٛر ُيَ سجييُ ٔي ٙٛى:ث 

.T ij

j iaA e e 

وبٍ ثَى. ٕٞـٙيٗ ثبيي سٛػٝ ىاٙز وٝ سٛاٖ ثَاي سٮَيف سَاٟ٘بى ثٝ( ٍا ٔي14-3ٔٮبىِٝ ) 

 ىاٍيٓ:Aثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ 

)T T (A A 

 سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ ثبٙٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: A  ٚBفَٟ وٙيي  8-3توزيي 

.. .. .T T A  B A  B A  B 

..سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ ثبٙي. Aفَٟ وٙيي  9-3توزيي  TA  Aٍٝا ثيبثيي. ٘ٚبٖ ىٞيي و

0.. T A  A ٌَاٌَ ٚ فم٤ اA 0 . 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ:، سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ ثبٙٙي A  ٚB)اِف( اٌَ  91-3توزيي 

. .. T T T(A  B) B A 
 سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ ثبٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: Cثَىاٍ ثٛىٜ ٚ  a  ٚb)ة( فَٟ وٙيي 

.. . . .T   a  C b = b  C a 
ٞبي سبٍٖ٘ٛ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ِٔٛفٝ، يه سبٍٖ٘ٛ غيَ سىيٗ َٔسجٝ ىٚ ثبٙيA)ح( اٌَ

1B A ََٛٔآيي:ىٕز ٔيٞبي ُيَ ثٝس٤ٕٛ ف 
1

.
2det

j jmn k l

i ikl m nb a a   
A

 

 )ر( ٍٚاث٤ ُيَ ٍا سلميك وٙيي:
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1 1 1 1

1 1 1 1

det (det ,                (  . ,

( ) ( ) ,                  ( )   

.

.T T

   

   

 

 

-1A A) A B) B A

A A A A
 

 افشايص تَاًي تبًسَرّب

 سٛاٖ ٭يى ٝليق ٔظجشي ٍٕب٘ي.  ٔٚبثٝ ثب ػجَ ٔبسَيٖي ٔي سٛاٖ سبٍٖ٘ٛ ٍا ثٝ
2 3 2 4 3, ,. , . .             A A  A               A A  A   A A  A    

ٞبي ُٞٙٛ ٕ٘بي٘ ىٞٙيٜ يه ٭ٍَّٕ ه٦ي إز. سٛاٖ kAسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ 

 ٙٛ٘ي:سٮَيف ٔي 1Aٞبي ٝليق ٔظجز ٍٝٛر افِاي٘ سٛاٖٝليق ٔٙفي ثٝ
2 3 1 4 3 1, ,. , . .       -1 -1 -2         A A   A             A A   A   A A   A    

ٞبي سٛاٖ ثب إشفبىٜ اُ ث٤ٖ سيٍّٛ سٛاث٬ ٔمئبسي ثَاي ٕبهشٗ سبث٬ايٗ ٭ٍَّٕٞب ٍا ٔي 

 وبٍ ثَى. ثَاي ٔظبَ:سبٍٖ٘ٛي ثٝ
2 3

1 ... .
1! 2! 3!

x x x x
e      

 ٍٝٛر ُيَ ٔٮَفي وَى:ٍا ثٝ Aسٛاٖ سبث٬ ٕ٘بيي سبٍٖ٘ٛ ثب سٛػٝ ثٝ ٍاث٦ٝ ثبلا ٔي
2 3

... .
1! 2! 3!

e     A A A A
E 

ٞبي ٔٮِٕٛي إز ٦ّٔك َٕي ٞبيي ٙجيٝ ٍَٕٞاييإبٓ ٫ٛ١ٛٔ ٍَٕٞايي ؿٙيٗ َٕي

eٍا ثجيٙيي(. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ 12-3ٙٛى )ثو٘ إشفبىٜ ٔي Aوٝ اُ َْ٘ سبٍٖ٘ٛ A 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝ سٮَيف وَى. ثٝسٛاٖ ثٕٝ٘بيٚي اُ يه ٭ٍَّٕ ه٦ي إز. سٛاث٬ ىيٍَ ٍا ٔي

 ٙٛى.ايٗ ٍٚٗ ىٍ ٦ٔبِٮٝ وٖٚب٘ي غيَ ه٦ي إشفبىٜ ٔي، ٭ٙٛاٖ ٔظبَ

 ٍ دبد هتقبرىتبًسَرّبي هتقبرى 

٘م٘ ٟٕٔي ٍا ايفب ، ٞبي سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚىٍ ثيٗ سٕبٔي ٍىٜ ٔشمبٍٖسبٍٖ٘ٛٞبي 

سبٍٖ٘ٛٞبي وٚ٘ ٚ سٙ٘ ٔٛػٛى ىٍ ٘٪َيٝ وٖٚب٘ي ٍا ٙبُٔ ، وٙٙي. ايٗ سبٍٖ٘ٛٞب ٔي

ٙٛى. سبٍٖ٘ٛ ايَٕٙي ؿٖٛ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه إز دٔ ٔشمبٍٖ إز. سٕبْ ايٗ سبٍٖ٘ٛٞب ٔي

 ٖٞشٙي:ىٍ ٍاث٦ٝ ُيَ ٝبىق 
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.TA A 
 ( ػبيٌٍاٍي وٙيٓ:14-3ٍاث٦ٝ ثبلا ٍا ىٍ )، ٔشمبٍٖ ثبٙي Aاٌَ 

 

(3-15)                                           .  .A  x x  A 

ٚ 

(3-16)                               ( .  ) . . ( . )A  x   y x A  y 

 

وٙي. ( ٝيق ٔي15-3ٙىُ )اي ثٝىٍ ٍاثEٝ٦هٛا٘ٙيٜ ثٝ يبى ٔي آٍٚى وٝ سبٍٖ٘ٛ يىٝ 

 ٙٛى اٌَ:٘بٔييٜ ٔي دبى ٔشمبٍٖ Aسبٍٖ٘ٛ 

.T A A 

ٞبي سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ ٚ دبى ٔشمبٍٖ ٍا ٔبسَئ ٞبي ٔشٙب٩َ ثب كبِز 99 -3 توزيي

٥ٍٛ ٖٔشمُ سٛا٘ٙي ثٝ ٞب ٔياٍايٝ ىٞيي. ثَاي يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ؿٝ سٮياىي اٍ ٔؤِفٝ

 ٔٚوٜ ٙٛ٘ي؟ ثَاي سبٍٖ٘ٛ دبى ٔشمبٍٖ ؿ٦ٍٛ؟ 

ٙٛ٘ي. ىٍ ١ٕٗ  ٥جيٮي ىٍ ٭ّْٛ فيِيه ٩بَٞ ٔي٥ٍٛ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ ٚ دبى ٔشمبٍٖ ثٝ

 هٛاٛ آٟ٘ب ىٍ ُيَ ٘ٚبٖ ىاىٜ ٙيٜ إز.

ٍٝٛر ٔؼ٫ٕٛ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ ٚ دبى سٛاٖ ثٝ َٞ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ٍا ٔي 9-3قضيِ 
 ٔشمبٍٖ سؼِيٝ وَى:

A B+C 
TBوٝػبيي B ٚT C C. 

 ىٞيٓ لَاٍ ٔي :احجبت
1 1

( ) ( ),
2 2

T T  ,          B A +A C A A 

                                               وٙيٓ.              ٞب ٍا ثٍَٕي ٔيٚ سٕبٔي ٌِاٍٜ

ٍٝٛر ُيَ ٞبي ٔشمبٍٖ ٚ دبى ٔشمبٍٖ ثٝسٛاٖ ثٝ ثو٘ ٍا ٔيab٭ٙٛاٖ ٔظبَ ػفز ثٝ

 سؼِيٝ وَى:  

   
1 1

.
2 2

+ab = ab+ba ab ba 
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..0دبى ٔشمبٍٖ ثبٙي. ٘ٚبٖ ىٞييBٔشمبٍٖ Aٚاٌَ 99 -3توزيي  A  B. 

ىٞيي  ٘ٚبٖ، ثب لٖٕز ٔشمبٍ٘٘ ػبيٍِيٗ ٙٛىAاٌَ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ 93 -3توزيي 

.وٝ ٙىُ َٔثٮي .  x  A  x وٙي. سغييَ ٕ٘ي 

ijثب فَٟ ايٙىٝ

i jcC i i سٛا٘يٓ  ٔي، يه سبٍٖ٘ٛ دبى ٔشمبٍٖ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ثبٙي

 ٞبي٦ٔبثك فََٔٛ
1 32 2 13 3 21c ,          c ,                c ,        

 ثَىاٍ ُيَ ٍا ثٖبُيٓ:

.k

k  i 
 سٛاٖ ثٍَٕي وَى وٝ ٥ٍٛ ٖٔشميٓ ٔيإٓب٘ي ٚ ثٝثٝ

  . .      C  x  x,               x  C  x , 
، ٙٛ٘ي ٘ٛٙشٝ ٔيٞب ىٍ ٙىُ غيَ ٔوشٞبسي ٘يِ  يه ثَىاٍ ىِوٛاٜ إز. ايٗ فxََٛٔوٝ

سٛا٘ي ثَاي َٞ ىٕشٍبٜ ىِوٛاٜ  ثٙبثَايٗ آٟ٘ب ىٍ َٞ ىٕشٍبٞي ثَلَاٍ٘ي. هٛا٘ٙيٜ ٔي

 ىٕز آٍٚى. ٙٛى ٍا ثٝ ٘بٔييٜ ٔي ثَىاٍ ِٔىٚعوٝ ، ٞبيي ثَاي فََٔٛ

ijٞبي هبٍػي سبٍٖ٘ٛ ١َة

i jaA e eٍثَىا ٚx ٙٛ٘ي. س٤ٕٛ فََٔٛ ُيَ سٮَيف ٔي 

.   ,    ij ij

i j j ja a     ( (A x e e x)      x A x e )e 

    ٘ٚبٖ ىٞيي 96 -3توزيي   C E  E. 

 ٍيضُ ٍ ثزدارّبي ٍيضُ تبًسَر هزتجِ دٍم هتقبرىهقبديز   3-6

ىٞي ٍا ثٍَٕي  ىٕز ٔيسَي اٍ سبٍٖ٘ٛ ٍا ثٝاوٖٙٛ ايٗ ٕؤاَ وٝ ويأيٗ دبيٝ ٙىُ ٕبىٜ

َٔسج٤ ، ٞب ثٝ ٔمبىيَ ٚيْٜ ٚ ثَىاٍٞبي ٚيْٜ وٙيٓ. ؿٖٛ ٕؤاَ ٔٚبثٝ ىٍ ٘٪َيٝ ٔبسَئ ٔي

 بييىٞيٓ. ىٚس ايٗ ٔفبٞيٓ ٍا ثَاي سبٍٖ٘ٛٞب سٮٕيٓ ٔي، إز

( ,  ) ( ) x        x 0 
 ٙٛى اٌَ ٔٮبىِٝ ُيَ ثَلَاٍ ثبٙي ٘بٔييٜ ٔي ُٚع ٚيْٜ

(3-17                                     . .A  x= x 

ىٕز ىٞي. ٍا ثxٝثَىاٍ ٔشٙبٕت ثبxٍٚيAإز اٌَ ٭ُٕ Aيه ثَىاٍ ٚيxْٜثٙبثَايٗ

 ٙىُ ُيَ ٘ٛٙز:سٛاٖ ثٝ (  ٍا ٘يِ ٔي17-3ٔٮبىِٝ )
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. 0.(A E)  x= 

اوٖٙٛ لَاٍ ٌَفشٗ يه ثَىاٍ ىٍ ٕٕز ٍا ثيبثيي. abػفز ٚيْٜ ػفز 99 -3توزيي 

. وٙيٓ: ؿخ ٍا أشلبٖ ٔي x  ab x ثبيي ثيا٘يي وٝ ايٗ ثَىاٍ ٚيْٜ ثب لجّي ٔشفبٚر .

إز ٚ ثٙبثَايٗ ٔٮَفي ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ؿخ ٚ ٍإز ثب ٔٮٙي إز. ىٍ كبِشي وٝ سبٍٖ٘ٛ 

 ا٘ي.  ٔشمبٍٖ ثبٙي ايٗ ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ٦ٙٔجك

ٍٝٛر ثبٙٙي وٝ ثٝ ٔي Aٞبي ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ ػٛاةAٔمبىيَ ٚيْٜ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ

 ( ٭جبٍر إز ا17ُ-3اي ) آيٙي. ٙىُ ٔؤِفٝ ىٕز ٔيُيَ ثٝ

.  ij k i

i j k ia x xe e e e 

 يب 

 .ij k k i

jk i k ia x xg  e e 

 

 ٙىُثب ٘ٛٙشٗ ايٗ ٍاث٦ٝ ثٝ 

.( ) 0,i i k

k ka x  

ٍا هٛاٞيٓ ىاٙز. يه ػٛاة ٘بثييٟي kxىٕشٍبٞي اُ ٕٝ ٔٮبىِٝ ِٕٞٔبٖ ثب ٕٝ ٔشغيَ

 ىاٍيٓ اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ىسَٔيٙبَ ٔبسَئ ١َايت ٝفَ ٙٛى: 
1 1 1

.1 .2 .3

2 2 2

.1 .2 .3

3 3 3

.1 .2 .3

0.

a a a

a a a

a a a









 



 

 ثبٙي.ثب ٘ٛٙشٗ ايٗ ٔٮبىِٝ ثٝ ٙىُ ٔي2Aايٗ ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ

(3-18)                     3 2

1 2 3( ( ( 0) ) )I I I      A A A 
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ثٙبثَايٗ كياوظَ ٕٝ ٔمياٍ ٚيْٜ ، ٔىٮجي إزوٙيٓ وٝ ايٗ ٔٮبىِٝ ثَ كٖت سٛػٝ ٔي

1ٔشٕبيِ 2 3, ,  1ٞبي ىاٍيٓ. ١َيت( )I A ،2( )I A ٚ3( )I A ٗىٚٔيٗ ٚ ٕٛٔيٗ، اِٚي 

 ٙٛ٘ي: ثَ كٖت ٔمبىيَ ٚيْٜ ثيبٖ ٔي ٞبي ٚيشٝ فََٔٛ٘بْ ىاٍ٘ي ٚ س٤ٕٛ  Aدبيبي

1 1 2 3

2 1 2 1 3 2 3

3 1 2 3

( ,

( ,

( .

)

)

)

I

I

I

  

     

  

  

  



A

A

A

 

)1سٛاٖ ٔٚبٞيٜ ٕ٘ٛى وٝ إٓب٘ي ٔيثٮي اُ ٕ٘بي٘ سبٍٖ٘ٛ ىٍ ٙىُ ل٦جي ثٝ )I A   ٚ

3( )I A ٝسَسيت ٍى ٚ ىسَٔيٙبَ سبٍٖ٘ٛثAثبٙٙي.  ٔي 

 ، ىٍ كميمز

2 2

1 2 3

1
( tr ( tr tr , ( det

2
) , ) ) .I I I             A A      A  A A     A A 

دبيبٞب ٚ ٔمبىيَ ٚيْٜ سبٍٖ٘ٛٞب ٘م٘ ٟٕٔي ىٍ فََٔٛ ثٙيي لٛا٘يٗ ، ىٍ وٖٚب٘ي غيَه٦ي

، (2005َِي )، (1990َٔاػ٬ =َِي )، ٭ٙٛاٖ ٔظبَوٙٙي. ثٝ ايفب ٔيٌٛ٘بٌٖٛ ٕبهشبٍي 

 ٔلاك٪ٝ ٙٛ٘ي.  (>1997اٌٚيٖ )

ٚلشي دبيٝ ىوبٍسي ٔوٞٛٝي ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى ىاٍاي ٔبسَئ Aسبٍٖ٘ٛ 96-3توزيي 

 ُيَ إز

0 1

2 1 0 .

0 1 2

 
 

 
 
 

1

 

 ٍا ثيبثيي.Aىٚٔيٗ ٚ ٕٛٔيٗ دبيبٞبي اّٝي، اِٚيٗ

ٞبي ٔشمبٍٖ ٚٔمياٍ كميمي ٔبسَئ، ئٟٕشَيٗ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ اٍ ٘٪َ وبٍثَى

٭ٙٛاٖ ثبٙٙي. ثَاي سبٍٖ٘ٛ ٔمياٍ كميمي وٝ ثٝ اي ٔيٞب ىاٍي هٛاٛ ٚيْٜثبٙٙي. ايٗ ٔي

يه ٭ٍَّٕ ىٍ ف٢بي ٔوش٤ّ
3

( 16-3ٞبيي ٔٚبثٝ ثب) فََٔٛ، ٙٛى ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي 

 هٛاٞيٓ ىاٙز:

(3-19   )                   ( .  ) . . ( . ) .A  x   y x  A   y   
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وٙيٓ وٝ ثبٍ ثَ ٍٚي يه ٭جبٍر ىلاِز  ايٗ ٦ّٔت ىٍ اىأٝ ثىبٍ هٛاٞي ٍفز. يبىآٍٚي ٔي

 ثَ ِٔىٚع ٔوش٤ّ ىاٍى. 

، ثبٙٙي. ٭لاٜٚ ثَ ايٗكميمي ٔي، ٔمبىيَ ٚيْٜ يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ كميمي 9-3قضيِ 
 .ثبٙٙيثَىاٍٞبي ٔشٙب٩َ ثب ٔمبىيَ ٚيْٜ ٔشٕبيِ ٔشٮبٔي ٔي

ثبٙي وٝ Aيه ٔمياٍ ٚيْٜ اُٔشمبٍٖ كميمي ٚ يه سبAٍٖٛ٘. فَٟ وٙيٓاحجبت

xٔشٙب٩َ ثب ثَىاٍ ٚيْٜ  إز ثٙبثَايٗ 0

. .A  x x 
 هٛاٞيٓ ىاٙز:xاي ىٚ ٥َف ايٗ ٔٮبىِٝ ىٍ ثب ١َة ٘م٦ٝ 

 .  
.

.

.


A  x x
=

x  x
 

2، كميمي إز. ىٍ كميمزوٙيٓ وٝ اوٖٙٛ طبثز ٔي
.x  x = x ٔظجز إز. ثَاي

ٔٚبٞيٜ ٔمياٍ كميمي ثٛىٖ .A . x x ،٘ٛيٖيٓ ٔي 

   

 

 .  

               . 

. . .

.

A  x x x A  x

A  x x
 

ايٓ(.  ( إشفبىٜ وَى19ٜ-3)اُ هبٝيز ١َة ىاهّي ىٍ ف٢بي ه٦ي ٔوش٤ّ ٚ ٕذٔ ) 

ٞبي ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ىٍ يه ىٕشٍبٜ ٔٮبىلار ه٦ي  ٔؤِفٝ، ٔظجز إزؿٖٛ ٔمياٍ ٚيْٜ

 ثبٙٙي.  ٌِا آٟ٘ب ٘يِ كميمي ٔي، ا٘ي ِٕٞٔبٖ ثب ١َايت كميمي ٝبىق

 وٙيٓ  فَٟ ٔي، ثَاي اطجبر لٖٕز ىْٚ ل٢يٝ

1 1 1 2 2 2,                  ,   . . A  x = x A  x = x 
2وٝ  1 ُىٕز هٛاٞيٓ آٍٚىٞب ثٝايٗ . ا 

1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 . ) . ,               . ) . ,  . . x x =(A  x x x x =(A  x x 
 وٙي وٝ  ٚ سفب١ُ آٟ٘ب ايؼبة ٔي

1 2 1 2 2 1 1 2 )    ( . . . .  . 0.    x  x =x  A  x x  A  x 
 ٍٚاُ ايٗ 

 (3-20  )                                 1 2  0.x . x  
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1سٛاٖ هٛاٛ ىيٍَي اُ ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ( ٔي20-3اُ ) 2,x  x  ٝوٝ ثٝ ٔشٮبٔي سٮٕيٓ يبفش

 ىٕز آٍٚى:ٔٮَٚف إز ٍا ثٝ

1 2  .  . 0.x A  x   
ثب ٔمبىيَ ٚيْٜ ٔشٕبيِ يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ايٗ ٍاث٦ٝ وٝ ثَاي ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ٔشٙب٩َ 

 ثَلَاٍ إز ىٍ وبٍثَىٞب ٔفيي إز.  Aكميمي

ثَىاٍٞبي ، )٘ٝ ِِٚٔبً ٔشمبٍٖ(A٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ىٍ َٞ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ 97-3توزيي 

 ا٘ي.  ٚيْٜ ٔشٙب٩َ ثب ٔمبىيَ ٚيْٜ ٔشٕبيِ ٖٔشمُ

ٔشٕبيِ يب وٕشَ سٛاٖ ىٍيبفز وٝ ٕٝ ػٛاة  ٔي، ىٍ كُ ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ ثَ كٖت

ثَاي َٞ xٌبٜآٖ، ثبٙيAيه ثَىاٍ ٚيxْٜٚػٛى ىاٍى. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيٓ وٝ اٌَ

0  ٍَيه ثَىاٍ ٚيْٜ ىٍ كي ١َة يه طبثز ٔٮيٗ  ، ٘يِ ؿٙيٗ إز. ثٝ ثيبٖ ىي

سٛاٖ ىٕشٍبٞي ٔوشٞبر ىوبٍسي  ٔي، ٙٛى. ثٙبثَايٗ ٌَٞبٜ ٔمبىيَ ٚيْٜ ٔشٕبيِ ثبٙٙي ٔي

 jiaٞبي ٍا ثَكٖت ٔؤِفAٕٝبهز ٚ ٕذٔ سبkxٍٖٛ٘اُ ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ٔشٮبٔي

 ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ وَى: ثٝ

.ji i jaA= x x 

ٍا اُ Aٞبي سٛا٘يٓ ٔؤِفٝ دبيٝ ٔشمبثُ ٘يِ ؿٙيٗ ثٛىٜ ٚ ٔي، ىوبٍسي إزkxؿٖٛ ىٕشٍبٜ

 ٍاث٦ٝ ُيَ ٔلبٕجٝ وٙيٓ.

.  . ij i ja  x A x 

 سٛا٘يٓ ثٙٛيٖيٓ ٔي، ٞب ٘يِ ثَىاٍ ٚيْٜ ٖٞشٙيixؿٖٛ

,. j j jA x = x 

 ىٞي ىٕز ٔياُ ٕٕز ؿخ ث١ixَٝة ىاهّي ىٍ

.  . .. j

i j i j j j i x A  x =x x = 

iثٙبثَايٗ ١َايت ػفز jx x ٍىA ، َفم٤ ٚلشي غيَ ٝفَ ٖٞشٙي وٝ آٟ٘ب ىٍ ٍٚي ل٦

 Aٞبي ل٦َي ٔمبىيَ ٚيْٜ ايٗ ىٍايٝ، ٭لاٜٚ ثَايٗ، لَاٍ ٌيَ٘ي Aاّٝي ٔبسَئ ٔشٙب٩َ

 سٛا٘يٓ ثٙٛيٖيٓ ثبٙٙي. ثٙبثَايٗ ٔي ٔي

(3-21)                                         
1

.i i i

i





3

A= x x 



 99           : تبًسَرّب                                                                             3فصل 

 

، ٙٛى. ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ٕبُ٘يٜ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٘بٔييٜ ٔي Aٕ٘بي٘ ٔشٮبٔيايٗ ٍاث٦ٝ 

ل٦َي ٭ٙٛاٖ اٗ ٍا ثٝىٞٙي ٚ فَايٙي َٔاػٮٝ ثٝ ٔلٍٛٞبي اّٝي ا ٔيٍ Aٔلٍٛٞبي اّٝي
 ٙٙبٕٙي.  ٔي ٕبُي

ٌبٜ ٔمبىيَ آٖ، ىاٙشٝ ثبٙيٚلشي ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ يه سبٍٖ٘ٛ وٕشَ اُ ٕٝ ٍيٚٝ ثَاي

ٍا ثَكٖت دبيٝ ىوبٍسي Aسٛاٖ ٔي، ٔشمبٍٖ ثبٙيA٘بْ ىاٍ٘ي. اٌَ سجبٞييٜٚيْٜ سىَاٍي 

وبٍ ٌَفز. ٔشٙب٩َ ثب يه ٍيٚٝ ٞبي ٔشمبٍٖ ٍا ثٝ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٚ كمبيك ٘٪َيٝ ٔبسَئ

يه ُيَ ف٢ب اُ ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ٍا هٛاٞيٓ ىاٙز. اٌَ، ؿٙيٌب٘ٝ اُ ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ

1 2 ُٚع سٛاٖ يه  ٌبٜ ايٗ ُيَ ف٢ب ىٚ ثٮيي إز ٚ ٔيآٖ، يه ٍيٚٝ ٢ٔب٭ف ثبٙي

ٔشٕبيِ  1 ٚ3ٔشٮبٔي وٝ ثَ ثَىاٍ ٚيْٜ ْٕٛ ٭ٕٛى ٖٞشٙي ٍا ا٘شوبة وَى )ؿٖٛ

ٔمياٍ ٚيْٜ ٭ٙٛاٖ ٖٞشٙي(. ؿٙيٗ ٔمبىيَ ٚيْٜ ٔشٙب٩َ ثب ىٚ ثَىاٍ ٚيْٜ ٖٔشمُ ه٦ي ثٝ
1ٙٛى )ؿٙيٌبٍ٘ي ىٚ(. اٌَ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي ؿٙيٌب٘ٝ 2 3    ،ٌٖبٜ َٞ ثَىاٍي آ

بٜ ىوبٍسي يه ٔمياٍ ٚيْٜ اُ ؿٙيٌبٍ٘ي ٕٝ ٚ ثب ا٘شوبة يه ىٕشٍ، يه ثَىاٍ ٚيْٜ إز

ٙٛى وٝ سبٍٖ٘ٛ ٍٔٛى ثٍَٕي ثب ثب  ايٗ كبِز ُٔب٘ي دييياٍ ٔي، هٛاٞيٓ ىاٙز. ثَٟكبَ

 ٘بْ ىاٍى.  سبٍٖ٘ٛ ٌٛي، ٔشٙبٕت ثبٙي. ؿٙيٗ سبٍٖ٘ٛي Eسبٍٖ٘ٛ يىٝ

 ٥ٍٛ ٖٔشميٓ ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ يه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ )٘ٝ ِِٚٔبً ٔشمبٍٖ( ثبثٝ 98-3توزيي 

ٔشٙب٩َ ثب َٞ ٔمياٍ ٚيْٜ ىاٍاي ثي٘ اُ يه ثَىاٍ ٚيْٜ ، ىاٙشٗ ٕٝ ٔمياٍ ٚيْٜ ٔشٕبيِ

 ٖٔشمُ ه٦ي ٘يٖز. 

 ّبهيلتَى -قضيِ كيلي   3-7

وٙي وٝ َٞ ٔبسَئ َٔثٮي ىٍ ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ هٛى  ثيبٖ ٔي ٞبٔيّشٖٛ -ل٢يٝ ويّي

2وٙي. ثَاي ٔظبَ ٔبسَئ ٝيق ٔي 2 
a b

c d
A

 
 
 

 

 ىاٍاي ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ ُيَ إز

2 (   )  ( ) 0,
a b

a d ad bc
c d








   


= 
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 وٙي ىٍ ٍاث٦ٝ ُيَ ٝيق ٔي Aٌٛيي وٝ هٛى ٞبٔيّشٖٛ ٔي -ل٢يٝ ويّي ٚ
2 (   ) ( ) 0,a d ad bcA A I    

2ٔبسَيIٔوٝ ىٍايٙؼب  2 .إز ٚ ٝفَ ٕٕز ٍإز ىلاِز ثَ ٔبسَئ ٝفَ ىاٍى

وٝ ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ Aٞبٔيّشٖٛ ثَاي يه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ -ل٢يٝ ويّي، ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ثٝ

 وٙي ُيَ ٝيق ٔي ىٍ ٔٮبىِٝ Aوٙي وٝ (  ىاىٜ ٙيٜ إز ثيبٖ ٔي18-3آٖ س٤ٕٛ )

(3-22     )      3 2

1 2 3( ( () ) ) .I I I  A A A A A+ A E=0  

ٕ٘بي٘ ىٞيٓ.  Aٍا ثَ كٖت سٛا٘بٞبيي وٛؿىشَ 3Aىٞي وٝ ايٗ ٍاث٦ٝ ثٝ ٔب اػبُٜ ٔي

ٞبي  ٍا ثَكٖت سٛا١4Aَٖة وَىٜ ٚ ٕذAٔ( ٍا ى22ٍ-3سٛاٖ ) ٔي، ٭لاٜٚ ثَ ايٗ

سٛاٖ ايٗ ٍٚ٘ي ٍا اىأٝ ىاى ٚ ٟ٘بيشبً َٞ سٛاٖ ٍٔٛى  ٕ٘بي٘ ىاى. آٙىبٍ إز وٝ ٔي Aوٕشَ

َ٪٘Aٍا ثَكٖتE ،Aٚ2A ٞبي ثوٞٛٝي ٔفيي إز  ثيبٖ وَى. ايٗ ىٍ وبٍثَى

ٌٚشبٍٚ غيَ ه٦ي( ػبيي وٝ سٛاث٬ سبٍٖ٘ٛ س٤ٕٛ َٕي سيٍّٛ وٛسبٜ ٙيٜ ، ٭ٙٛاٖ ٔظبَ )ثٝ

 ٙٛ٘ي.  ٥ٍٛ سمَيجي ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي ثٝ

 

ٞبٔيّشٖٛ ٍا ثَاي كبِز سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ اطجبر وَى. ؿٙيٗ  -سٛاٖ ل٢يٝ ويّي ٝ إٓب٘ي ٔيث

i( إز و21ٝ-3ىاٍاي ٕ٘بي٘ )Aسبٍٖ٘ٛ ii x ،ُْٜيَا ثَىاٍٞبي ٚيix سٚىيُ يه

 ىٞٙي: دبيٝ ٔشٮبٔي يىٝ ٔي
3

1

. i i i

i




A= i i 

 ىاٍيٓ
3 3 3 3

2 2

1 1 , 1 1

. .. i

i i i j j j i i j j j i i i

i j i j i

     
   

   A =A A= i i i i = i i = i i 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝثٝ 

(3-23        )             
3

3 3

1

. . . i i i

i




A = A A  A= i i 

 ( ىاٍيٓ: 23-3اْ ىٍ ٭جبٍر )iشٗ ٔمياٍ ٚيْٜ ٌَىيٓ ٚ ثب ٘ٛٙ ( ثَٔي18-3ثٝ ٔٮبىِٝ )
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3
3 2

1 2 3

1

3 3 3
2

1 2 3

1 1 1

2

1 2 3

( ( (  

    (   ( (

    ( ( (

)

) ) )

) ) ) ,

i i i i

i

i i i i i i i i

i i i

I I I

I I I

I I I

 

 



  

   

 

 



  

A = A A) A) i i

= A i i A i i A i i

= A A A A A E

 

 ٕٞب٦ٍ٘ٛ وٝ هٛإشٝ ٙيٜ ثٛى.

1اٌَ 99-3توزيي 1 2 1 2 2 3 2  A=i i i i i i i i ،ٝٞبٔيّشٖٛ -وبٌٍيَي ل٢يٝ ويّيثب ث ،
3A 2ٍا ثَكٖتA ،A ٚE .ثٙٛيٖيي 

 خَاظ ديگز تبًسَرّبي هزتجِ دٍم 8 -3

 تبًسَرّبي دٍراى
 ٙٛى اٌَ ىٍ ٔٮبىِٝ ُيَ ٝيق وٙي ٘بٔييٜ ٔي ٔشٮبٔي Qسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ

. . .T TQ  Q =Q Q=E 
 ٙٛى وٝ ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي ٔٚبٞيٜ ٔي

1.T  Q =Q 
 ٭لاٜٚ ثَ ايٗ

det 1. Q 
d، ىٍ كميمز e t  Q َٞبي ٞبي سَويجي ٔؤِفٝ ٞبي ٔبسَئ س٤ٕٛ ىسَٔيٙبQ  ٗٔٮي

ثَاي ، ٞب ٙٛى. ثٝ ىِيُ هٛاٛ ىسَٔيٙبَ يه ٔبسَئ ٚ سٙب٩َ ثيٗ سبٍٖ٘ٛٞب ٚ ٔبسَئ ٔي

 ىاٍيٓ:AٚBٝ ىْٚسبٍٖ٘ٛٞبي َٔسج

det( ) det det  .A  B = A B 
ٚ 

det det .TA= A 
 ثٙبثَايٗ 

21 det det  det det   T E= Q Q =( Q) 
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٘بٔيٓ اٌَ  ٍَٕٜا سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي  Qٕٞب٦ٍ٘ٛي وٝ هٛإشٝ ٙيٜ ثٛى. سبٍٖ٘ٛ 

det 1 Qٍٖٛ٘؛ سبQ ٘بٔيٓ اٌَ ٘بَٕٜ ٍا سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔيdet 1 Q . 

1)اِف( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ 91-3توزيي 1 2 2 3 3  Q = i i i i i i  ٔشٮبٔي إز. آيب

 ٔشٮبٔي ثبٙي ٘ٚبٖ ىٞيي Qايٗ سبٍٖ٘ٛ ٘بَٕٜ إز؟ )ة( اٌَ
kj k

ij iq q = 

 ؿٙيٗ إز.  n٘يِ ثَاي َٞ ٭يى ٝليق nQٔشٮبٔي ثبٙي ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ Q)ح(  اٌَ

 ٌيَيٓ. ٭ٙٛاٖ يه ٭ٍَّٕ ىٍ ف٢بي ٕٞٝ ثَىاٍٞب ىٍ ٘٪َ ٔيٍا ثٝ Qاوٖٙٛ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي

كبف٨ ا٘ياُٜ ثَىاٍٞب ٚ ُاٚيٝ  Q٭ٍَّٕ سٮَيف ٙيٜ س٤ٕٛ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي 3-3قضيِ 
  ٞبي ثيٗ آٟ٘ب إز.

 ٍا ىٍ٘٪َ ثٍيَيي:x  y.ىاهّيٍٚي ىٚ ٥َف ١َةQوبٌٍيَيُ اُ ثٝ٘شيؼٝ كبٝ احجبت.

( . ) . ( . ) ( . ) . ( . ) . . . . . . .T TQ  x   Q  y = x  Q  Q  y =x  Q  Q  y=x  E  y=x  y 
: y=xىٞيٓ  لَاٍ ٔي، ثَىاٍ إز، كبف٨ ا٘ياُٜ Qاثشيا ثَاي ايٙىٝ ٘ٚبٖ ىٞيٓ 

2 2
.Q  x = xُٗاٚيٝ ٞب ، ثب سٛػٝ ثٝ سٮَيف ١َة ىاهّي ثَ كٖت وٖيٙٛٓ، . ثٙبثَاي

  ٙٛ٘ي.                                                                                  ٘يِ كف٨ ٔي

سَ ايٗ كبِشي ثَاي ٥ٍٛ ىليكوٙي. )ثٝثَ ىٍٚاٖ سٕبْ ثَىاٍٞبي ف٢ب ىلاِز ٔي Q٭ُٕ

ٜ ٔوشٞبر ىِيُ سغييَ ىٕشي ىٕشٍبوٝ سبٍٖ٘ٛ ٘بَٕٜ ثٝىٍكبِي، سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي َٕٜ إز

ٙٛى.( ايٗ ١ٚٮيز ٔٚبثٝ كبِز ػٖٓ ػبٔيي إز وٝ ثب ٔىبٖ ثب٭ض ثبُسبة ٔلٍٛي ٔي

ٍٝٛر ثَىاٍي ثب اثشياي ٚال٬ ىٍ ٔجيا طبثز ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٚ ا٘شٟبيي وٝ ثَ اي ثٝ٘م٦ٝ

ٍٝٛر اي طبثز ثٝٙٛى. َٞ ٫ٛ٘ كَوز ػٖٓ ػبٔي ثب ٘م٦ٝسٮَيف ٔي، ٘م٦ٝ لَاٍ ىاٍى

ٙٛى. اغّت ٔٮبىلار فيِيه اي ٔٚوٜ ٔئلٍٛي وٝ ثب ُاٚيٝ ىٍٚا٘ي إز ٖ٘جز ثٝ

، ٙٛ٘ي وٝ سلز ىٍٚاٖ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ثب ٔىبٖ ٘بٔٮيٗ ىٍ ف٢باي ٔٮَفي ٔيٌٛ٘ٝ ثٝ

ٔب٘ٙي. ؿٙيٗ ٘بٍٚىايي سلز ىٍٚاٖ لبثُ اطجبر إز ٚ ىٍ ثو٘ ثٌٍِي اُ ٘بٍٚىا ثبلي ٔي

سٛا٘ي سغييَي ىٍ ٙىُ ثَاي سٕبْ ثَىاٍٞبي َٔسج٤ وٝ ٕ٘ي Qوبٌٍيَيآٖ ثب ٕ٘بي٘ ثٝ

 لبثُ ا٘ؼبْ إز. ، ٚػٛى آٍٚىٍٚاث٤ ثٝ
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، سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ثَهي وٕيز ٞب ٕٞيٚٝ سلز ىٍٚاٖ ٘بٍٚىا ٖٞشٙي. يىي اُ آٟ٘ب

)1اِٚيٗ ٘بٍٚىاي )I A  ٝٙٛى ٚ ٘بٔييٜ ٔي ٍى سبٍٖ٘ٛثَاي يه سبٍٖ٘ٛ إز. ايٗ وٕيز و

) trثب  )A ٔ ٜثب ػ٬ٕ ِٔٛفٝ ٞبي سَويجي ل٦َ، ي ٙٛىٕ٘بي٘ ىاىA:ثَاثَ إز 
.tr ( ) .i

iaA 
 ٍٝٛر ٔٮبىَ ُيَ ٘ٛٙز:  سٛاٖ ٍى ٍا ثٝىٍ ٙىُ غيَ ٔوشٞبسي ٔي

tr ( ) ..   A =E  A=E A 
ىٕز آٍٚى(. ثَاي ٘ٚبٖ ىاىٖ ٘بٍٚىايي سبٍٖ٘ٛ ُيَ ٍا ىٍ ٘٪َ ٍا ثٝسٛا٘ي آٖ)هٛا٘ٙيٜ ٔي

 ٌيَيٓ:ٔي

a ( ) .

a ( )( ).

. . . ( ) . 

. ( )

. .

T ij T

i j

ij T

i j

ij

i j

a

             =   

Q  A  Q =Q  e e  Q

Q  e  e Q

             = Q  e Q  e

 

يبفشٝ إز وٝ ثٝ ٭ٙٛاٖ ايٗ ٍاث٦ٝ ٕ٘بيٚي اُ يه سبٍٖ٘ٛ ىٍٚاٖ ، ٙٛىٔٚبٞيٜ ٔي

آيي. ٍى ىٕز ٔيثٝ Aٞبي ػفز  ثَاي َٞ ثَىاٍ ِٔٛفٝ Qاي اُ ثٝ وبٌٍيَي  ٘شيؼٝ

 ٙٛى:سبٍٖ٘ٛ ىٍٚاٖ يبفشٝ ثب ٍاث٦ٝ ُيَ ثيبٖ ثيبٖ ٔي

.

a ( )( ).

.. ( . . ) .. ( . )

.. . .

T j i T

i

j i

i j

a



 E  Q  A  Q =E  Q  e Q

                     =E  Q  e Q  e
 

.ثٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر  Qىٍ اطَ ٭ُٕ  ieىٕشٍبٜ ٔوشٞبر   iQ  e ثٝ، ٙٛى سجييُ ٔي-

.٥ٍٛي وٝ دبيٝ ٔشمبثُ آٖ ثَاثَ  iQ  e ٔٮٙب إز وٝ ىٍ كبِز هبٛ إز. ايٗ ثيا ٖ

 ٍٝٛر ُيَ لبثُ ٕ٘بي٘ إز:سبٍٖ٘ٛ يىٝ )سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه!( ثٝ

( )( ) ( )( ).. . . .i j

i jE= Q  e Q  e = Q  e Q  e 

 وٙي وٝايٗ ٍاث٦ٝ ايؼبة ٔي
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k i j

j i k

i k j

j T i k T

i k j

a

a

a



                    =

E Q  A  Q Q e Q . e Q e Q  e

= Q  e Q  e Q  e Q e

e  Q Q  e e   Q Q  e
.

.

.

.
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                          ] ]

                          ] ]

                          

[ . .  . [ . . .
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[ . [ . 

j T i k T

i k j

j i k

i k j

j i k

i k j

j i

i k

a

a

a

a  

                    = e Q  Q e e Q   Q  e

= e E e e E e

 = e e e e

.                         

                        tr( ).

k

j

k

ka

 A                      

 

-طبثز ثبلي ٔي Qسلز سجييُ Aوٙي وٝ ٔمبىيَ ٚيْٜ سبٍٖ٘ٛٔظبَ ىيٍَي سٛٝيف ٔي

 ىٍٚاٖ ٔي يبثي. ىٍ كميمز فَٟ وٙيي:ixٔب٘ي ىٍكبِي وٝ ٔمبىيَ ٚيْٜ

.. i i iA  x x 
.ىٞيٓ وٝ ٘ٚبٖ ٔي iQ  x  ْٜثَىاٍ ٚي. . Q  A  Q :إز 

) ( )

                                    

                                    )

                                    )

          

( . . . . . . . .

. . .

. ( .

. (

i i

i

i

i i

 







Q  A  Q   Q  x Q  A  Q   Q  x

Q  A  E  x

Q  A  x

Q  x

                           ( )..i i Q  x

 

ُاٚيٝ  سٮَيف ٙيٜ ٚ  Qٔلٍٛ ىٍٚا٘ي إز وٝ س٤ٕٛ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي  eفَٟ وٙيي 

 سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي َٕٜ ىاٍاي ٕ٘بي٘ ُيَ إز:ثبٙي. ٔي eىٍٚاٖ كَٛ
cos (1 cos ) sin .      Q E ee e E 

 تجشيِ قغجي 

 اٌَ:، ٘بٔٙفَى إز Aسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ 

detA 0 
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إز. ايٗ أىبٖ ٚػٛى ىاٍى وٝ ؿٙيٗ سبٍٖ٘ٛي ٍا Aسَويجيٞبي ٔبسَئ ِٔٛفٝ Aوٝ 

اي اُ ايٗ ١َة يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ىٍ سبٍٖ٘ٛ ىيٍَ ثيبٖ وَى. ٌِاٍٍٜٝٛر كبُٝثشٛاٖ ثٝ

٘يبُ ثٝ ٔٮَفي ثَهي ا٦ٝلاكبر ، ٙٛىٙٙبهشٝ ٔي ل٢يٝ سؼِيٝ ل٦جي٭ٙٛاٖ ٘شيؼٝ وٝ ثٝ

٘بٔييٜ  ٔٮيٗ ٔظجز، آٖ ٔظجز ثبٙيثيٚشَ ىاٍى. سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ اٌَ سٕبْ ٔمبىيَ ٚيْٜ 

 ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙز:سٛاٖ ثب سؼِيٝ ٔشٮبٔي ثٍٝا ٔي Sٙٛى. ؿٙيٗ سبٍٖ٘ٛٔي

1 1 1 2 2 2 3 3 3 ,   S = i i i i i i 

0iوٝ سٕبْ   ْٜثَىاٍٞبي ٚي ٚki ىٞٙي.سٚىيُ يه دبيٝ ٔشٮبٔي ٍا ٔي 

ٔشمبٍٖ ٚ ٔٮيٗ ٔظجز إز. سمبٍٖ اُ ٍاث٦ٝ  TA A .ٌبٜ سبٍٖ٘ٛ٘بٔٙفَى ثبٙي آٖ Aاٌَ

 آيي:ىٕز ٔيُيَ ثٝ

. ) )  .  . .( (T T T T T TA A = A A =A A 

 :ٔٮيٗ ٔظجز ثٛىٖ اُ سٮَيف ُيَ اُ ٔمياٍ ٚيْٜ ثَاي

. )  .( T  A A  x= x 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔياُ ٕٕز ؿخ ثٝ xاي ٫َٚٙ وَىٜ ٚ ثب ١َة ٘م٦ٝ

2

. ) 
.

. ( . T


x A A x 

=
x

 

 ُيَا:، ٍٝٛر وَٖ ٔظجز إز
2

. . ) . . . . ) . . . . .( ( ) ( ( ) ( )T T         x A A x= x A   A x = x A   x A = x A   

 T.A A ٔظجز ٖٞشٙي. اوٖٙٛ ل٦َي ٕبُي T.A A اُ  ىٍ ٘شيؼٝ سٕبْ ٔمبىيَ ٚيْٜ 

 ىٞي وٝ آٖ ٔٮيٗ ٔظجز إز. ٘ٚبٖ ٔي

 سٛاٖ ثٝ ٘شيؼٝ اّٝي ٍٕيي.ثب ىٍ ىٕز ىاٙشٗ ايٗ كمبيك ٔي

١َة يه سبٍٖ٘ٛ ٍٝٛر كبُٝسٛاٖ ثٍٝا ٔيAَٞ سبٍٖ٘ٛ ٘بٔٙفَى َٔسجٝ ىٚ 6-3قضيِ 
سٛاٖ ثٝ ىٚ ٍٚٗ ا٘ؼبْ ٔشٮبٔي ىٍ يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ٔٮيٗ ٔظجز ٘ٛٙز. سؼِيٝ ٍا ٔي

 تجشيِ قغجي چخٍٝٛر ىاى: ثٝ

(3-24          )                          .A S Q      

 تجشيِ قغجي راستٍٝٛر يب ثٝ
(3-25)                                 . .A Q S        
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سبٍٖ٘ٛٞبي  ٔٮيٗ ٔظجز ٚ ٔشمبٍٖ  S ٚ Sسبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي َٔسجٝ ىٚ ثٛىٜ ٚ  Qىٍ ايٙؼب 
 ٖٞشٙي.

 ىاٍيٓ:، ٔشمبٍٖ ٚ ٔٮيٗ ٔظجز إز TA A .ثٝ ٭ّز ايٙىٝ احجبت.

1 1 1 2 2 2 3 3 3. ,T    A A  = i i i i i i 

 وٙيٓ:ٞب ٔشٮبٔي ٖٞشٙي. سٮَيف ٔيkiوٝ 
1/ 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3. T    S =(A A )  = i i i i i i 

ٙٛى وٖٝٞشٙي. ٔٚبٞيٜ ٔيٞب ٔظجز iؿٖٛ 
-1

S :ٔٛػٛى ٚ ثَاثَ إز ثب 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

.
  

 -1 1 1 1
S = i i i i i i 

 ىٞيٓ:كبَ لَاٍ ٔي

. . -1  Q S A  

 ٔي ٘ٛيٖيٓ:، Qثَاي ٔشٮبٔي ثٛىٖ 

2

           

          

          

. ( . ) . ( . )

( . ) . ( . ( ) )

. ( . ) . ( )

. .

.

T T

T T

T T

-1

-1 -1

-1

-1 -1

-1 -1

 

 

Q  Q = S  A  S  A

= S  A  A S

        =S  A  A   S

=S  S  S
 =E

 

( ثب 25-3ٍا هٛاٞيٓ ىاٙز. ىٍٕشي ) A =S  Q.( ٭جبٍر 24-3ىٍ ٘شيؼٝ ٕٞب٘ٙي )

.سٮَيف  .T S Q  S  Q  ٝآيي.                                                  ىٕز ٔيث 

ٍا سبٍٖ٘ٛ ٔٮيٗ ٔظجز آٖ، اٌَ سٕبْ ٔمبىيَ ٚيْٜ سبٍٖ٘ٛي ٔظجز ثبٙي 99-3توزيي 

ىاٙشٝ ثبٙيٓ 0xٔٮيٗ ٔظجز إز اٌَ ثَايA٘بٔٙي. سٮَيف ىيٍَ ايٗ إز وٝ ٔي

0. . x  (A  x).ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٍا سَٚيق وٙيي . 

 Aسٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ثب ٭ُٕ وَىٖ سبٍٖ٘ٛ ٘بٔٙفَى ٭ٙٛاٖ وبٍثَىي اُ سؼِيٝ ل٦جي ٔيثٝ

اي ثَ ٍٚي يه ثَىاٍٞبي ٔىبٖ سٮَيف ٙيٜ، ىبٖ ٘مب٣ وَٜ ٚاكيثَ ٍٚي ثَىاٍٞبي ٔ

، ٔٚوٜ وٙٙيٜ َٞ ٘م٦ٝ ثَ ٍٚي وَٜ ٚاكي ثبٙي rآيي. اٌَ ٚػٛى ٔيٌٖٛ ثٝثي٢ي

 ٌبٜ: آٖ
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 (3-26)                                             . .r  r=1 

 ثبٙي: Aسلز  rسٞٛيَ xفَٟ وٙيي 
. .x=A  r 

1r- .ٍٝٛرىٍايٗ =A x ( ٍث26ٝ-3ٚ ثب ػبيٌٍاٍي آٖ ى )( ٜث24ٝ-3َٕٞا ) ىٕز

 آٍٚيٓ: ٔي

   

   

 

 .

. . . . .

. . .  .

. . .

T

-1 -1

-1 -1

-1 -1

  

1=[ S  Q  x]  [ S  Q  x]

= x { [ S  Q ] S  Q }  x

=x {S  S }  x

 

 ىٕز آٍٚى(. ثٝ ىِيُ ايٙىٝ:)هٛا٘ٙيٜ ٔي سٛا٘ي ػِييبر ٌفشٝ ٘ٚيٜ ٍا ثٝ

1 1 1 2 2 2 3 3 3,   S = i i i i i i 

 ثٝ َٕٞاٜ: kiثب ث٤ٖ ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي 
3 3

-1

1 1

,                i i j j

i j j

x
 

 
1

x = i S = i i 

1-ٍاث٦ٝ ثبلا -1. . . 1x {S  S }  x ٝيبثي:ٙىُ ُيَ وبٞ٘ ٔيث 
3

2

1

1
 1.i

i i

x


 

 ٌٖٛ إز.ايٗ ٔٮبىِٝ يه ثي٢ي

ٞبي سغييَ ٙىُ ىٍ ٔىب٘يه ديٕٛشٝ غيَه٦ي س٤ٕٛ ٔٮَفي ا٘ياُٜ ٌيَيدي٘ ُٔيٙٝ 

 ٙٛى.سؼِيٝ ل٦جي فَاٞٓ ٔي

 ًوبيص تبًسَري گَي ٍ هٌحزف ضًَذُ 

A ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاى:سٛاٖ ثٍٝا ٔي 

1

1
( ) dev

3
 .I A A E A 
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ىٍ فََٔٛ ثٙيي ٔٮبىلار ، ؿٙيٗ ٕ٘بيٚي ىٍ ٘٪َيٝ وٖٚب٘ي ٔفيي إز. اُ ايٗ ٌٌٙشٝ

ػبيي ٚ وٖٚب٘ي ؿٖجٙيٌي ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ػبثٝ، ٙيٖٞبي دلإشيىي إبٕي ٘٪َيٝ

 ٌيَى.ٔي

ٙٛى. ايٗ وٕيز ىاٍاي ثَىاٍٞبي  ٚيْٜ س٤ٕٛ سٖبٚي ثبلا سٮَيف ٔي devAسبٍٖ٘ٛ

(1/3)1ثٝ ا٘ياُٜ  Aإز أب ٔمبىيَ ٚيْٜ آٖ ثب ٔمبىيَ ٚيْٜ  Aٕٞب٘ٙي  ( )I A  ٔشفبٚر

 إز:
1

tr
3

.i i  = A 

 تعوين ايذُ جفت 3-9

  1-3ٞبي ٔٮَفي ٙيٜ ىٍ ثو٘ ٍٚٗ ٔٛاُي ثب ػفزسٛاٖ ثٝسبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ْٕٛ ٍا ٔي

سٛاٖ ثب إشفبىٜ اُ ١َة اُ ٫ٛ٘ ٍا ٔي سَايبىٞبي وٕيز، اٍايٝ ىاى. ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ٌفشٝ ٙي

 سبٍٖ٘ٛي ٔٮَفي وَى:

R abc 

ىٕز ثٝ ieثَىاٍ ٖٞشٙي. ثب ث٤ٖ ايٗ ثَىاٍٞب ثَكٖت دبيٝ  a ،b ٚcىٍ ايٙؼب 

 آٍٚيٓ: ٔي

  .i j k

i j ka b cR e e e  

 27اي اُ ه٦ي ٍا ىٍ ٘٪َ ٌَفز وٝ دبيٝ آٖ ٔؼٕٛ٭ٝ سٛاٖ يه ف٢بيىٍ ٘شيؼٝ ٔي

iوٕيز j ke e eٝٔثٝ ٔمبىيَ ، إز ٚ آٖ ٍا ف٢بي سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ْٕٛ ٔي ٘بٔٙي. ىٍ اىا

i٭يىي  j ka b c ٝسبٍٖ٘ٛ، وٙيٓ. ٭َٙٞ وّي ايٗ ف٢بٞبي سبٍٖ٘ٛ ٍػ٫ٛ ٔي٭ٙٛاٖ ِٔٛفٝث

R ٕٝ ٝىاٍاي ٕ٘بي٘ ُيَ إز:، َٔسج 

 (3-27)                                      .ijk

i j krR e e e 

ىٍ ٍٞٙبْ سغييَ ىٕشٍبٜ ، وٙيٍٝٛر ثَػٖشٝ هٛىٕ٘بيي ٔيوٝ ثRٝهبٝيز ٚالٮي

 ٙٛى. اوٖٙٛ ثب ا٘ؼبْ ٍٚٗ آٙٙب ػبيٌٍاٍي:ٞب ٔئوشٞبر ٔٙؼَ ثٝ سجييُ ٔٙبٕت ِٔٛفٝ
ijk mnp

i j k m n pr re e e e e e 

 سلز سغييَ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر:
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j

i i jA e e 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ
ijk mnp i j k

m n pr r A A A 

ٞبي كٖت ِٔٛفٝثَ (27-3) ( إز. ثب ٕ٘بي٘ ػبيٍِي8ٗ-3) وٝ ث٤ٖ ٖٔشميٕي اُ

 ٍا ثٝ وبٍ ثَى:سٛاٖ ٕ٘بي٘ ٫ٛ٘ ٍٕٞٛى آٖٔي، دبىٍٕٞٛى

 i j k

ijkrR e e e 

 يب يىي اُ ٕ٘بي٘ ٞبي سَويجي ُيَ:

.. .,                 .ij k i j k

k i j jk ir r R e e e R e e e 

 لٛا٘يٗ سجييُ ٔشٙب٩َ ٍا ايؼبة ٔي وٙٙي:، ايٗ ٭جبٍر ٞب
m n p

ijk mnp i j kr r A A A 

ٚ 

.. .. . .,               ,ij mn i j p m i n p

k p m n k jk np m j kr r r rA A A A A A  

 وٝ ثٝ إٓب٘ي لبثُ ثٍَٕي ٖٞشٙي.

اي وٙٙي. ١َة ٘م٦ٝديَٚي ٔياي َٔث٣ٛ ثٝ سَايبىٞب اُ لٛا٘يٗ آٙٙبيي ٞبي ٘م١ٝ٦َة

 ٙٛى:يه سَايبى ثب يه ثَىاٍ س٤ٕٛ فََٔٛ ُيَ ىاىٜ ٔي
. ( . ),abc  x= ab c  x 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ ٔياي ىٌٚب٘ٝ يه سَايبى ثب يه ػفز ثٝىٍ كبِي وٝ ١َة ٘م٦ٝ
.. ( . )( . ).abc  xy =a c  x b  y 

ٍٝٛر ُيَ ٌب٘ٝ يه سَايبى ثب يه سَايبى ىيٍَ ٍا ثٝاي ٕٝسٛاٖ ١َة ٘م٦ٕٝٞـٙيٗ ٔي

 سٮَيف وَى:
... ( . )( . )( . ).abc  xyz = c  x b  y a  z 

 ٙٛى:١َة ٭يىي سَايبىٞب س٤ٕٛ لبٖ٘ٛ ُيَ سٮَيف ٔي 
( . )( . )( . ).abc  xyz = a  x b  y c  z 

ٞبي آُاىي سبوٖٙٛ هٛا٘ٙيٜ كيٓ ُىٜ وٝ َٔسجٝ َٞ سبٍٖ٘ٛ ٕٞٛاٍٜ ثَاثَ سٮياى ا٘يئ

َٞ ثَىاٍ سبٍٖ٘ٛي اُ َٔسجٝ ، ٭ٙٛاٖ ٔظبَٞبي آٖ إز. ثٝإز وٝ ٔٚوٜ وٙٙيٜ ِٔٛفٝ

ٞبي آٖ س٤ٕٛ ٕٝ ٕٞـٙيٗ ثب وٕيشي ٍٚثَٚ ٙييٓ وٝ ِٔٛفٝ 2يه إز. ىٍ فُٞ 
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ا٘يئ
ijk ٥ٍٛ ٥جيٮي ىٍ ٔجلض ١َة هبٍػي ٙٛ٘ي. ايٗ وٕيز وٝ ثٝٔٚوٜ ٔي

 ٍٝٛر ُيَ إز:ٙٙبهشٝ ٙيٜ ٚ ثٝ ٕيٛيشب -ِٛي٭ٙٛاٖ سبٍٖ٘ٛ ثٝ، ثَىاٍي ٍم ٔي ىٞي

.i j k

ijkε= e e e 

.ثٍَٕي وٙيي وٝ  99-3توزيي  ε= E E. 

ثٍَٕي ٕيٛيشب  -ٞبي ُيَ ٍا ثَاي ٭ٍَّٕٞبي ٙبُٔ سبٍٖ٘ٛ ِٛيفََٔٛ 93-3توزيي 

 وٙيي.

...  )اِف( ε xyz=x .(y  x) ، 

...  )ة( ε xy=y  x ، 

.  )ح( ε  x= -x. 

ثَ ٍٚي ثَىاٍ  εٕ٘بى )ح( س١ٛيق ثيٚشَي ٘يبُ ىاٍى. ٘شيؼٝ سبطيَ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ْٕٛ سٛػٝ:

x ْٚثب سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ى .ε  x ثَاثَ إز. ٚلشي ε . x  ٍَثَ ٍٚي ثَىاٍ ىيy وٙياطَ ٔي ،

ٙٛى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٔٮٙي ٕٕز ٍإز )ح( إز. ٌَؿٝ ٔيy  xٔٮبىَ ثب ١َة هبٍػي

ٍٝٛر افشي وٝ ٭ُٕ ثَهي سبٍٖ٘ٛٞب ثٝأب ثٙيٍر اسفبق ٔي، ثبٙيايٗ ٕ٘بى ٔٙبٕت ٕ٘ي

 ثبٙي. ٭ُٕ ىٚ ثَىاٍ سَٚيق ٙٛى ٚ س٢ٕيٗ وٙٙيٜ ث٤ٖ ٕ٘بى هبٝي ٕ٘ي

 تبًسَرّبي هزتجِ چْبرم ٍ ثبلاتز 3-91

ٞبي ٍٔٛى ٘٪َ ث٤ٖ ىاى. اوٖٙٛ ثب سٛاٖ ٍفشبٍ وٙٛ٘ي سبٍٖ٘ٛٞب ٍا ثٝ َٔسج١ٚٝٛف ٔيثٝ

 وٙيٓ.  ٘مب٣ إبٕي ٍا ثٍَٕي ٔي، إشفبىٜ اُ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ؿٟبٍْ

 ٞب ٕ٘بي٘ ىاى:سٛاٖ س٤ٕٛ ؿٙييٗ ٫ٛ٘ اُ ِٔٛفٍٝا ٔي Cسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ   
. .. ...,         ,          ,        ,          ,ijkl jkl kl l

i ij ijk ijklc c c c c 

ىٍ كبِي وٝ ٕٝ سبي ، سَسيت وبٔلاً دبٍٕٞٛى ٚ وبٔلا ٍٕٞٛى ٖٞشٙياِٚيٗ ٚ آهَيٗ ثٝ

ٞب ٕٞب٘ٙي ثبٙٙي. ايٗ ِٔٛفٝٞبي ٔشفبٚر ٔئىبٖٞبيي ثب ٍٝٛر سَويجي اُ ا٘يئىيٍَ ثٝ

 ٭ٙٛاٖ ٔظبَ:ثٝ، ٞبي ٔوشّف ٔي ثبٙيٖ٘جز ثٝ دبيٝ Cلجُ ٕ٘بي٘ ىٞٙيٜ

.ijkl

i j k lcC= e e e e 

ٍٝٛر ٕبىٜ ٞبي ىاهّي آٟ٘ب ىٍ ثَىاٍٞب ٕٞب٘ٙي لجُ سٮَيف ٔي ٙٛى: لب٭يٜ ث١َٝة

اي ثٝ ٭لأز ١َة ىاهّي إز. ٘لٜٛ اي ِ٘ىيىشَيٗ ثَىاٍٞبي دبي١َٝة ٘م٦ٝ
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ىٕز ٙٛى وٝ ثشٛا٘يٓ ٘شبيؼي ٍا اُ ا٘ٛا٫ ٌٛ٘بٌٛ٘ي ثٝوبٌٍيَي ؿٙيٗ ٭ّٕيبسي ثب٭ض ٔي ثٝ

١َة ىاهّي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ ىٍ يه ثَىاٍ ثٝ ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ، آٍٚيٓ. ثَاي ٔظبَ

 ٙٛى:ٔي

 . 

.
ijkl m

i j k l m

ijkl m

i j k l l m

ijkl

l i j k

c

c

c

x

x

x



   

R =C  x

= e e e e e

   = e e e e

   = e e e

 

١َة ىاهّي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ْٕٛ ىٍ يه ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝوٝ يه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ٕٝ إز. ثٝ

ٞبي هبٝيز، ٙٛى. َٞػب اُ ١َة ىاهّي إشفبىٜ ٙٛىٍٖٛ َٔسجٝ ىْٚ ٔيثَىاٍ ثَاثَ سب٘

 ٙٛى.ه٦ي كبِز ديٚيٗ كف٨ ٔي

٭ٙٛاٖ ٔظبَ ىٍ ٙٛى. ثٝاي ٘يِ إشفبىٜ ٔيٞبي ىٚ ٘م٦ٝاغّت ىٍ وبٍثَىٞب اُ ١َة

ثَهٍٛى ، ٞبي وٖٚب٘ي ىٍ سبٍٖ٘ٛ وٚ٘اي سبٍٖ٘ٛ طبثزوٖٚب٘ي ثب ١َة ىٚ ٘م٦ٝ

 ٙىُ لبٖ٘ٛ ٞٛن ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز: وٙيٓ. ىٍ كبِز وّي ٔي

 =C ..  
سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ إز. ؿٍبِي  ٞبي وٖٚب٘ي ٚ سبٍٖ٘ٛ طبثز C، سبٍٖ٘ٛ سٙ٘ وٝ 

 سبث٬ اَّ٘ي ىٍٚ٘ي )وٖٚب٘ي( ىٍ وٖٚب٘ي ه٦ي ثَاثَ إز ثب:
1 1

 ..   ( ) .. .
2 2

..  = C   

 سَي ٘ٛٙز:ٙىُ ٔشمبٍٖسٛاٖ ثٝ٭جبٍر آهَ ٍا ٔي، ٔشمبٍٖ ٖٞشٙي  ٚثٝ ىِيُ ايٙىٝ
1

 .. 
2

.. C   

 ثٖشٍي ٘ياٍى.، ٭ّٕيبر ا٘ؼبْ ٙيٜوٝ ٘شيؼٝ ثٝ َٔسجٝ 

 تبًسَرّبي ايشٍتزٍديك

وٙٙي. ايٟٙب ٔٛاىي ٖٞشٙي وٝ ىٍ سٕبْ ٔٛاى ايِٚسَٚح ىٍ ٟٔٙيٕي ٘م٘ ٟٕٔي ٍا ايفب ٔي 

ٞب ىاٍاي هٛاٛ يىٖب٘ي ٖٞشٙي. ثَاي ٔظبَ ٞٛا ايِٚسَٚح إز ُيَا ىاٍاي ٙفبفيز ػٟز
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اي ايِٚسَٚح ٕبهشٝ سلز َٞ ُاٚيٝٞب إز. ىٍٚاٖ ٌٛي وٝ اُ ٔبىٜ ٖٔبٚي ىٍ سٕبْ ػٟز

ٙٛى. اُ ٘م٦ٝ غيَ ٕٔىٗ إز. هٛاٛ ٔٛاى ىٍ ٔىب٘يه اُ ٥َيك ٍٚاث٤ اّٝي ثيبٖ ٔي

اي ايِٚسَٚح إز وٝ ٔٮبىلار اّٝي آٖ سلز سجييلار ثٝ هٞٛٛ ٔبىٜ، ٘٪َ ٍيب١ي

 ٘بٍٚىا ثبٙي. ، ايٞبي آيٙٝٞب ٚ ثبُسبةىٍٚاٖ

سٛا٘ٙي ٞبي سبٍٖ٘ٛي ٔوشّف ٔيؿٝ ٔٛل٬ وٕيزوٙيٓ وٝ اثشيا ايٗ ٕٛاَ ٍا ثٍَٕي ٔي

ٞبي ٔٙفَى آٖ سلز سٕبْ ٙٛى وٝ ِٔٛفٝ٘بٔييٜ ٔي ايِٚسَٚحايِٚسَٚح ثبٙٙي. سبٍٖ٘ٛي 

 ٘بٍٚىا ثبٙي. 3اي ٕٔىٗ ىٍٞبي آيٙٝٞب ٚ ثبُسبةىٍٚاٖ

 سٟٙب ثَىاٍ ايِٚسَٚح إز. 0ايِٚسَٚح إز. آٙىبٍ إز وٝ ثَىاٍ، َٞ وٕيز ٭يىي

ٍٝٛر ثٝ 1e ،2e ،3eٞبي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ إز وٝ ثَ كٖت دبيٝ Aفَٟ وٙيي وٝ

 ٙٛى:ُيَ ثيبٖ ٔي

.ij

i jaA= e e 

ٍٝٛر يىشب ثب سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي ثٝ 3اي اُ ٙٛيٓ وٝ َٞ ىٍٚاٖ يب ثبٍسبة آيٙٝآٍٚ ٔييبى 

Q وبٌٍيَيٙٛى. ثب ثٝسٮَيف ٔيQ ٝآٍٚيٓ:ىٕز ٔيثَ ٍٚي َٞ يه اُ ثَىاٍٞبي دبيٝ ث 

..k ke =Q   e 
 ثَ كٖت دبيٝ ػييي ىاٍيٓ: 

.ij

i jaA= e e 

ijوٕه سٮَيف ثبلا ثبيٖشيايِٚسَٚح ثبٙي. ثAٝفَٟ وٙيٓ ija a  .ٍٓا ىاٙشٝ ثبٙي

 ثٙبثَايٗ:

.. . . .ij ij ij T

i j i j i ja a aA= e e = Q   e Q  e =Q  ( e e )  Q 

ايِٚسَٚح إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ٔٮبىِٝ ُيَ ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ  Aايٗ ثياٖ ٔٮٙب إز وٝ

 ثَلَاٍ ثبٙي: Qٔشٮبٔي

.. . TA= Q  A  Q 
سبٍٖ٘ٛ يىٝ إز  وٝ ٙجيEٝسٛاٖ فٟٕيي وٝ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه اُ ٍٚي ىٍن وّي ٔي

  Qوٙيٓ. ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔيثبيٖشي ايِٚسَٚح ثبٙي. اوٖٙٛ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٍا ثٍَٕي ٔي

 ىاٍيٓ:

. .TQ  Q =E 
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 ٍٝٛر ُيَ لبثُ ٘ٛٙشٗ إز:وٝ ثٝ

.. . TE=Q  E  Q 
ٙٛى وٝ سبٍٖ٘ٛ ٕبىٌي ىييٜ ٔيٌبٜ ثٝآٖ، ٭يى ثبٙيايِٚسَٚح إز. اٌَ  Eثٙبثَايٗ

 ٘يِ ايِٚسَٚح إز.  Eٌٛي

-ُيَ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ هيّي ثييٟي ثيبٖ ٘ٚيٜ إز. ايٗ سَٕيٗ ثيبٖ ٔي ٔشبٕفب٘ٝ ىٍ سَٕيٗ

 إز.Eٍٝٛر وٙي وٝ َٞ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ايِٚسَٚح ثٝ

سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ايِٚسَٚح إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ثٝ  A٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  96-3توزيي 

A، يٮٙي، ٍٝٛر سبٍٖ٘ٛ ٌٛي ثبٙي E ثَاي ثَهي ٭يى. 

 ٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ سب، 3اُ Qسلز َٞ سجييُ ٔشٮبٔي
ijmn

i j m ncC= e e e e 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٔيثٝ

.. . . .ijmn

i j m nc ( )( )( )( )C= Q  e  Q  e  Q  e  Q  e   

ijmnفٟٕيٓ وٝ ايٗ سبٍٖ٘ٛ ايِٚسَٚح إز اٌَاُ سٮَيف وّي ٔي ijmnc c َٞ ثَايQ. 

ٙىُ وّي سبٍٖ٘ٛ ايِٚسَٚح َٔسجٝ ؿٟبٍْ ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثٝ ٍٝٛر ُيَ     

 إز:

 (3-28)                               ,k

k I  EE + e Ee 

  , ,وٝ    ( ِاطجبر ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ديـييٜ 1931٭يىٞبي اهشيبٍي ٖٞشٙي =ػفَي .<)

-3 ٞبيٍٝٛر ٕ٘بيٚي ىٍ سَٕيٗوٙيٓ. هٛاٛ سبٍٖ٘ٛٞب ثٝثٛىٜ ٚ اُ آٖ َٝف ٘٪َ ٔي

ٞبي وبٌٍيَي سبٍٖ٘ٛ طبثزسٛا٘ي ىٍ ثٝآٔيٜ إز. ايٗ كميمز ٔي 3-29ٚ  3-28، 27

ثيٚشَ ٍٔٛى  6ٍا ىٍ فُٞ   ٚٞبيوٖٚب٘ي ىٍ ٔٛاى ايِٚسَٚح إشفبىٜ ٙٛى. وٕيز

 ثٍَٕي لَاٍ ٔي ىٞيٓ.

 ّبي تبًسَري ّبي ضٌبسِتبثع 3-99

)1هٛا٘ٙيٜ ثب ٕ٘بىٌٌاٍي سبث٬ ,  ... , )nf x x  ثبn ٌَٔشغيَ آٙٙب إز. اkx  ٍا ثَكٖت

 ٞبي ثَىاٍي ُيَ ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ:ِٔٛفٝ

1( ,  ... , ),nx xx= 
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 ثيبٖ وَى: xٍا ثٝ ٭ٙٛاٖ سبثٮي اُ ٙٙبٕٝ ثَىاٍي fسٛاٖىٍ ٘شيؼٝ ٔي

( ).f f= x 
ٙٛى وٝ ثب٭ض هٛة ٦ٙٔمي اُ ؿٙيٗ سبثٮي س٤ٕٛ اِِاْ فيِيىي ا٭ٕبَ ٔيأب سٮَيف 

 ثَكٖت دبيٝ ٖٔشمُ ٙٛى.  xاُ ٕ٘بي٘ fٙٛى سبٔي

سٛاٖ سبثٮي اُ يه يب ؿٙي ٙٙبٕٝ سبٍٖ٘ٛي ٍا ىٍ ٘٪َ ٌَفز.  ثب ىاٙشٗ ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ٔيثٝ

سبٍٖ٘ٛي  ٞبيٞبي آٖ ٙٙبٕٝؿٙيٗ سبثٮي ثٝ سبثٮي ثب ؿٙي ٔشغيَ وٝ ِٔٛفٝ، دبيٝ طبثز

سٛا٘ي ثٝ يبثي. أب ىٚثبٍٜ يه سبث٬ ٚالٮي اُ ٙٙبٕٝ سبٍٖ٘ٛي ٕ٘يوبٞ٘ ٔي، إز

 ٞبي دبيٝ اُ ٙٙبٕٝ آٖ ٚاثٖشٝ ثبٙي. ٕ٘بي٘

ٌيَيٓ وٝ ىاٍاي ٔمبىيَي ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ سٛاثٮي ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي، َاي ث٤ٖ ثيٚشَ ايٗ ٔفْٟٛث

ٙٛ٘ي. ثَاي ٔظبَ ٩بَٞ ٔي ثَىاٍٞب يب كشي سبٍٖ٘ٛٞب ثبٙي.  ؿٙيٗ سٛاثٮي ىٍ وبٍثَىٞب

)ثَىاٍ ٘يَٚي )tf f ٍٝٛر سبثٮي اُ ُٔبٖسٛاٖ ثٍٝا ٔيt  ٘ٚبٖ ىاى. ٕذٔ ثب سٛاث٬

ٞبي ىيٍَ ٙٛيٓ وٝ ىاٍاي ٔمبىيَي ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞب ثب َٔسجٝىيٍَي ٍٚثَٚ ٔي

ٔمياٍ ثَىاٍي يب ٔمياٍ ، سٛاٖ سبث٬ ٍا ثَكٖت ٔمياٍ ٭يىيٖٞشٙي. ثب سٛػٝ ايٗ ٦ٔبِت ٔي

 ي ثيبٖ وَى.سبٍٖ٘ٛ

سٛاٖ اُ اثِاٍ كٖبثبٖ سٛاث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي إشفبىٜ وَى. ٕٞب٘ٙي َٞ سبث٬ ؿٙي ٔشغيَٜ ٔي

ىيفَاٖ٘يُ َٔسجٝ اَٚ ٚ ٔٚشمبر إز. ايٗ ١ٛٔٛ٭بر ىٍ ، ايٗ ٦ٔت ٙبُٔ ديٕٛشٍي

 ٙٛ٘ي.اىأٝ ثٍَٕي ٔي

 تَاثع خغي

ٕب٘ٙي آ٘ـٝ ىٍ ٍٚاث٤ ه٦ي ٚ سٛاث٬ َٔثٮي )ٞ، ىٍ وٖٚب٘ي ه٦ي ٚ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ه٦ي

ْي وٚٚي ٍم ٔي ىٞي( ٘م٘ اّٝي ٍا ايفب ٔي وٙٙي. يه سبث٬ ه٦ي اُ  ٭جبٍر ٞبي اَ٘

ىٍ ٘٪َ ٌَفز ثٝ ٥ٍٛي وٝ ثَاي  fٔشغيَٞبي سبٍٖ٘ٛي ٍا ٔي سٛاٖ ثٝ ٭ٙٛاٖ سبث٬

,٭يىٞبي  A, Bسبٍٖ٘ٛٞبي  :ٍاث٦ٝ ُيَ ثَلَاٍ ثبٙي 
( ) ( ) ( ).f f f   A+ B = A B 

0b٘م٦ٝ ٘٪َ اٌَايٗ ٭جبٍر ٔٚبثٝ سٮَيف ٭ٍَّٕي ٔبسَئ ه٦ي إز. اُ ايٗ  = ،

yٔٮبىِٝ  kx b=  ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ يه سبث٬ ه٦ي إز.  
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ثبٙي. ٭َٙٞ  xيه سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي اُ آٌٍٛٔبٖ ثَىاٍي fفَٟ وٙيٓ 9-3قضيِ 
 ، xٚػٛى ىاٍى ثٝ ٥ٍٛيىٝ ثَاي َٞ cيىشبي

(3-29)                                  c . .f (x)= x
 

k احجبت.

kx=x eٍٝا ثَ كٖت دبيke وٙي وٝىٞيٓ. ه٦ي ثٛىٖ ايؼبة ٔي ث٤ٖ ٔي

( )k

kf f(x)=x e( ِٝثب29-3. ٔٮبى )c ( ) k

kf= e e  ثَلَاٍ إز. ثب فَٟ ٚػٛى

1وٝ  1c  ٚ2cىاٙشٗ ىٚ ثَىاٍ  2c  . c  . x= x  2ٚ ػبيٌٍاٍي 1c - cx= ،1 2c c= ٍا

 ىٕز ٔي آٍٚيٓ.                                                                                 ثٝ

ىٍ ٘٪َ ٔيإز ٍا  Aاوٖٙٛ يه سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي وٝ آٌٍٛٔبٖ آٖ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ

 سبث٬ ُيَ ه٦ي إز:، Bٌيَيٓ. آٙىبٍ إز وٝ ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ

( ) ( )tr . .. Tf A = B  A =B  A 
..٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 99 -3توزيي  ..T TB  A =A  B. 

إز. سبٍٖ٘ٛي  Aيه سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي اُ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ fفَٟ وٙيٓ  6-3قضيِ 
 ىاٍيٓ:Aٚػٛى ىاٍى ثٝ ٥ٍٛيىٝ ثَاي َٞ  Bيىشبي َٔسجٝ ىٚ

(3-30)                                 ( ) ( ).tr . Tf A = B  A 

 اطجبر ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ٔي ٙٛى.

ٍٝٛر ٔٚبثٝ إز. اُ ايٗ ٕ٘بي٘ َٞ سبث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي اُ يه آٌٍٛٔبٖ سبٍٖ٘ٛي ثٝ

 ٙٛى.٦ّٔت ثَاي سبٍٖ٘ٛ طبثز ٞبي وٖٚب٘ي ىٍ كبِز وٖٚب٘ي ه٦ي إشفبىٜ ٔي

 Aسبث٬ ه٦ي اُ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ F=F (A)فَٟ وٙيٓ  7-3قضيِ 
ٚػٛى ىاٍى وٝ ثَاي  Cثٝ ٕٞبٖ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ ثبٙي. سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍ

َٞA ، 
(3-31)                                 ... TF (A)=C  A 

amnثب ٘ٛٙشٗ  .احجبت

m nA= e e ٔٮَفي ٚC ٍٝٝٛر فََٔٛ ُيَث ، 

.m n

m nC=F(e e )e e 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

.. .. .T m n ij mn

m n j i m na aC  A =F(e e )e e e e =F(e e ) =F(A) 

 ٙٛى.ثٙبثَايٗ ٕ٘بي٘ ثَلَاٍ إز. اطجبر يىشبيي ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ٔي 
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y=B  .س٤ٕٛ فََٔٛ x٭ٍَّٕي ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ثَىاٍٞبي 96-3توزيي  x  ٜىاى

يه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ إز. ايٗ ٦ّٔت ٍا ٔي سٛاٖ ثب سٛػٝ ثٝ  Bوٝ ٥ٍٛيٙٛى ثٝ ٔي

.ٔٮبىِٝ  TY=B  X  ثَاي ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ ث٤ٖ ىاى. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ثب

.إشفبىٜ اُ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍ  n

nC=B  e Ee َٞ ثَايX ٝآٍٚيٓ ىٕز ٔيث

.. .T TC  X =B  Xسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ سٟٙب ثب إشفبىٜ اُ ٭ّٕيبر ..B  X 

 سٛاٖ لبٖ٘ٛ ٞٛن ٍا ٕ٘بي٘ ىٞي. ٕ٘ي

ىا٘يٓ وٝ ٙىُ وّي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍ ٍٕٞٗ اُ ٕٝ سبٍٖ٘ٛ ٔي، ثب سٛػٝ ثٝ ٦ٔبِت لجُ

 ٞبي آٟ٘ب آٍٚىٜ ٙيٜ إز.هبٝيز، ٞبي ُئَٖشمُ ٍٕٞٗ سٚىيُ ٙيٜ إز. ىٍ سَٕيٗ

( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٭ٍَّٕ ٕٞب٘ي ثَاثَ 31-3شفبىٜ اُ )ثب إ 97-3توزيي
k m

k mI  = e e e e يٮٙي ثَاي َٞ، إزA ٓىاٍي.. TI   A =A. 

ٙٛى. ٘ٚبٖ سٮَيف ٔي TF (A)=Aٍٝٛر اسلبى يه سبث٬ ه٦ي ثٝ 98-3توزيي 

kىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍ ٔشٙب٩َ ثَاثَ

ke Ee ثٝ ٭جبٍر ىيٍَ ٘ٚبٖ ىٞيي:، إز 

.. .k T T

ke Ee A =A 

)ٍٝٛريه سبث٬ ه٦ي ثٝ 99-3توزيي  ) (tr )F A = A E  ٖسٮَيف ٔي ٙٛى. ٘ٚب

 ثٝ ٭جبٍر ، إز EEىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍ ٔشٙب٩َ ثَاثَ

                                            .. (tr ) .TEE  A = A E 

 ّبي هقذار عذدي ّوگيتبثع

٘بٔييٜ ٔي ٙٛى ىٍ ٍٝٛسي وٝ ٙىُ آٖ سلز سجييُ  ٍَٕٞٗٞ سبث٬ ٭يىي اُ سبٍٖ٘ٛ 

 ٔٮبىَ دبيٝ آٖ طبثز ثبلي ثٕب٘ي(. ٥ٍٛٔشٮبٔي ف٢بيي طبثز ثبلي ثٕب٘ي )يب ثٝ

)سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي    )f A ٚاُ آٌٍٛٔبٖ َٔسجٝ ىA  َٞ إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ثَاي ٍٕٗٞ

 ىاٙشٝ ثبٙيٓ:  Qسبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي

( ) ( ).. . Tf fA = Q   A  Q 

ٍٝٛر  ٍٞٙبٔي وٝ ثٝ Aاُ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ ْٜ   وٙيٓ وٝ َٞ ٔمياٍ ٚياوٖٙٛ اطجبر ٔي

))يٮٙيAسبث٬ ٔمياٍ ٭يىي اُ )f= Aإز. ، ٙٛى( ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي ٍٕٗٞ

 وٙي:َٞ ٔمياٍ ٚيْٜ ىٍ ٔٮبىِٝ ٔٚوٞٝ ُيَ ٝيق ٔي، كميمز ىٍ
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det( ) 0.A - E = 

.ٔمبىيَ ٚيْٜ . TQ   A  Q وٙي:ىٍ ٍاث٦ٝ ُيَ ٝيق ٔي 

det(  ) 0.. . T Q   A  Q E = 

.ٚ  Aاسلبى ُيَ ٘ٚبٖ ٔي ىٞي وٝ ٔمبىيَ ٚيْٜ . TQ   A  Q  ىٍ ٔٮبىِٝ يىٖب٘ي ٝيق

 ٔي وٙٙي:

2

det(   ) det(   )

det

det det

det

. . . . . .

. ( ) .

( ) ( )

( )

T T T

T

 







 

  





                             

Q   A  Q E  = Q   A  Q Q  E  Q

= Q   A  E   Q

                             = Q A  E
                             = A  E .   

 

 دٔ ايٗ ٔمبىيَ ٚيْٜ ثَ ٞٓ ٦ٙٔجك ٖٞشٙي.

1٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٘بٍٚىاٞبي 31-3توزيي 2 3I I I( ( (A), A), A)ُسٛاث٬ ٍٕٞٙي اA

 ٖٞشٙي.

سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ َٞ سبث٬ ٍٕٞٗ ٔمياٍ ٭يىي اُ سبث٬ َٔسجٝ ىٚ ثب سبثٮي اُ ٘بٍٚىاٞب ٔي

ٞب ىٍ وٖٚب٘ي (>. اي2004ٗسَٕٚيَ ٚ َ٘ٛ )، (1997اٌٚيٖ )، (1990ثَاثَ إز =َِي )

 ٙٛى. ٜ ٔيغيَ ه٦ي ثَاي ٔٮَفي ٔٮبىلار ٕبهشبٍي اػٖبْ ٍٕٞٗ إشفبى

ىاٍاي  Bثَاي يه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ  6-3َٞ سبث٬ ه٦ي ٔمياٍ ٭يىي ثب إشفبىٜ اُ ل٢يٝ 

 ٕ٘بي٘ ُيَ إز:

.( ) .. Tf A =B  A 

)سبث٬ 8-3قضيِ  ) .. Tf A =B  A ٌَإز اٌَ ٚ فم٤ ا ٍٕٗٞB ٝيه سبٍٖ٘ٛ َٔسج
=Bىٚ ٍٕٞٗ ثٛىٜ ٚ ىٍ ٘شيؼٝ سبٍٖ٘ٛ ٌٛي  E ٙٛى.ٔي 

 ىاٍيٓ:، Qثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي fثٝ ىِيُ ٍٕٞٗ ثٛىٖ احجبت.

).. .. . .T T TB  A =B  (Q   A  Q 
 ثب إشفبىٜ اُ:

.. tr( . )TB  A = B  A 

 ىٕز ٔي آٍٚيٓ:ثٝ
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)

.

. .

.. ( . . tr( . . . )

tr( . . )

( . ) ..

T T T

T

T T

                        

 

B  Q   A  Q = B  Q   A  Q

= Q B  Q   A

                       = Q B  Q   A

 

 ىاٍيٓ:Aثٙبثَايٗ ثَاي َٞ

. ... ( . ) ..T T T B  A = Q B  Q   A 

 ثَلَاٍ ثبٙي: Qأب ايٗ ٍم ٔي ىٞي اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ٍاث٦ٝ ُيَ ثَاي َٞ 

 . .TB=Q  B  Q 

 ٍٕٞٗ إز.                                                                          Bثٙبثَايٗ 

  A٘ٚبٖ ىٞيي وٝ َٞ سبث٬ ٍٕٞٗ ه٦ي ٔمياٍ ٭يىي اُ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ 39-3توزيي 

)إز: يٮٙي trAٍٝٛر سبث٬ ه٦ي اُثٝ ) trf X = X. 

، ٞبي سجييلار ٔشٮبٔي طبثز ثبلي ثٕب٘ياٌَ ٙىُ سبث٬ ٭يىي سلز ثَهي ُيَ ٌَٜٚ

سٛا٘ي ٞب ٘بٍٚىا ثبٙٙي. هٛا٘ٙي ٔيسٛاٖ سٛاثٮي يبفز وٝ سوز ايٗ ُيَ ٌَٜٚىٍ٘شيؼٝ ٔي

 ٞبي َٔث٣ٛ ثٝ ثٍّٛٙٙبٕي ٚ وٖٚب٘ي دييا وٙي.بي ايٗ اييٜ ٍا ىٍ وشبةوبٍثَىٞ

 تَاثع هقذار تبًسَري ّوگي 

ىٍ ٘٪َ ، ٍا وٝ ىأٙٝ ٚ ثَى آٖ ثَاثَ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ إز Fاوٖٙٛ سبث٬ 

)ٌيَيٓ. ٔي )F A ٍٕٗٞ ٞبي ٔمياٍ سٞٛيَ آٖ اُ يه دبيٝ ٙٛى اٌَ ِٔٛفٝ٘بٔييٜ ٔي

 Qٍٕٞٗ إز اٌَ ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي Fىوبٍسي ثٝ دبيٝ ىيٍَ سغييَ ٘ىٙي. دٔ 

 ٍاث٦ٝ ُيَ ثَلَاٍ ثبٙي:

)( . . . ( ) .T TF = Q  A  Q =Q  F A   Q 
F= A .ٔظبِي اُ سبث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي ٍٕٞٗ إز 

وٝ ثَ  Fسٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى سبث٬ ه٦ي ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛيثب سٛػٝ ثٝ سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي ٔي   

 ٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي ٙٛى: Cَٔسجٝ ؿٟبٍ كٖت سبٍٖ٘ٛ 

,.. TF=C  A 

ٙٛى. ( ىاىٜ ٔي28-3ٍٕٞٗ ثٛىٜ ٚ ثٙبثَايٗ س٤ٕٛ ٍاث٦ٝ ) Cٍٕٞٗ إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ

 ٍٝٛر ُيَ إز:ثٝ Fدٔ
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( )  tr .T   F A = E A + A A 
 

سٛا٘ي ٌيَ٘ي وٝ ىأٙٝ ٚ ثَى آٟ٘ب ٔيىإ٘ٚٙياٖ ٭ّٓ ٔىب٘يه سٛاثٮي ٍا ثٝ هئز ٔي

ٞبي ا١بفي ٫ٛ١ٛٔ ثب٭ض ا٭ٕبَ ٔليٚىيزٞبيي اُ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ ثبٙي. ايٗ ٔؼٕٛ٭ٝ

)ٚ  TA=Aٙٛى. ىٍ كميمز ٔي Cٔٮيٗ ثَ ٙىُ ) ( )TF A = F A  ٍٓا هٛاٞي

 ىاٙز. ثب إشفبىٜ اُ ٕ٘بي٘ ُيَ:

( ) ijmn

amn i jc aF A = i i 

 ٙٛى وٝ:ٔٚبٞيٜ ٔي، iiثب دبيٝ ىوبٍسي

.ijmn jimn ijnmc c c  
 

سٟٙب  Cِٔٛفٝ ٖٔشمُ إز. أب ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ سمبٍٖ 81ىاٍاي  Cىٍ كبِز وّي

وٝ َٙاي٤ سمبٍٖ ٍا  Cٍٛ َٔسجٝ ؿٟبٍ ٍِٕٞٗٔٛفٝ ٖٔشمُ إز. َٞ سبٖ٘ 36ىاٍاي 

 ٙىُ ُيَ إز:ثٝ، وٙيثَآٍٚىٜ ٔي

( ).k

k  EE+ e Ee I 

ٍٝٛر ُيَ ثٝ، وٙيثٙبثَايٗ ٙىُ وّي َٞ سبث٬ ه٦ي ٍٕٞٗ وٝ ىٍ ٣َٙ سمبٍٖ ٝيق ٔي

 إز:

.( )  tr 2 F A = E A + A 
ٍٚٙي ، ٞبي سبٍٖ٘ٛي سٮَيف هٛاٞيٓ وَى. اثشيا٭ٙبَٝ كٖبثبٖ ٍا ثَاي سٛاثٮي اُ آٌٍٛٔبٖ

ٞبيي ٔٙبٕجي ثَاي ايٗ ٞيف ٚػٛى يب سبٍٖ٘ٛ لاُْ ىاٍيٓ. َْ٘ ثَاي ٕٙؼ٘ ا٘ياُٜ ثَىاٍ

 ىاٍى.

 ّبي هزثَط ثِ تبًسَرّب ٍ ثزخي فضبّبزمً 3-99

سٛاٖ ايٗ سٮَيف ٍا ثَاي ىًٍ٘ ٔيسٮَيف وَىيٓ. ثي 3َ٘ٔي ٍا ىٍ ف٢بي 7-2ىٍ ثو٘ 

َٞk  ثٝ ف٢بيk :ث٤ٖ ىاى 
1/ 2 ,( . )x = x  x 

 ٙٛى.ىاىٜ ٔي x . yٍٝٛرىٍ ف٢ب ثٝ x  ٚyىٍ ايٙؼب ١َة ىاهّي 
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سٛاٖ َْ٘ ٚ ١َة ىاهّي ٍا ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ سٮَيف وَى. ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ٔيثٝ

)١َة ىاهّي ثب  , )A B ٝاي سٮَيف ٔيوبٌٍيَي ١َة ٘م٦ٕٝ٘بي٘ ىاىٜ ٙيٜ ٚ ثب ث-

 ٙٛى:

 ..  

 .. 

.

.. T

ij ts

i j s t

ij ts

js it

js it

ij ts

ij s t

i j ts

ij s t

ts j i

ij

ij

a b

a b g g

a b g g

a b

a b

a b

 

         

(A, B)= A  B

= e e e e

         =

         =

         = e e e e

         =

         =

 

)آٙىبٍ إز وٝ ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي  , )A A ٝٞبي ثب ػ٬ٕ ٔؼٌٍٚ سٕبْ ِٔٛف

Aىي ثَىاٍٞب وبٔلا ٙجبٞز ىاٍى. ثب إشفبىٜ اُ ىِيُ ىٍ ٘شيؼٝ ثب ١َة ٭ي، ثَاثَ إز

سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ اَٝٛ ١َة ٭يىي ٘يِ ثَلَاٍ إز ٔي، ٔٚبثٝ ثب آ٘ـٝ ىٍ ثبلا آٔي

اي سبٍٖ٘ٛ ثٝ ِٔٛفٝ، وبٌٍيَي ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي)سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي سٟٙب ثب ثٝ

ىيٍَي ثَ ثَلَاٍ ثٛىٖ ايٗ  ٙٛى وٝ ايٗ ىِيُ٭ٙٛاٖ ثَىاٍي ثب ٘ٝ ثٮي ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

اَٝٛ إز(. ىٍ ايٗ كبِز اَٝٛ ١َة ىاهّي ثَاي سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىِوٛاٜ 

A, B, C ٝٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔيث 

(i)  0( , ) A Aٚ0( , ) A A ٌَاٌَ ٚ سٟٙب اA  ؛0

(ii) ( , ) ( , )A B = B A؛ 

(iii) ( , ) ( , ) ( )   A+ B C =  A C  + B,C ثَاي ا٭ياى كميمي, . 

 ٭جبٍر ُيَ:، ىٍ ػجَ ه٦ي
1/ 2( , )A = A A 

 ٝبىق إز:َ٘ٔي ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ إز. ايٗ َْ٘ ىٍ اَٝٛ ُيَ 

 (i)  0Aٚ0A ٌَاٌَ ٚ سٟٙب اA  ؛0

 (ii)  A  = A ثَاي َٞ ٭يى كميمي؛ 
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(iii)  A +B  A B. 

 ٘بٖٔبٚي ٙٛاٍسِ ٕٞـٙبٖ ثَلَاٍ إز:

   .A ,B A B 

ٞبي ثَىاٍي لبثُ سٮَيف إز. اثِاٍٞبي هبٛ ٔشٮيىي ثَاي ثَىاٍ ٚ َْ٘، ىٍ ػجَ ه٦ي

 سٛاٖ ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ طبثشي ا٘ؼبْ ىاى أب اٌَ ثوٛاٞيٓ ىٕشٍبٜ ٍا سلزايٗ أَ ٍا ٔي

ٔلاك٪بسي سغييَ ىٞيٓ ثبيي يبىآٍٚ ٙٛيٓ وٝ ايٗ َْ٘ ٞب ثَ إبٓ لٛا٘يٗ سجييُ سبٍٖ٘ٛ 

 وٙٙي.سغييَ ٔي

٭ٙٛاٖ آٌٍٛٔبٖ إشفبىٜ ثٝ TAسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ىٍ ٕ٘بي٘ سبث٬ ه٦ي ثو٘ لجُ اُ

 ٙي. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثبُسبثي اُ ٙىُ ١َة ىاهّي ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ إز.

ٟٔٓ َْ٘ ٞبي سٮَيف ٙيٜ وٝ ىٍ آ٘بِيِ ٘يِ ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ  سٛػٝ ثٝ ىٚ هبٝيز

ثَىاٍ ثبٙي.  xسبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ ٚ A ٚBىاٍاي إٞيز إز. فَٟ وٙيٓ، ٌيَى ٔي

 ٍٝٛر ٍٚاث٤ ُيَ ثَلَاٍ إز:ىٍايٗ

 A .x A x 

ٚ 

 A .B A B 

 آهَيٗ ٍاث٦ٝ ايؼبة ٔي وٙي وٝ:
 

(3-32)                                        .
kk A A 

 ٍا سٛػيٝ وَى. Aeسٛاٖ سٮَيف سٛاث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي ٙجيٝ وبٌٍيَي ايٗ هبٝيز ٔيثب ثٝ

 ( ٍَٕٞايي َٕي ُيَ ٍا اطجبر وٙيي:32-3ثب إشفبىٜ اُ ) 39-3توزيي 
1 1

1! !
.k

k

Ae =E + A +  + A  +   

ٙٛى؛ ١َة ٔفْٟٛ ١َة ىاهّي ثَاي سبٍٖ٘ٛٞبيي ثب َٞ َٔسجٝ ثٝ إٓب٘ي ث٤ٖ ىاىٜ ٔي

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔيىاهّي ثٝ
1 2

1 2
.( , ) n

n

i i i

i i ia bA  B = 
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سٛا٘ي ايٗ ٍا ثَاي سٕبْ كبِز ٞبي ثوٞٛٛ آٖ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٚ اَٝٛ ١َة  هٛا٘ٙيٜ ٔي

 ىاهّي ٍا ثٍَٕي وٙي.

 ثزخي عٌبصز حسبثبى  

سٛاٖ ٔفْٟٛ سبث٬ يه يب ؿٙي ٔشغيَ ٍا ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ ثَىاٍٞب يب ٕٞب٘ٙي كٖبثبٖ ٔمئبسي ٔي

سبٍٖ٘ٛٞب سٮَيف وَى. ؿٙيٗ سبثٮي ثَ ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ثوٞٛٛ ىاىٜ هٛاٞي ٙي. ثَاي 

سبثٮي ٍا ٍٚي ل٦ٮٝ ، ٔظبَ ,a b  ٍٖٚىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ايٗ سبث٬ َٞ اُ  3ثب ٔمبىيَ ى

٘م٦ٝ ,a b  ُسٛاٖ سبثٮي ا٥ٍُٛ ٔٚبثٝ ٔيٍ٘بٍى. ثٝٔي 3ٍا ثٝ كياوظَ يه ثَىاٍ ا

 ,a b ٝسٛاٖ ٔفْٟٛ كي ٚ اي اُ سبٍٖ٘ٛٞبيي ثب َٞ َٔسجٝ ٕبهز. ٕٞـٙيٗ ٔيثٝ ٔؼٕٛ٭

 ٍا ٕٞب٘ٙي كٖبثبٖ سٮَيف وَى: 0tديٕٛشٍي ىٍ ٘م٦ٝ 

 

سبث٬   3: ,a b f ٍى 0 ,t t a b=  َٞ 0ىاٍاي كي إز اٌَ ثَاي  
,0ٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي  ،ٝٚاثٖشٝ ث ٝ0وٝ ثَاي ٥ٍَٞٛيث t t ٚ

0 - t t  ٓىاٙشٝ ثبٙي( )t f  -a  ٜ0. ٌَٞب( )ta = f  ، ٌٍٛييٓ سبث٬ ى

0t ِإز. ديَست 

ٙٛى  ٙٛى. أب ىٍ ػجَ ه٦ي ٘ٚبٖ ىاىٜ ٔيإشفبىٜ ٔي 3ٞبي ٌٛ٘بٌٛ٘ي ىٍَْ٘

سٕبْ ثٮيٞب ٔٮبىَ ٞٓ ٖٞشٙي. ٔٮبىَ ثٛىٖ ىٚ َْ٘ ، ثٮي ٔشٙبٞيوٝ ىٍ ف٢بيي ثب 

1
.  ٚ

2
اي وٝ ثَاي ٌٛ٘ٝٚػٛى ىاٍ٘ي ثٝ 1c  ٚ2cيٮٙي ايٙىٝ طبثز ٞبي ٔظجز  .

 اُ ف٢ب ىاٙشٝ ثبٙيٓ: xَٞ ٭َٙٞ

1
1 2

2

0  ,c c    
x

x
 

سٛا٘ي ىٍ سٮَيف كي إشفبىٜ ٙٛى: ٖٞشٙي. ىٍ ٘شيؼٝ َْ٘ ٔي xٖٔشمُ اُ  1c  ٚ2cوٝ 

 ىٍ ايٗ ٍٝٛر ٖٔشمُ اُ ٙىُ ٍٔٛى ٘٪َ َْ٘ إز.  يب كي ٚػٛى ىاٍى يب ٘ياٍى وٝ

)سبث٬، ٕٞب٘ٙي كٖبثبٖ )tf ٍٚي ,a b ٙٛى اٌَ ٍٚي َٞ ٘م٦ٝ ديٕٛشٝ ٘بٔييٜ ٔي

 ,a b  ٍسٮبٍيف ٔمئبسي كي، ثبٙي 3ديٕٛشٝ ثبٙي. ٌَٞبٜ سبث٬ ىاٍاي ٔمبىيَي ى ،
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سٛاٖ ثب ػبيٌٍاٍي َْ٘ ثٝ ػبي لي٦ٍّٔك اٝلاف وَى. ٔٚشك ا٘شٍَاَ ٚ غيَٜ ٍا ٔي، ٔٚشك

( )tf  ٝ0ىٍ ٘م٦t ٍٝٝٛر ُيَ إز:ث 

00

0
0

0

.
( ) ( )

( ) lim
t tt t

t t
t

t t

d

dt 






f ff
f = = 

ٔٚشك سبث٬ ٔمياٍ ثَىاٍي ىاٍاي هٛاٛ ٔشٮيى ٙٙبهشٝ ٙيٜ ٔٛػٛى ىٍ كٖبثبٖ ٔمئبسي 

)اٌَ ، إز. ثَاي ٔظبَ )tf  ٚ( )tg ٍىٚ ى َٞt ٌبٜ لب٭يٜ ١َة آٖ، ٔٚشك دٌيَ ثبٙٙي

 ٙىُ ُيَ ثَلَاٍ إز:ثٝ

 ( ) . ( ) ( ) . ( ) ( ) . ( ).t t t t t t  f   g = f   g  + f   g 

 

1ٍا ثَكٖت دبيfَٝاٌ 2 3, , e e e ٝو٥ٍٝٛيث٤ٖ ىٞيٓ ث( ) ( )k

kt f tf = e ،ٌٖبٜ:آ 

.
( ) ( )k

k

t td d

dt dt

f f
= e 

ٍٝٛر وبٍثَى لب٭يٜ ١َة ىٍ غيَايٗ، ثٖشٍي ٘ياٍى tثٝ  keٙٛى وٝ ىٍ ايٙؼب فَٟ ٔي

سٛاٖ لاُْ إز )ىٍ اىأٝ ثب ايٗ كبِز ٍٚثَٚ هٛاٞيٓ ٙي(. ا٘شٍَاَ ٔٮيٗ ٍا ٘يِ ٔي

 ىٕز آٍٚى:اي ثٍٝٝٛر ِٔٛفٝ ثٝ

  .( ) ( )
b b

k

k
a a

t tdt dt f = f e 

 ا٘شٍَاَ ىاٍاي سٕبْ هٛاٛ ٙٙبهشٝ ٙيٜ ٔٛػٛى ىٍ كٖبثبٖ إز. 

سٛاٖ ثٝ كبِز سبثٮي اُ يه ٔشغيَ ٭يىي ثب آٙىبٍ إز وٝ سٕبْ ايٗ ٦ٔبِت ٍا ٔي

٘٪َيٝ سٛاث٬ ؿٙي ، ٔمبىيَي ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبيي اُ َٞ َٔسجٝ ث٤ٖ ىاى. ٭لاٜٚ ثَ ايٗ

ىاى. هٛا٘ٙيٜ ثبيي ثوب٥َ ىاٙشٝ ثبٙي ٔشغيَٜ ثب ٍٚٗ ٔٚبثٝ ثٝ سبث٬ ٞبي سبٍٖ٘ٛي سٮٕيٓ 

ليٍ ٦ّٔك ثٝ ٥ٍٛ ٍٝٛي ثب َْ٘ لبثُ سٮٛي٠ إز. ، وٝ ىٍ سٕبْ سٮبٍيف كٖبثبٖ ٔمئبسي

)سٟٙب ىٍ ايٙؼب فَِٔٛي ٍا ثَاي ٔٚشك سبث٬ سبٍٖ٘ٛي  ) mn

m nt f tF = ( )e e :ٓٔي ٘ٛيٖي 

.
( ) ( )mn

m n

t f td d

dt dt

F
= e e 
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 دارثزخي فضبّبي ًزم

ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي َْ٘ سبث٬ ثَىاٍي ىٍ ، ٞبي ىٍٕي آ٘بِيِ سبثٮئٮٕٛلا ىٍ وشبة

)َْ٘ ف٢بي، ٙٛى. ثَاي ٔظبَسٮَيف ٔي )C V اُ سٛاث٬ ثَىاٍي ديٕٛشٝ ٍٚي ٘بكيٝ   

 ثَاثَ إز ثب: Vفَٚىٜ

(3-33)                    max max .k k kC C k V
f ff x = x i = x 

ٞبي ثٖشٍي ىاٍى. اٌَ اُ َْ٘ ٔٚبثٝ وٝ ىاٍاي ِٔٛفٝ kiايٗ فََٔٛ ثٝ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر

ٕٞب٘ٙي كبِز ٔوشٞبر  -ٙٛىإشفبىٜ ، إز Vثَىاٍي ىٍ ىٕشٍبٞي ثب ٘مب٣ سىيٗ ىٍ

( 33-3( ثَاثَ ٘يٖز. ايٗ ثياٖ ٔٮٙب إز وٝ )33-3آيي وٝ ثب )ىٕز ٔيَ٘ٔي ثٝ -وَٚي

 إز. ثَىاٍيٍٚٗ ٘بىٍٕشي ثَاي ٔٚوٜ وَىٖ ٙير َٞ ٔيياٖ 

 ٙٛى: أب َْ٘ ىٍٕز ثَاي َٞ سبث٬ ىٍ ٔوشٞبر هٕييٜ ه٤ ثَا إبٓ َْ٘ ثبلا ثيبٖ ٔي

(3-34)                   
1/ 2

max .i i

i i
V

f f f  f x = x r = x x 

يبىآٍٚي ايٗ ٘ىشٝ لاُْ إز ، ( ىاٙشٝ ثبٙي33ٓ-3ٙىُ )سٕبيُ ثٝ إشفبىٜ اُ َْ٘ ثٝاٌَ 

 وٝ ىٍ كيٗ سجييُ ىٕشٍبٜ ثبيي سغييَار ٔشٙب٩َ ٙىُ َْ٘ ٍا ٘يِ ىٍ ٘٪َ ٌَفز.

-3َْ٘ ٔٚبثٝ ) Vثَ ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ سٛاث٬ ديٕٛشٝ سبٍٖ٘ٛي َٔسجٝ ىْٚ ثَ ٘بكيٝ فَٚىٜ

 لبثُ سٮَيف إز: (34

       
1/ 2

max .ij ij

i j ij
v

a a a  A x = x r r = x x 

سٛاٖ  ٞبي سٛاث٬ ثَىاٍي ٚ سبٍٖ٘ٛي ديٕٛشٝ ٔيٙٛيٓ وٝ ثٝ ػبي َْ٘وَ ٔيىٍ ٟ٘بيز ٔشٌ

2ٞبي ٭يىي ٔشٙب٩َ ثب ف٢بي سٛاث٬ ٞب ٚ ١َةَْ٘ ( )L V  ٍا ٔٮَفي وَى. دٔ ١َة

 ىاهّي ثَاثَ إز ثب:

(3-35)                                 
 

( ) .ij

ij
V

a b dVA,B = 

ٞبي ١َة هٛا٘ٙيٜ ثبيٖشي سٕبْ اَٝٛ ١َة ىاهّي ٍا ثٍَٕي ٕ٘ٛىٜ ٚ سٕبٔي ٙىُ

 ( ٍا ٔٮَفي ٕ٘بييي. 35-3ىاهّي ٚ َْ٘ ٞبي ٔشٙب٩َ ثب )

1qسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ثب  Aفَٟ وٙيي 33-3توزيي  A   إز. ٘ٚبٖ ىٞيي

E - A  ٓٛ1ىاٍاي ٔٮى( )E - A  :ثٛىٜ وٝ ثَاثَ إز ثب 
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2 3 .n  E+ A+A +A A 

1qسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ثب Aفَٟ وٙيي 36-3توزيي  A  ٓٛإز. ٔٮى

E+ Aؿيٖز؟ 

 هطتق تَاثع تبًسَري 3-93

سٛاثٮي ٚػٛى ىاٍ٘ي وٝ ثب ىٚ سبٍٖ٘ٛ ىٍ اٍسجب٣ ٖٞشٙي. ثَاي ، وٖٚب٘ي ه٦يىٍ ٘٪َيٝ  

سبٍٖ٘ٛٞبي سٙ٘ ٚ وٚ٘ ثب ٙىُ سٮٕيٓ يبفشٝ لبٖ٘ٛ ٞٛن اٍسجب٣ ىاٍ٘ي.  ٍٚاث٤ ، ٔظبَ

ٙٛى. اثشيا ثبيي سٛاث٬ سبٍٖ٘ٛي سَ ىٍ وٖٚب٘ي غيَ ه٦ي يب دلإشٖيشي ٩بَٞ ٔيديـييٜ

ٍٝٛر سٛا٘ي ثٝسبٍٖ٘ٛ سٙ٘ ىٍ وٖٚب٘ي ٔي، بَدٌيَ ثبٙٙي. ثَاي ٔظٍٔٛى ٘٪َ ٔٚشك

 ىٕز آيي. ْي وٚٚي ٖ٘جز ثٝ سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ثٝ  ٔٚشك اَ٘

)ٙٛيٓ وٝ ٔٚشك ٔمئبسييبىآٍٚ ٔي )f x  :ثَاثَ إز ثب 

 
   

0
lim .
x

f x x f x
f x

x 


 


 

 آيي:ىٕز ٔئٚشك اَٚ ثب فََٔٛ ُيَ ثٝ

 (3-36)                                     ( ) .f f x xd d=  

 ٔشغيَٜ ىاٍيٓ:nثَاي سبث٬

 1

1

 ,   ,  .
n

n k

k k

f
f xd x x d

x




 

,1ثب إشفبىٜ اُ دبيٝ ىوبٍسي  , n i i ٍٝٛر ٩بَٞي ُيَ ٕ٘بي٘ ىاى:ٍا ثٝسٛاٖ آٖٔي 

 1

1 1

 , , . .
n n

n k m m

k mk

f
f xd x x d

x 

 
 

 
   i i 

 ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ:

1

n

m m

m

x


x = i 

 ٘ٛيٖيٓ:ٔي، ٕٞب٘ٙي يه ثَىاٍ

   1 , , ,mf fx x  x 
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-٭ٙٛاٖ سبيٮي ثب ٔشغيَٞبي ثَىاٍي ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ثٝ ٥َيك ٔٚبثٝ سٮَيف ٔيٚ ايٗ ٍا ثٝ

 وٙيٓ:

1

n

m m

m

xd d


x = i 

ٔشغيَ  ٞبيي ٖٞشٙي وٝ اِِأب ٔمبىيَ وٛؿىي ٘يٖشٙي. فَٟ وٙيي وٕيز mdxوٝ 

x ٚdٞبيكميمي إز. ثَاي طبثز x سبث٬ f dx + x ، َسبثٮي اُ يه ٔشغيx 

 اي ٍٚي ايٗ سٛاث٬ هٛاٞيٓ ىاٙز:وبٍ ٌيَي ٍٝٛي لب٭يٜ ُ٘ؼيَٜإز. ثب ثٝ

(3-37)                      
 

1 10

. .
n n

k m m

k mk

f x f
x

d d
d

d x




  

 
 

 
  

x + 
= i i  

 ثٙبثَايٗ:

(3-38)                           
 

1

0

, , .m

f x
f

d d
d x x

d







x + 
= 

dىٍ ػٟز  xىٍ ٘م٦ٝ  fٔٚشك ٌبسٕٕٝز ٍإز ايٗ سٖبٚي ثٝ ٘بْ  x  ٜهٛا٘ي

 ٕ٘بى:، ٙٛى. ثَاي ٭جبٍر ٔيب٘ي ٔي

,

1

n

k

k k

f
f

x




x  = i 

ايٗ وٕيز ثَىاٍي ٍا ، ٘بٔيٓ. ىٍ اىأٝٔي xٖ٘جز ثٝ fٔٚشكٍا ٔٮَفي وَىٜ ٚ آٖ ٍا 

 وٙيٓ.ٔٮَفي ٔي fٌَىايبٖثٝ ٭ٙٛاٖ 

وٙيٓ أب ىٍ كميمز سبث٬ ثب آٌٍٛٔبٖ ثَىاٍي ٔشغيَٜ ٫َٚٙ ٔي nثب يه سبث٬  f x  ٍى

 ىٞيٓ. اُ اي ٍا ثب سٛػٝ ثٝ آٖ ٕ٘بي٘ ٔيٙٛى ٚ ٭ّٕيبر ٔٚبثٝ غيَ ِٔٛفٝ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

 ( ىاٍيٓ 3-38( ٚ)3-37)

 
 

1 ,

0

, , .m

f x
f f

d d
d x x d

d







x

x + 
= =  . x 

ثٝ ىٕز ٔي آٍٚيٓ أب ثٝ ٍٝٛر اي ٍا ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ٌَٞبٜ ٍاث٦ٝ

سٛا٘ي ايٗ اي ىاٍاي ا٭شجبٍ إز. هٛا٘ٙيٜ ٔيدبيٝثَاي َٞ ، اي ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٙٛى ِٔٛفٝغيَ

ٞبي ٦ّٔت ٍا ثب ٔلبٕجٝ ٖٔشميٓ ثٍَٕي ٕ٘بيي. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ىٍ َٞ دبيٝ ِٔٛفٝ
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,f x ٔٚشمبر ػِييf  ٖ٘جز ثٝ ث٤ٖx  ثَ كٖت دبيٝ ٖٞشٙي. ٌَٞبٜ ثوٛاٞيٓ ٙىّي

dٍا ىاٙشٝ ثبٙيٓ وٝ ىاٍاي ثَىاٍٞبي دبيٝ ٘جبٙٙي ثبيي اُ ث٤ٖ  x ثٝ دبيٝ ىٌٚبٖ  ٖ٘جز

 إشفبىٜ وٙيٓ. 

٥ٍٛ َٝيق ثٝ سٛاث٬ سبٍٖ٘ٛي ثب آٌٍٛٔبٖ ٞبي سبٍٖ٘ٛي سٮٕيٓ سٛاٖ ثٝٞب ٍا ٔيايٗ اييٜ

 ىاى.

اثشيا سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي  f X ٌيَيٓ وٝ آٌٍٛٔبٍٖا ىٍ ٘٪َ ٔيX  ٝثٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسج

3سٛاٖ ىٍ دبيٝ طبثز ثٝ ٍٝٛر سبثٮي ثب ىْٚ سٮّك ىاٍى. ايٗ ٍا ٔي 3 9  َٔشغي ،

سٛاٖ ٔي 3ىٍ دبيٝ ىوبٍسي، ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ىٍ ثبلا آٔي Xٞبي ِٔٛفٝ

 ٍا ٔٮَفي وَى. ىٍ ٘شيؼٝ ٔٚشك ٌبسٝ لبثُ سٮَيف إز: dfٔٚشك اَٚ
 

(3-39)         
0 0

( ) ( )
( ) lim , .. Tf f

f f
d

d d
  




 

 
 



X + X X
X + X x  X  

dثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ X  :ٓوٝ ِِٚٔبً وٛؿه ٘يٖز. ىٍ ايٙؼب ثَ كٖت دبيٝ ىوبٍسي ىاٍي 

, ,m n

mn

f
f

x





x i i 

 ٖٞشٙي. ثٙبثَايٗ:  Xٞبي ىوبٍسي ِٔٛفٝ mnxوٝ 

, ... Tf fd d x  X 

٭جبٍر 
,f x  ٔٚشكf ٖ٘جز ثٝ آٌٍٛٔبٖ سبٍٖ٘ٛيX ٙٛى. َٞؿٙي فََٔٛ ٘بٔييٜ ٔي

 آهَ ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثٝ ىٕز آٔيٜ أب ىٍ َٞ دبيٝ اي ثَلَاٍ إز.

، ٍ٘بٍىاُ ٘بسٍٖٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ ٍا ثٝ ٔؼٕٛ٭ٝ ٔٚبثٟي ٔي Xثَاي سبثٮي وٝ ٔمبىيَ    

,ٔٚشك ( )xF X  ٝٙٛى:ٔيٍٝٛر ُيَ سٮَيف ث 

(3-40)             
, 0 0

( ) ( )
 .. ( ) limT d

d d
  




 

 
 


x

F X + X F X
F X F X + X  

سٛاٖ ىٚثبٍٜ ايٗ كبِز هبٝي اُ ٔٚشك ٌبسٝ إز. ٍٚٗ ثٝ وبٍ ٌَفشٝ ٙيٜ ىٍ ثبلا ٍا ٔي

,ٞبي ىوبٍسي ٘ٛٙز. َٔسجٝ ثَاي ٔٚشك اَٚ ثَ كٖت ِٔٛفٝ ( )xF X ٗثَاثَ ؿٟبٍ إز. اي

 ٍٝٛر ُيَ إز:اي ثٝسبث٬ ثَ كٖت ٙىُ ِٔٛفٝ

, .
ij

i j m n

mn

f

x





xF i i i i 
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kىوبٍسيٞبيي ٙٛيٓ وٝ ىٍ دبيٝ)يبىآٍٚ ٔي

k =i i ثٙيي ٍايغ ىٍ ٚ ثٙبثَايٗ ػ٬ٕ

 ٞبي ٔٚبثٝ ايٗ ؿٙيٙي لبثُ إشفبىٜ إز(.  ثَاي: ٔٛلٮيز

, ( )xF X ٚ
, ( )f x X 

 ٙٛى:اُ ٕ٘بىٞبي ُيَ ٘يِ إشفبىٜ ٔي
( )d

d

F X
X

  ٚ
( )fd

d

X
X

 

سٛاٖ ٔٚشك سبث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي ثَاي سبٍٖ٘ٛٞبيي اُ َٞ َٔسجٝ ٍا ثٝ ٍٚٗ ٔٚبثٝ ٔي

 سٮَيف وَى. 

ٍٕيٓ. ايٗ ٔي dXبثٮي ه٦ي ثَ كٖت ثٝ س dFآٙىبٍ إز وٝ ٍٞٙبْ ٔلبٕجٝ 

 ايٓ. ىِيّي إز وٝ ؿَا ديٚشَ سٛاث٬ ه٦ي ٍا ٍٔٛى ٦ٔبِٮٝ لَاٍ ىاىٜ

,1اوٖٙٛ ٔٚشمبر ػِيي سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي  ,( )mf X X  ٍٖا ثَ كٖت ؿٙييٗ آٌٍٛٔب

سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ثبٙي. ٔٚشك ػِيي iXوٙيٓ وٝ وٙيٓ. فَٟ ٔيسبٍٖ٘ٛي ٔٮَفي ٔي

f  ٖٝ٘جز ثiX  ثبif X  ْٕٚ٘بي٘ ىاىٜ ٙيٜ ٚ ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىY 

 ٙٛى.س٤ٕٛ اسلبى ُيَ ٍا سٮَيف ٔي

1 0
.. ( ,  , )T

i m

i

f
f






 


 
Y X X + Y,  ,X  

X
 

iٔٚششك ػِيي ، ٌيَىٔمبىيَي ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛ ٔي Fٚلشي سبث٬  F X  ٔٛػٛى

 ٙٛى:ٔٚبثٝ س٤ٕٛ اسلبى ُيَ سٮَيف ٔي

1 0
.. ( ,  , ) .T

i m

i





 


 

F
Y F X X + Y,  ,X  

X
 

 سٛاٖٞبي ػِيي ثبلا ٍا ٔيٞبي ٔٚشكٔؤِفٝ، ٕٞب٘ٙي كبِز سبث٬ سبٍٖ٘ٛي يه ٔشغيَٜ

ٞبي ػِيي ٔؤِفٝ ٞب ثيبٖ وَى. ايٗ ٕ٘بي٘ ٍا ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي سَٚيق ثَكٖت ٔٚشك

 وٙيٓ. فَٟ وٙيٓٔي
(1) ( )

1( ,  , ) ( ,   , )m

m ij ijf f x xX X   

)ائشغيَٜ ثب ٔؤِفٝ 9mسبث٬  )k

ijx ُا.kX ٍٗٝٛرثبٙي. ىٍاي 

( )
.j ki

i jk

f f

x

 


 
i i

X
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)ٔٚشك  39-3توزيي ) ( ) trf I 1X X X  ٍٝا ٖ٘جز ثX  .ثيبثيي 

)2ٔٚشك  36-3توزيي ) trf X X ٝىٕز آٍٚيي.     ٍا ث 

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٚشك ، إشفبىٜ ٙيٜ ىٍ سَٕيٗ لجُوبٌٍيَي ٍٚٗ ثب ثٝ 37-3توزيي 
3( ) trf X X  ٖٝ٘جز ثX 23ثَاثَ إز ثب( )TX . 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٚشك 38-3توزيي 

2 2

2

1
( ) ( ) tr tr

2
f I     X X X  X 

 ثَاثَ إز ثب: Xٖ٘جز ثٝ

2 , 1( ) ( ) .T

xI I X X E  X 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٚشك 39-3توزيي

3( ) ( ) detf I X X X 

 ثَاثَ إز ثب Xٖ٘جز ثٝ
2

1 2( ) ( ) .
T

I I  X  X X + X  E 

ٌيَي دبيبٞبي سبٍٖ٘ٛ وٚٚي ثَاي ٘ٛٙشٗ ٔٮبىِٝ ٕبهشبٍي ٔٛاى ٞبي ٔٚشكاُ فََٔٛ

 ٙٛى. ٍٕٞٗ وٖٚبٖ غيَ ه٦ي سلز ىٌَىيٖي ٔشٙبٞي إشفبىٜ ٔي

اُ  kIٍٝٛر سبثٮي اُ دبيبٞبي اَّ٘ي وٚٚي َٞ ٔلي٤ وٖٚبٖ ٍٕٞٗ ثٝ 61-3 توزيي

1، سبٍٖ٘ٛ سٙ٘ 2 3( )f f I I I -3)، (  35-3ٞبي )وبٌٍيَي ٘شبيغ سَٕيٗإز. ثب ثٝ  , ,

 ( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٚشك ثَاثَ إز ثب:3-37) ( 36ٚ

2

, 2

2 3 2 3 3

 .T Tf f f f f f
f I I I

I I I I I I

        
       

        
X 1 1

1

E  X X 

ٞبي سٛاث٬ ٔمياٍ ٞبي سٛاث٬ ٔمياٍ ٭يىي ٍا اٍايٝ وَىيٓ. ٔٚشكٔٚشكٞبيي اُ ديٚشَ ٔظبَ

 سَ ٖٞشٙي. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ٔٚشك سبث٬ ه٦يسبٍٖ٘ٛي ديـييٜ

( ) TF X C .. X 

   إز: Cثَاثَ

, .XF C 
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)٘ٚبٖ ىٞيي وٝ اٌَ  28-3ٚ  27-3وبٌٍيَي ثب ثٝ 69-3توزيي  ) F X  X ،ٌٖبٜ آ

, XF I ٌَا .( ) TF X  X ،ٌٖبٜآk

x k,F e Ee. 

 ، ثٝ وٕه سَٕيٗ ثبلا    

, .XX I 

ثٛىٜ وٝ سبٍٖ٘ٛي َٔسجٝ ؿٟبٍ  Iثَاثَ Xٖ٘جز ثٝ  Xٔٚشك سبٍٖ٘ٛي َٔسجٝ ىْٚ، يٮٙي

 إز. 

 ّبي تبًسَري هتقبرى تبثع

ٔشمبٍٖ ٖٞشٙي )ثٝ  ٚ سبٍٖ٘ٛ وٚ٘  سبٍٖ٘ٛ سٙ٘ ، سبٍٖ٘ٛٞبي اّٝي وٚب٘ي ه٦ي

ٌيَي سبث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي اُ آٌٍٛٔبٖ ٔشمبٍٖ ٍػ٫ٛ وٙيي(. ثٙبثَايٗ ٖٔبِٝ ٔٚشك 6فُٞ 

ىٍ ٘٪َ ، ٞبي ٔٙلَٞ ثٝ فَىي إزسبٍٖ٘ٛي ٕٞب٘ٙي كبِز هبٝي وٝ ىاٍاي ٚيٌْي

 ٌَفشٝ ٔي ٙٛى.  

)ٔٚشك سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي  )f X ْٚاُ سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىX  ٌيَيٓ.  ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي

وٙيٓ. ٔٚشك( ٍا ٕٞب٘ٙي ُيَ اٝلاف ٔي39-3سٮَيف )
,f X  ٝثَاثَ سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ َٔسج

dٍٛ ٔشمبٍٖ ىٚٔي إز وٝ ثَاي َٞ سبٖ٘ X :ىٍ ٣َٙ ُيَ ٝبىق إز 

(3-41)                                ,0
.. f fd d










 XX  X X 

اي ٕ٘بي٘ ٔؤِفٝ
,f X :ىٍ دبيٝ ىوبٍسي ثَاثَ إز ثب 

, .m n

mn

f
x





X i i 

f,دٔ سمبٍٖ X ٍٝٝٛر سٮَيف ُيَثيبٖ ٔي ٙٛى:ث 

, ,( ) .Tf fX X 

f,ؿَا ثٝ ٔشمبٍٖ ثٛىٖ  X ٝٞبي سبٍٖ٘ٛي ٔشمبٍٖ ٚ دبى ٔشمبٍٖ اكشيبع ىاٍيٓ؟ ٔؼٕٛ٭

سبٍٖ٘ٛ   Aُيَ ف٢بٞبيي اُ سٕبْ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ ٖٞشٙي. فَٟ وٙيٓ ، َٔسجٝ ىْٚ

ٙٛى وٝ إٓب٘ي ىييٜ ٔيسبٍٖ٘ٛ دبى ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىْٚ ثبٙٙي. ثBٝٔشمبٍٖ ٚ

0..A  B = ثٙبثَايٗ ُيَ ف٢بٞبي سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ ٚ دبيٝ ٔشمبٍٖ ىٚ ثٝ ىٚ ٔشٮبٔي .
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ٌَ ىٍ ايٗ سٮَيف ٘يبُ ثٝ ٍٝٛر ىِوٛاٜ أب ٔشمبٍٖ إز. اثٝ dX، (41-3ٖٞشٙي. ىٍ )

ٔشمبٍٖ ثٛىٖ 
,f X ( وٝ سٟٙب ثَاي سٕبْ سبٍٖ٘ٛٞبي 41-3ٌبٜ )آٖ، ٚػٛى ٘ياٙشٝ ثبٙي

، ثَلَاٍ إز dXٔشمبٍٖ 
,f X ٝوٙي وٝ ىٍ كي ػ٬ٕ يه ػّٕٝ اُاي سٮَيف ٔيٌٍٛ٘ٝا ث

Bسٛا٘ي َٞ سبٍٖ٘ٛ دبى ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىْٚ ثبٙي. يىشب ٘جٛىٜ ٚ ٔي 

سٮَيف ٔٚشك َٞ سبث٬ ٖ٘جز ثٝ آٌٍٛٔبٖ سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ثب ٖٔبِٝ سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ 

ٕ٘بي٘ سبث٬ ه٦ي ٭ُٕ وٙٙيٜ ثَ ٍٚي ف٢بي سبٍٖ٘ٛي ٔشمبٍٖ وٝ ثبكبِز وّي وٕي 

 ٍا ٍ٘بٜ وٙيي(.  54-3ٚ  53-3، 52-3اٍسجب٣ ِ٘ىيىي ىاٍى. )ٖٔبيُ، ٔشفبٚر إز

  آٍٚيٓ:ىٕز ٔيسٛاٖ ٔٚشك سبث٬ ُيَ ٍا ثٝٔي، ٭ٙٛاٖ ٔظبَثٝ

( ) .. ,f X C  X 
Tسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ إز ٚ  Cوٝ  X X َٞ ٥جك سٮَيف ثَاي .dX  ٝو

Td dX = X ،ٓىاٍي 

, .. ..f d dX X C  X 

ٍٕي وٝ ىٍ ٍ٘بٜ اَٚ ثٝ ٘٪َ ٔي
,f X C   ٜايٗ ٍاث٦ٝ ثَاي َٞ آٌٍٛٔبٖ ىِوٛا ٚX 

ٔٚشك ثبيي ، وٙي. ىٍ كميمزػٛاة سغييَ ٔي Xثَلَاٍ إز. أب ثَاي آٌٍٛٔبٖ ٔشمبٍٖ 

سبٍٖ٘ٛي ٔشمبٍٖ ثبٙي ٚ ثٙبثَايٗ 
,f X C   اٌَ اٌَ ٚ فم٤TC = C  اوٖٙٛ كبِشي .

سٛاٖ ٌفز وٝ ٔشمبٍٖ ٘جبٙي. ٔي Cٌيَيٓ وٝ ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي
,f X  .ثبيي ٔشمبٍٖ ثبٙي

٘شيؼٝ ايٗ إز وٝ 
,f X  ثَاثَ إز ثب 

 ,

1
.

2

Tf X = C+C 

٭ٙٛاٖ ٔؼ٫ٕٛ ٍا ثCٝسٛاٖ ٔي، ٙٛى. ىٍ كميمزٍٝٛر يىشب سٮَيف ٔيايٗ ٭جبٍر ثٝ

 سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ٚ دبى ٔشمبٍٖ ٕ٘بي٘ ىاى:
1 1

( )  ( )
2 2

T TC= C+C + C C 

 أب
1 1

( ) .. ( ) .. 
2 2

0T d d C -C X= C -C X 

 ثٙبثَايٗٚ 
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1
.. ( ) .. 

2

Td dC X= C+C X 

 وٝ ٕٞبٖ ٦ّٔٛة ٍٔٛى ٘٪َ إز.

سٛاٖ سٮَيف ٔٚشك سبث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي اُ آٌٍٛٔبٖ ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىْٚ ٔي، ثٝ ٍٚٗ ٔٚبثٝ

ٔٚشك ثَ ، ثبٙي nىاٍاي ٔمبىيَي ىٍ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ  Fٍا اٝلاف وَى. اٌَ 

ثب  Xكٖت
,XF ٍٖ٘ٛٞبي وٝ ىاٍاي ٔمياٍي ىٍ ُيَ ٔؼٕٛ٭ٝ سب، ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي ٙٛى

2nَٔسجٝ    ْٚوٝ ىٚ ا٘يئ آهَ ٔشمبٍٖ آٖ ثٛىٜ ٚ ثَاي سٕبْ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ى

 وٙي:ىٍ اسلبى ُيَ ٝيق ٔي dXٔشمبٍٖ 

(3-42)                                , 0
.. d d









XF X= F(X + X) 

سمبٍٖ 
,XF  ٖ٘جز ثٝ ىٚ ا٘يئ آهَ ثييٗ ٔٮٙب إز وٝ ثَاي ٔؤِفٝ ٞبي

ij ptF  ُا

,XF :ٓىاٍي 

.ij pt ij tpF F 

اػبُٜ سٮَيف ٔٚشك ػِيي سٛاث٬ سبٍٖ٘ٛي ثب آٌٍٛٔبٖ ٞبي سبٍٖ٘ٛي ، ثب سغييَ ٔٚبثٝ

 ٔشمبٍٖ ٍا هٛاٞيٓ ىاٙز. 

 فَٟ وٙيي 69-3توزيي 
( )  .. ,F X = C X 

mnptوٝ  m n p tcC = i i i i  ٚ ٜيه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ ثٛىX  ْٚيه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ى

 ٔشمبٍٖ إز. ٘ٚبٖ ىٞيي:

,

1
( ),

2
 XF C+C 

mnpt ثيٕز ٔي آيي: Cثب ا٘شمبَ ىٚ ا٘يئ آهَ اُ Cوٝ m n t pcC i i i i . 

 

 فَٟ وٙيي 63-3توزيي 
1

( )
2

.. .. ,f X  X  C  X 

mnptوٝ  m n t pcC i i i i ٚX ٍٝٝٛر سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ ٔشمبٍٖ إز. ٘ٚبٖ ىٞيي:ث 
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 ,

1
,

4
.. .. ..  ..  XF C  X + C   X +X  C + X  C 

يٮٙي  Cٞبي اُ ا٘شمبَ ىٚ ا٘يئ آهَ ٔؤِفٝ Cوٝ
mnpt m n t pcC i i i i ،ٚC  ثب

، ٞب يٮٙيا٘شمبَ اِٚيٗ ىٚ ا٘يئ اُ ِٔٛفٝ
mnpt m n t pcC i i i i ٝآيي. ىٕز ٔيث 

 فَٟ وٙيي 66-3توزيي 
1

( )
2

.. .. ,f X  X  C  X 

سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ٔشمبٍٖ إز. فَٟ وٙيي  Xيه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍ ٚ  Cوٝ 
 C=C =C ٚ.. ..C  X =X  C ٝٞب ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ثَ كٖت ٔؤِفX 

يٮٙي اسلبىٞبي ، ٚػٛى ىاٍى
mnpt nmptc c= ٚ

mnpt ptmnc c=  ُثَاي َٞ ٔؼٕٛ٭ٝ ا

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  3.43وبٌٍيَي ػٛاة ٖٔبِٝٞب ثَلَاٍ إز. ثب ثٝا٘يئ
, ..f X  C  X . 

 هسبيل 3-96

ٕ٘بي٘ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ثَاي  A,B,C,Xىٍ ايٗ ثو٘ ثٝ غيَ اُ ػبٞبيي ليي ٙيٜ اُ 

ثَاي سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي َٔسجٝ ىٚ  Qٚ ، ثَاي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىٚ ه٦ي ، ثَاي ٭يى، ىٚ

 ٙٛى. إشفبىٜ ٔي

1ٞبي ػفز ٔؤِفٝ 3-9 2i i ٍا ىٍ دبيٝ ىوبٍسي 1 2 3,,i i i  .ثٙٛيٖيي 

1ٞبي سبٍٖ٘ٛي ٔؤِفٝ 3-9 2 2 1 3 3   + 2i i i i i i ٍا ىٍ دبيٝ ىوبٍسي 1 2 3,,i i i  .ثٙٛيٖيي 

1ٞبي سبٍٖ٘ٛي وٝ ػفز ٔؤِفٝ 3-3 2a a  ىٍ دبيٝ ىوبٍسي 1 2 3,,i i i ،   ٝو

 1 1,2, 2  a  ٚ 2 1, 1,  2 a .ٍا ثٙٛيٖي 

 .a0 =0b = 0٘ٚبٖ ىٞيي 3-6

 ٞبي ٔشمبٍٖ ٚ دبى ٔشمبٍٖ  سبٍٖ٘ٛٞبي ُيَ ٍا ٔٮيٗ وٙيي.لٖٕز 3-9

1)اِف(  2i i؛ 

1 )ة( 2 2 1 3 3 2 i i i i i i؛ 

1 )ح( 2 2 1 1 3 2   i i i i i i؛ 

1 )ر( 2 2 3 1 3  i i i i i i؛ 
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1 )ص( 1 1 2 2 1 3 1 1 32  2     i i i i i i i i i i. 

 ٞبي ا٘لَاف سبٍٖ٘ٛٞبي ُيَ ٍا ٔٮيٗ وٙيي.ٌٛي ٚ ثو٘  3-6

1)اِف( 2i i؛ 

1 )ة( 2 2 1i i i i؛ 

1 )ح( 1i i؛ 

 ؛aa )ر(

1 )ص( 1 1 2 2 1 3 1 1 32  2     i i i i i i i i i i. 

 ٘ٚبٖ ىٞيي: 3-7

     2 2

1 2 3

1
tr tr tr ,   det

2
, .I I I     X X  X X  X  X X 

 دبيبٞبي سبٍٖ٘ٛٞبي ُيَ ٍا ثٙٛيٖيي.  3-8

 ؛aa)اِف( 

1 )ة( 2i i؛ 

1 )ح( 1 2 2 i i i i؛ 

 ؛E )ر(

1 )ص( 2 2 2 3 32  3 4 i i i i i i. 

                                                              دٌيَ ثبٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي:يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ٚ ٔٮىٛٓ Aفَٟ وٙيي 3-9

 
 

 
 

 

 
   2 11 1 1 1

1 2 3 3

3 3

,    ,    .
I I

I I I I
I I

     
A A

A A A A
A A

 

 ُيَ ٍا ثيبثيي.ٞبي ل٦جي ؿخ ٚ ٍإز سبٍٖ٘ٛٞبي سؼِيٝ 3-91

 ؛aa)اِف( 

 )ة( aa bb cc ٌَاa,b,c ٝىٚ ٔشٮبٔي ثبٙٙي؛ىٚث 

1 )ح( 1a E i i؛ 

1 )ر( 1 1 1a b  E i i i i؛ 

1 )ص( 1 2 2 3 3 a b c i i i i i i. 
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2فَٟ وٙيي   3-99 0tr A ،a  ٚ ٜيه ٭يى ىِوٛاY   ٚيه سبٍٖ٘ٛ ىِوٛاٜ َٔسجٝ ى

 ثبٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ

 
2

tr

tr

.
a a 

A Y
X Y A

A
 

ىٍ ٔٮبىِٝ  tr 0. A  X وٙي.ٝيق ٔي 

ىاىٜ ٙيٜ ثبٙٙي. ػٛاة A , Bٚ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىٚ  aفَٟ وٙيي ٭يى ٘بٝفَ 3-99

X .ٔٮبىِٝ ُيَ ٍا ثيبثيي 

 tr . .aX+ A  X E = B 

 ىٕز آٍٚيي.ثيبثيي ٚ َٙاي٦ي ثَاي يىشبيي ثٝ Xثَاي ٔٮبىلار ُيَ يه ػٛاة  3-93

)اِف(   tr .X+ A  X B=C ، 

  )ة( tr .TX + A  X B=C ، 

 )ح( traX+  X A=B. 

 سلز ؿٝ َٙاي٦ي ٔٮبىِٝ  3-96

tr a X+E X 0 
 إز؟ Xىاٍاي يه ػٛاة ٘بٝفَ

 سلز ؿٝ َٙاي٦ي ٔٮبىِٝ  3-99

tr a X+A X 0 
 ىاٍاي يه ػٛاة ٘بثييٟي إز؟

 ىٍ يه دبيٝ ىوبٍسي ىاٍيٓ:٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  3-96

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 3 2 1 2 1 3.      i i i i i i i i i i i i i i i i i i 

يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ثبٙي. ٘ٚبٖ ىٞييAفَٟ وٙيي  3-97 2 dev 0I A. 

ثَىاٍٞبي ىِوٛاٞي ثبٙٙي. طبثز  a ٚbيه سبٍٖ٘ٛ غيَ سىيٗ ٚ Aفَٟ وٙيي 3-98

1يه سبٍٖ٘ٛ غيَ سىيٗ إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ  A+abوٙيي وٝ   .1 . 0 b  A a  ٚ 

    
1 1 1 1

1

1
.

1
. .

. .

   


 


 

 
A+ab A A a b  A

b  A a 
 

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 3-99 
2

.   E E   . 
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 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: 3-91

)اِف(         
2 1 1

1 . .
n n n

    
 

  E   E    ، 

  )ة(     
2 1

1 .
n n n

   

  E   E ، 

 .  )ح(  a E b ba a bE. 

m,ثَاي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ  3-99 n

mnaA e e  .ٛثَىاٍ ٘بٍٚىايي ثَىاٍي س٤ٕٛ ع. ىثّي

 ( ثٝ ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٙيٜ إز:1839-1903ٌيجٔ )

.m n

mna  A e e 

ثَاي ٔظبَ  

 ab a b.ثَىاٍٞبي ٘بٍٚىاي سبٍٖ٘ٛٞبي ُيَ ٍا ثيبثيي . 

 ؛aa)اِف( 

 ؛E )ة(

ab )ح( ba؛ 

 ؛E )ر(

 .TA=Aاٌَ A )ص(

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 3-99 
1

2

T




 A A  A. 

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 3-93  tr

 a A A . a a A . 

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 3-96 .. 0T A B B  ْٚثَاي سبٍٖ٘ٛٞبي ىِوٛاٜ َٔسجٝ ىA  ٚ

B .ثَلَاٍ إز 

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  99 -3  tr. . .      b a A b  A  a - a  b A. 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ:  3-96

   ,   .  
T

T T       A A A A 

A B . .اٌَ  3-97 B A  سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ ، ثَلَاٍ ثبٙيA  ٚB ٍٟٛا سٮ-

دٌيَ ٖٞشٙي ىٍ سٮٛي٠ A  ٚB٘بٔٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ دٌيَ ٔي

 ْٜ آٟ٘ب يىٖبٖ ثبٙي. ٔؼٕٛ٭ٝ ٞبي ثَىاٍٞبي ٚيٍٝٛسي وٝ 
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.0فَٟ وٙيي  3-98 a  b ٞبي . ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ػفزaa  ٚbb ٝػب ٙٛ٘يٜ ػبث

 ٖٞشٙي.

ػب ٙٛ٘يٜ ٖٞشٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ػبثA  ٚBٝفَٟ وٙيي سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ  3-99

  0. 

A B. 

1٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ 3-31 2 2 1 3 3 Q=i i i i i i .ٔشٮبٔي إز 

1ٍٖٛ ٔشٮبٔي ىٍ ٍٚاث٤ ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ دبيبٞبي اّٝي َٞ سب٘ 3-39 3 2I I I  ٚ2

3 1I  

 وٙٙي.ٝيق ٔي

 ٔشٮبٔي إز. Q=E - 2ee. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ e  e =1.فَٟ وٙيي 3-39

 سبٍٖ٘ٛ دبىوشمبٍٖ ثبٙي آٍ٘بٜ ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ اٌَ  33 -3

   
1

 . 


 Q= E+ E- 

 ٔشٮبٔي إز.  

=Q٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ ، دبىٔشمبٍٖ ثبٙي اٌَ  3-36 e .ٔشٮبٔي إز 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سبٍٖ٘ٛ 3-39

 2

2
,


  

 


1
4 -

4+
Q= E+2 -4E 

2ثب سٛػٝ ثٝ   .    ، .ٔشٮبٔي إز ٙٛى. ٘بٔييٜ ٔي ثَىاٍ ىٍٚاٖ ٔشٙبٞي 

 سبٍٖ٘ٛي ٔشٮبٔي ثبٙي. اسلبى ُيَ ٍا ثٝ ىٕز آٍٚيي. Qفَٟ وٙيي  3-36

    .. 6 2trT   Q E Q E Q. 

فَٟ وٙيي  3-37 1,2,3k k e  ٚ 1, 2,3m m d  .ىٚ دبيٝ يىٝ ٔشٮبٔي ثبٙٙي

kسلميك وٙيي وٝ  kQ=e d .سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي إز 

-ثٝ   ٚeسبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي كميمي ثبٙي. اسلبى ُيَ ٍا وٝ ىٍ آٖ  Qفَٟ وٙيي  3-38

 ىٕز آٍٚيي.ثٝ، سَسيت ٔلٍٛ ٚ ُاٚيٝ ىٍٚاٖ ٖٞشٙي
2sinQ = e, 

ٞبي اّٝي سبٍٖ٘ٛ دبيٝ 3-39 E+ ee .ٍا ثيبثيي 

 ٍا ثيبثيي.Eٞبي اّٝي سبٍٖ٘ٛ دبيٝ 3-61
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اي اّٝي سبٍٖ٘ٛ دبيٝ 3-69 
2

E .ٍا ثيبثيي 

 ٘ٚبٖ ىٞيي: 3-69

   3 2 3

3

1
tr 3tr tr  + 2tr .

6
I A A- A A A 

 ىاٍيٓ:، ٞبٔيّشٖٛ ثَاي سبٍٖ٘ٛ غيَ سجبٞييٜ -اُ ل٢يٝ ويّي 3-63

    1 2

1 2

1
 .

det
I I  A A A A + A E

A
 

 ىٕز آٍٚيي:ٔٮىٛٓ سبٍٖ٘ٛٞبي ُيَ ٍا ثٝ، ثب إشفبىٜ اُ ايٗ ٍاث٦ٝ

1)اِف(  1 2 2 3 3 1 2 2 12   i i i i i i i i i i؛ 

1 )ة( 3 2 2 3 1 a b c i i i i i i ،, , 0a b c ؛ 

1 )ح( 1 2 2 3 3 1 2  a b  i i i i i i i i؛ 

1 )ر( 2a bE i i. 

 ىٕز آٍٚيي:ٍا ثٝ Xٔٚشك سٛاث٬ ٔمياٍ ٭يىي ُيَ ثَكٖت  3-66

 ؛4trX)اِف( 

a  . . )ة( X a؛ 

a . .  )ح( X b؛ 

 )ر( tr . B X. 

٘بٔييٜ ٙيٜ ٚ ثب  A ٞٓ ٭بXُٔسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ إز. سبٍٖ٘ٛ Aفَٟ وٙيي  3-69

 cof X = A  ٜٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي ٙٛى ٌَٞبX :ىٍ ٔٮبىِٝ ُيَ ٝيق وٙي 

 .  det. .T T  A  X =X A = A E 

ٌبٜ آٖ، ٘بسىيٗ ثبٙي Aاٌَ    det TA = A A َهٛاٛ ٞٓ ٭بّٔي ٍا ىٍ ٍٚاث٤ ُي .

 ثٍَٕي وٙيي:

)اِف(    cof cof
TTA = A؛ 

 )ة( cof cof cof . . A B = A B؛ 

 )ح(
2cof cof A= A؛ 

 )ر( 2 tr cofI A = A. 
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1فَٟ وٙيي  3-66 1 1 2 2 2 3 3 3     A = i i i i i i:ٝ٘ٚبٖ ىٞيي و . 

2 3 1 1 1 3 2 2 1 3 3 3cof .      A= i i i i i i 

)سبثٮي سلّيّي  3-67 )f x  ٍا ثَ ٍٚي ٌٛي < x r  0 = ثب َٔوِيزx  َ٪٘ ٍى

x > يٮٙي فَٟ وٙيي وٝ ٕ٘بي٘ ُيَ ثَلَاٍ ثٛىٜ ٚ َٕي ثَاي ، ثٍيَيي r  .ٍَٕٞا إز 
   

0

0
( )

!

k

k

k

f
f x x

k





 

 ٍاث٦ٝ ُيَ ثَلَاٍ إز:، ىٍٖٚ ٌٛي

 
    1

1

0

( 1)!

k

k

k

f
f x x

k






 


 

 فَٟ وٙيي:
   

0

0
( ) .

!

k

k

k

f

k





F X = X 

rXٍاث٦ٝ ُيَ ٍا ثَاي  ىٕز آٍٚيي:ثٝ >


   

 

1

,
1

0
tr ( ) ( )

1 !

k

k

T T

k

f
x f

k






   
X

F X = = X 

)فَٟ وٙيي  3-68 )f X  سبث٬ ٔمياٍ ٭يىي إز. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٚشك( )f X 

 يٮٙي:، ثَاثَ إز Xثب سَاٟ٘بى ٔٚشك آٖ ثَ كٖت TXٖ٘جز ثٝ 

 ,,
( ) ( ) .T

T

f f XX
X X 

 ىٕز آٍٚيي:ثٝ Xٔٚشك سٛاث٬ ٔمياٍ سبٍٖ٘ٛي ُيَ ٍا ثَ كٖت  3-69

)اِف(  tr . TA  X E؛ 

 )ة( tr .A  X E؛ 

a. .  )ح( X  bcd. 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ:، Xثَاي سبٍٖ٘ٛ ٘بسىيٗ  3-91

   
,

det det .T
X

X X X 
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ثَاثَ ثب ٔؼٕٛ٭ٝ سٕبْ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىْٚ ثبٙي. ٘ٚبٖ  Sفَٟ وٙيي 3-99

ُيَ ف٢بي ه٦ي اُ ف٢بي ه٦ي سٕبْ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ إز. ١َة  Sىٞيي وٝ

 ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز: Sاُ وُ ف٢ب ثَ ٍٚي  TA B ..ىاهّي

.. .. T A B A B 

إز. ٘ٚبٖ  Aسبث٬ ٔمياٍ ٭يىي اُ سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىْٚ  fفَٟ وٙيي 3-99

 ٔشمبٍٖ ىاٍيٓ: Aٚػٛى ىاٍى وٝ ثَاي َٞ  Bَسجٝ ىْٚ ٔشمبٍٖ يىشبيي ىٞيي سبٍٖ٘ٛ ٔ

 ( ) tr .f A = B  A   

TAيٮٙي A. 

)فَٟ وٙيي 3-93 ) F=F A  ْٚسبثٮي ه٦ي اُ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ى

A  ثٝ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ إز. ٘ٚبٖ ىٞيي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ يىشبييC 

TAٚػٛى ىاٍى وٝ ثَاي سٕبْ A:ٓىاٍي 
( )  ,, mnpt m n p t mnpt mnptc c c       F A =C .. A      C= i i i i =       

)فَٟ وٙيي 3-96 ) F=F A  ْٚسبثٮي ه٦ي اُ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ى

A (ثٝ ٕٞبٖ ٔؼٕٛ٭ٝ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ ٔشمبٍٖ إز( ) ( )TF A =F A ٖ٘ٚب .)

 ثٝ ٥ٍٛي وٝ:، ٚػٛى ىاٍى Cىٞيي سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ يىشبيي 

( )  , ,, mnpt m n p t mnpt mnpt mnpt mnptc c c c c        F A =C .. A      C= i i i i =     =   

TAٌَٞبٜ  A. 

ٔؼٕٛ٭ٝ سٕبٔي سبٍٖ٘ٛٞبي دبى ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىْٚ إز. ٘ٚبٖ  Qفَٟ وٙيي 3-99

٢بي ه٦ي اُ ف٢بي ه٦ي سٕبْ سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ إز. ١َة ُيَ ف Qىٞيي وٝ 

 ٍٝٛر ُيَ إز:ثٝ Qاُ وُ ف٢ب ثَ ٍٚي  TA B ..ىاهّي 

.. .. .. .T T T   A B A B A  B 
...اْ إز وٝ ىٚ ِٔٛفٝ آهَ آnٖسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ  Cفَٟ وٙيي 3-96 ...mn pt mn tpc c=- 

ٍٝٛر سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ىِوٛاٜ ٔشمبٍٖ ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ٘ٚبٖ ٍا ثAٝدبىٔشمبٍٖ ٖٞشٙي. 

..0ىٞيي وٝ  C  A ،2سبٍٖ٘ٛ ٝفَ اُ َٔسجٝ  0وٝ ػبييn  .إز 
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 ّبي ثزداري هيذاى 6-9

ٟ٘بيز وٛؿه( ىٍٖٚ ػٖٕي ٥جيٮي سَ اُ يه كؼٓ ثئٛلٮيز ٘م٦ٝ )ثٖيبٍ ىليك

ىٍٖٚ َٞ ػٖٓ ف٢بيي ؿيِي ٚػٛى ، ٙٛى. ثٙبثَايٗ ٔٮٕٛلا ثب ثَىاٍ يب سبٍٖ٘ٛ ٔٚوٜ ٔي

ٞب ٕٞب٘ٙي َٞ لبٖ٘ٛ س٤ٕٛ  ٙٛى. ايٗ ٔيياٖ ٘بٔييٜ ٔي ٔيياٖ ثَىاٍي يب سبٍٖ٘ٛيىاٍى وٝ 

ٌَى٘ي. ؿٙيٗ ٔٮبىلاسي ٔٮٕٛلاً ثب إشفبىٜ اي سٮييٗ ٔئٮبىلار ىيفَاٖ٘يّي ػِيي ِل٪ٝ

يٗ ٞبي كٖبثبٖ ىٍ ااُ ؿبٍؿٛة ٔوشٞبر ف٢بي ىوبٍسي ثٝ ىٕز ٔي آيي. ٭ّٕيبر

ٌيَي سبث٬  ٔٚشك، يه ثٮيي ثٖيبٍ ِ٘ىيه إز: ثَاي ٔظبَ  ؿبٍؿٛة  ٔٮٕٛلا ثٝ سلّيُ

ٙٛى. َٞ ؿٙي ايٗ وبٍ اغّت ثب سٮَيف ثَىاٍي ٍٚي َٞ ِٔٛفٝ س٤ٕٛ ِٔٛفٝ دبيٝ ا٘ؼبْ ٔي

سَ ثٝ لَاٍىاىي ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ ىٍٖٚ ػٖٓ ثَ كٖت فََٔٛ ثٙيي ٖٔبِٝ ٍاكز

اي ثٝ ٘م٦ٝ ىيٍَ  ٌيَيٓ وٝ اُ ٘م٦ٝؿٛثي ٍا ىٍ ٘٪َ ٔيؿبٍ، ٍٕي. ىٍ ايٗ ٍٚٗ٘٪َ ٔي

وٙي ٚ ٔٚشك ٌيَي ثٝ ٍٚٗ ِٔٛفٝ اي ثَاي سٮييٗ سغييَ سبث٬ ثَىاٍي وبفي  سغييَ ٔي

ٞبي ثَىاٍي ٚ سبٍٖ٘ٛي ٍٞٙبٔي  ٘يٖز. ثٙبثَايٗ لاُْ إز سب إجبة كٖبثبٖ ٍا ثَاي سبث٬

ٔٮَفي ايٗ اثِاٍٞب ٭يٙي  ٌٖشَٗ ىٞيٓ. ىِيُ ىيٍَ ثَاي، وٝ ػٖٓ لبثُ سغييَ إز

ثٛىٖ لٛا٘يٗ ٥جيٮز إز: ثبيي لبىٍ ثٝ فََٔٛ ثٙيي ٭جبٍر ٞبي ٖٔشمُ ؿبٍؿٛة ايٗ 

يه ىِيُ ُيجبٙٙبهشي ٘يِ ٚػٛى ىاٍى: ثيٚشَ ٭جبٍر ٞبي كبِز ، لٛا٘يٗ ثبٙيٓ. ىٍ ٟ٘بيز

سَ اُ ٕٞشبيبٖ ثب ٔوشٞبر آٟ٘ب لَاٍ ثيٖٚ ٔوشٞٝ ىٍ ٍيب١ي فيِيه ثٝ ٘٪َ هيّي وٙي
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وٙي؛ َٞ ؿٙي ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٌٛيٙي ىٍ ػٟبٖ ُيجبيي كىٛٔز ٔيىاٍ٘ي. ؿٙيٗ إز وٝ ٔي

آُٔٛاٖ ٭جبٍر ُيجب ٚ وٛسبٜ ٍا ثٝ فََٔٛ سَٕٙبن ٚ  وبٔلا ىٍٕز ٘يٖز أب ثيٚشَ ىا٘٘

 ىٞٙي.  اي سَػيق ٔي ٘ٞف ٝفلٝ

ٙٛى.  ٔٚوٜ ٔي، ٔٛلٮيز َٞ ٘م٦ٝ ىٍ ف٢ب ثب ٕٝ ٭يى وٝ ٔوشٞبر ٘م٦ٝ ٘بْ ىاٍى

اي ٚ وَٚي  إشٛا٘ٝ، ٞبي ىوبٍسي ٥ٍٛ وّي ٔشٚىُ اُ ىٕشٍبٜٞبي ٔوشٞبر ثٝ ىٕشٍبٜ

إز. ىٕشٍبٜ اَٚ اُ ىٚسبي ىيٍَ ىاٍاي يه سفبٚر ٟٕٔي إز: ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة 

اي  ٞبي ٔٙلٙي اِو٤ اُ ٘م٦ٝ وٝ ايٟٙب ثَاي ىٕشٍبٜىٍ كبِي، ىٕشٍبٜ ىوبٍسي يىشب ٖٞشٙي

٘م٦ٝ ىٍ ف٢ب ىٍ َٞ ىٕشٍبٜ ٔوشٞٝ وّي ثٝ ٥ٍٛ وٙي. ٔىبٖ  اي ىيٍَ سغييَ ٔي ثٝ ٘م٦ٝ

1يىشب س٤ٕٛ ٕٝ ٭يى 2 3, ,q q q ٙٛى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ اٌَ ؿبٍؿٛة ىوبٍسي ٘جبٙي سٮييٗ ٔي ،

 ٍا ٍ٘بٜ وٙيي. 1-4ٙٛى. ٙىُ ثيبٖ ٔي ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ثٝ ٍٝٛر 

 
 هختصبت هٌحٌي الخظ  9-6ضكل 

 

ه٦ي ىٍ ف٢ب ثٝ ٘بْ ، وٙياٌَ ىٚ سب اُ ٔوشٞبر ٍا طبثز ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ ٚ ٕٛٔي سغييَ 

1هٛاٞيٓ ىاٙز. ٔوشٞبر ىوبٍسي ه٤ ٔوشٞبر 2 3, ,x x x سٛاٖ ثب  َٞ ٘م٦ٝ ٍا ٔي

 ىٕز آٍٚى:ٞبي ٙىُ ُيَ ثٝ إشفبىٜ ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ وّي س٤ٕٛ ٖ٘جز

 
(4-1       )            

    1 2 3, ,   1,2,3 .i ix x q q q i  

ٍٝٛر يه ثٝ يه إز. فَٟ ( ثٝ ػِ ثَهي ٔؼٕٛ٭ٝ ٘مب٣ سىيٗ ىٍ ف٢ب ث4ٝ-1سٙب٩َ )

ٞبي سبث٬ وٙيي وٝ 1 2 3, ,i ix x q q q  .ٝبف )ثٝ ٍٝٛر ديٕٛشٝ ٔٚشك دٌيَ( إز

 ٙٛى:  ٞبي ّاوٛثي ُيَ سٮييٗ ٔيىٍ ايٗ كبِز سٙب٩َ يه ثٝ يه ١ٛٔٮي س٤ٕٛ ىٍثبيٖز

(4-2       )                         0.
i

i

x

q





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ٔىبٖ ٘م٦ٝ  Oثب طبثز وَىٖ ٔجيا  1 2 3, ,P q q q ٍٍا ثب ثَىاr  وٝ ٘مب٣P  ٚO  ٍا

 وٙيٓ:  ٔٚوٜ ٔي، وٙيثٝ ٞٓ ٔشُٞ ٔي

 1 2 3, , .q q qr r 

ا٘شٟبي ، 1qثَاي ٔظبَ ىٍ أشياى ه٤، وٙي ىٍ أشياى ه٤ ٔوشٞبر كَوز   ٚلشي ٘م٦ٝ

ثَىاٍ ٔىبٖ آٖ ٘يِ ىٍ أشياى ايٗ ه٤ كَوز وَىٜ ٚ ػٟز اهشلاف ثَىاٍ ُيَ ىٍ أشياى 

 (:2-4ٌيَى )ٙىُ  وٕبٖ لَاٍ ٔي
 

   1 1 2 3 1 2 3, , , ,q q q q q q q    r r r 

 
 تَليذ ثزدار هوبسي هَضعي ثز خظ هختصبت.  9-6ضكل 

 

ٙٛى.  سَ ٔيِ٘ىيه 1qثٝ ٕٔبٓ ٚال٬ ثَ ه٤ r، سَ ثبٙيوٛؿه 1qَٞ ؿٝ ٔمياٍ 

1كي  0q   1ىٍ ٖ٘جزr q   :ثَاثَ ثَىاٍ ُيَ إز 

 1 2 3

11

, ,q q q

q






r
r 

ٕٔبٓ إز. ىٍ ٕٞيٗ ٘م٦ٝ  1qوٝ ثَ ه٤ ٔوشٞبر 1 2 3, ,q q q سٛاٖ ىٚ ثَىاٍ  ٔي

 ىيٍَ ٍا ٔٮَفي وَى: 

   1 2 3 1 2 3

2 32 3

, , , ,
,          ,   

q q q q q q

q q

 
 

 

r r
r r 

ٕٔبٓ ٖٞشٙي. اٌَ ٘م٦ٝ ٔوشٞبر 2q  ٚ3qسَسيت ثَ ه٤ ٔوشٞبروٝ ثٝ 1 2 3, ,q q q 
سبيي ٍا  ٞٓ ٝفلٝ ٘يٖشٙي ٚ ثٙبثَايٗ يه ؿبٍؿٛة ٕٝ irآٍ٘بٜ ثَىاٍٞبي ، سىيٗ ٘جبٙي
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ىٞٙي. سَويت كبُٝ اُسٚىيُ ٔي 1 2 3 . r r r   ثب كؼٓ ٔشٛاُي ا٦ِٖٛف ؿبٍؿٛة

سٛاٖ ٭جبٍر اُ آٖ ٔي، ثَاثَ إز؛ ىٍ ٍٝٛر ٘يبُ ثب ٕٙبٍٜ ٌٌاٍي ىٚثبٍٜ ٔوشٞبر

 ىٕز آٍٚى. اوٖٙٛ وٕيز ُيَ ثَاي ٔب ٔٚوٜ إز:  ( ث2ٝ-4ٔٚبثٟي ٍا ثَاي ّاوٛثي )

 1 2 3. .i

j

x
g

q


  


r r r 

اوٖٙٛ ثب ثَىاٍٞبي ، ٞبي ديٚيٗ وٝ سٕبْ ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة طبثز ثٛى٘ي ثَهلاف فُٞ

وٙٙي. ٌَؿٝ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ  اي ثٝ ٘م٦ٝ ىيٍَ سغييَ ٔيؿبٍؿٛثي َٕ ٚ وبٍ ىاٍيٓ وٝ اُ ٘م٦ٝ

ٍا ثب ٍاث٦ٝ  irدبيٝ ٔٮىٛٓ  ،ٞبي لجّي ٍا سىَاٍ ٕ٘ٛى. ىٍ كبِز هبٛ  سٛاٖ إشيلاَ ٔي

 وٙيٓ:  ُيَ ٔٮَفي ٔي

 . .i i

j jr r 

 ٍٝٛر ُيَ سٮَيف وَىيٓ: ١َايت ٔشَيه ٍا ىٍ فُٞ دي٘ ثٝ

 . ,       . ,       . , ij i j j j j

ij i j i i ig g g    r r r r r r 

 ىٍ َٞ ٘م٦ٝ اُ ف٢ب ٖٞشٙي.  Eٔشَيه سبٍٖ٘ٛ ٞبيوٝ ِٔٛفٝ

ىٍ ثبلا ٔٚشك سبث٬ ثَىاٍي 1 2 3, ,q q qr  ٌَٝفشٝ ٙيٜ إز. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي و

ٌيَي سٛاث٬ ٔٮِٕٛي إز. ثَاي وبٔلاً ٙجيٝ ٔٚشك لٛا٘يٗ ٔٚشك ٌيَي سٛاث٬ ثَىاٍي

وٙيٓ. ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ٍا ثٍَٕي ٔي tٞبي ٚاثٖشٝ ثٝ سه ٔشغيَ  كبِز ٔيياٖ، اهشٞبٍ

 1 te  ٚ 2 te ٗوٝ ىٍ ٔمياٍ ٔٮيt  ٝيٮٙي ثَاي ، ٥ٍٛ ديٕٛشٝ ٔٚشك دٌيَ ٖٞشٙيث

1,2i   :ٓىاٍي 

     
0

lim .
i i i

t

d t t t t

dt t 

 




e e e
 

 ٙٛى وٝ: إٓب٘ي ىييٜ ٔيثٝ

        1 2 1 2
.

d t t d t d t

dt dt dt


 

e e e e
 

 ىٍ كبِي وٝ: 
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            

       

   

1 2 1 1 2 2

0

1 1 2 2

0 0

1 2

lim

                          lim lim

                          + .

t

t t

d t e t t t t t t t

dt t

t t t t t t

t t

d t d t

dt dt

 

   

       




     
 

 



e e e e e

e e e e

e e

 

 طبثز ىاٍيٓ: ٥cٍٛ ٔٚبثٝ ثَاي ثٝ

    1 1
.

d c t d t
c

dt dt


e e
 

١َة سبث٬ ٭يىي ىٍ ٟ٘بيز كبُٝ f t سبث٬ ثَىاٍي ٚ te  ٝثب إشفبىٜ اُ لبٖ٘ٛ سٚبث

 ٌيَي إز: لبثُ ٔٚشك، ٌيَي كبُٝ ١َة سٛاث٬ ٭يىيفََٔٛ ٔٚشك

      
   

 
.

d f t t df t d t
c t f t

dt dt dt
 

e e
e 

لٛا٘يٗ ٥ٍٛ وّٕٝ ثٝ وّٕٝ س٦جيك ىٞي. سٛا٘ي اطجبر ٍا ثَاي كبِز ٭يىي ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٔي

٘ٛيٖي آٖ ٔٚشك ػِيي سٛاث٬ ثَىاٍي ثَ كٖت ؿٙييٗ ٔشغيَ وبٔلا ٔٚبثٝ ثٛىٜ ٚ فََٔٛ

ىييٖ ىٍٕشي ، وٙيٓ. ثب ٕ٘بي٘ ثَىاٍٞب ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي ٍا ثَ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ٔي

 ٞبي ُيَ ٕبىٜ إز:  فََٔٛ

            

            

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

 .  .  . 

      .

d
t t t t t t

dt

d
t t t t t t

dt

 

    

 

 

e e e e e e

e e e e e e
 

)اِف( ٔٚشك .9-6توزيي    1 2 . t te e  ٚ   1 2  t t e e ٍا ثَ كٖتt  ٝىٕز ث

 وٝ: ٍٝٛسيآٍٚيي ىٍ 

   - 2 -

1 1 2 2 1 2 e +  ,       sin + e .t tt t  e i i e i i 

)ة( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ        t t t t     e e e e  ثَاي َٞ سبث٬ ثَىاٍي ٔٚشك

دٌيَ te  .ثَ لَاٍ إز 
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  ثَاي كبُٝ ١َة سَويجي:. 9-6توزيي 

            1 2 3 1 2 3, ,    . t t t t t t    e e e e e e 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: 

     

                 

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

, ,

    = , , , , , , .

d
t t t

dt

t t t t t t t t t

  

             

e e e

e e e e e e e e e
 

 اي  ٔوشٞبر إشٛا٘ٝ

 اي ىاٍيٓ:  ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر إشٛا٘ٝ

   1 2 3, , , , ,q q q z  

 (. 3-4ُاٚيٝ ٕٕشي إز )ٙىُ  z  ٚفبّٝٝ اّٝي اُ ٔلٍٛ  ىٍ ايٙؼب 
 

 
 ايدستگبُ هختصبت استَاًِ  3-6ل ضك

 

 ثب إشفبىٜ اُ ٭جبٍر:

ˆ ˆ ˆx y z  r x y z 
 ٞبي سجييُ ٔوشٞبر ُيَ: ثَاي ثَىاٍ ٔىبٖ ىٍ ٔوشٞبر ٔشٮبٔي ٚ فََٔٛ

 cos ,        y=  sin ,    ,x z z     
 ىاٍيٓ: 

 , ,  cos  sin .ˆ ˆ ˆz z        r x y z 
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 ٕذٔ: 

 
1

, ,
 cos  sin .ˆ ˆ

z 
 




  



r
r x y 

 سٛاٖ ٔلبٕجٝ وَى: ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ٔيثٝ

   
2 3

, , , ,
 sin cos ,      .ˆ ˆ ˆ

z z

z

   
   



 
     

 

r r
r x y r z 

 ىٍ ٘شيؼٝ: 

 

   

   

 

1 1 2

2 2

g . 

      cos  sin .   sin   cos

      cos  sin .    sin   cos

      cos sin

     .

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

     

     

  



 

      

  

 



r r r

x y x y z

x y y x 

1وٝ ؿبٍؿٛة ثَىاٍٞبي اطجبر ايٗ 2 3, ,r r r ٝإٓبٖ ، ٥ٍٛ ٔشمبثُ ثَ ٞٓ ٭ٕٛى ٖٞشٙيث

 ٭ٙٛاٖ ٔظبَ:إز. ثٝ

   1 2.  cos  sin .   sin   cos

       cos sin  cos sin 0.

ˆ ˆ ˆ ˆ     

     

   

   

r r x y x y
 

 سٛاٖ ٘ٛٙز: ثب ٔلبٕجٝ ٖٔشميٓ ٘يِ ٔي

1 2 31,       ,        1.  r r r 

 وبٍ ٌَفز: ٞبي ٔٮىٛٓ ثٝ٭ٙٛاٖ دبيٝسٛاٖ ثٝ ايٗ كمبيك ٍا ٔي
1 2 2 3

1 2 3,       ,         .  r r r r r r 

 اي ثٖيبٍ ٕبىٜ إز ٚ ٭جبٍسٙي اُ:ٔلبٕجٝ ١َايت ٔشَيه ٔوشّف ثَاي ؿبٍؿٛة إشٛا٘ٝ

   2 2

1 0 0 1 0 0

0 0 ,          0 1 0 .  

0 0 1 0 0 1

ij

ijg g 

   
   

    
   
   

 

,ˆˆاي ثٝ ٍٝٛر يىٝ ىٍ ٔوشٞبر إشٛا٘ٝٔٮٕٛلا ثَىاٍٞبي دبيٝ     ٚẑ  سٮَيف

ٞبي سَسيت ىٍ أشياى ػٟزٙٛ٘ي. ايٗ ثَىاٍٞبي يىٝ ثٝ ٔي
1 2,  r r  َ٪٘ ىٍ ٘م٦ٝ ٍٔٛى
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ىٍ َٞ ٘م٦ٝ  vٖٞشٙي. ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ثَىاٍ  , , z  سٛاٖ ثٝ آٖ ٍا ٔي، اُ ف٢ب

 ٍٝٛر لَاٍىاىي ٘ٛٙز:
ˆˆ .ˆ

z     v z 

,وٕيبر      ٚz ٝٞبي فيِيىئِٛفٝ٭ٙٛاٖ ثv ٙٛ٘ي. )ثَاي َٞ ثَىاٍ ٙٙبهشٝ ٔي ،

ٞبي ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة ٔشٙب٩َ ثَاثَ ٞبي فيِيىي ثب ٖٔيَٞبي ثَىاٍ ٍٚي ػٟزِٔٛفٝ

 ٞبي ُيَ ٘ٛٙز:ٍٝٛرٍا ٘يِ ثٝ vسٛاٖ ٭جبٍر.(  أب اُ آ٘ؼبيي وٝ ٔي3إز
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 ,          v r r r r r r 
ٞبي ديٚيٗ ٔٚوٜ وَى. سٛاٖ اُ ٭جبٍرٍا ٔي vٞبي ٞٓ ٍٚىا ٚ دبى ٞٓ ٍٚىا ِٔٛفٝ

 يٮٙي:

       1 2 3

1 2 3, , , , ,        , , , , .z z                

ٞبي ثَكٖت دبيٝ vثيٙيٓ وٝ ٭جبٍر ٔي ˆˆ, , ˆ  z  ٍا ثب ِٔٛفٝ ٞبي , , z   

 َٔسج٤ ٖٞشٙي وٝ ٘ٝ ٞٓ ٍٚىا ٖٞشٙي ٚ ٘ٝ دبى ٞٓ ٍٚىا.

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٙشبة َٞ ًٍٜ ىٍ ٔوشٞبر ل٦جي سوز  .3-6توزيي  ,   ٝث

 ٍٝٛر ُيَ إز: 
22 2 2

2 2 2
ˆˆ 2 .

d d d d d d

dt dt dt dt dt dt

    
   
    

       
     

r
 

 

                                                                                                                                        
3

2
N/m

r

r 

r
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 دستگبُ هختصبت كزٍي  6-6ضكل 

 ٔوشٞبر وَٚي

 ىاٍيٓ:ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر وَٚي 

   1 2 3, , , , ,q q q r   

(. 4-4ُاٚيٝ ل٦جي إز )ٙىُ  ُاٚيٝ ٕٕشي ٚ  ، فبّٝٝ ٙٮب٭ي اُ ٔجيا rوٝ 

 ٞبي سجييُ ٔوشٞبر:فََٔٛ

 sin cos ,       y  sin cos ,      z  cos    x r r r       
 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔيثٝ

 , ,  sin cos  sin sin  cos . ˆ ˆ ˆr r r r      r x y z 

 ىٍ ٘شيؼٝ:

 

 

 

1

2

3

, ,
ˆ sin cos  sin sin  cos ,

, ,
ˆ cos  cos  cos sin  sin ,

, ,
 sin sin  sin cos .

ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

r
z

r

r
r r zr

r
r r

 
    

 
    



 
   




   




   




   



rz
r x y

r
r x y

r
r x y

 

 ىٍ ايٗ كبِز:
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2

sin cos sin sin cos

 cos  cos  cos sin  sin  sin .

 sin sin  sin sin 0

g r r r r

r r

    

     

   

  



 

 آٍٚيٓ وٝ:ىٕز ٔيىٍ ايٗ ىٕشٍبٜ ثٝ

1 2 31,       ,         sin ,r r   r r r 

ثَاي ثَىاٍٞبي دبيٝ ٍٝٛر ػفشي ثَٞٓ ٭ٕٛى ٖٞشٙي. دٔ ٚ ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة ىٚثبٍٜ ثٝ

 ٔٮىٛٓ ىاٍيٓ:
1 2 2 3 2 2

1 2 3,      ,         sin   r r r r r r r r 
 ١َايت ٔشَيه ٭جبٍسٙي اُ:

   2 2

2 2 2 2

1 0 0 1 0 0

0 0 ,          0 1 0 .  

0 0 sin 0 0 1 sin

ij

ijg r g r

r r 

   
   

    
   
   

 

ˆ,ˆثَىاٍٞبي دبيٝ يىٝ ٔوشٞبر وَٚي ثٝ ٍٝٛر .6-6توزيي  r ٚ̂  ٜٕ٘بي٘ ىاى

ٞبيٞبي ٔوشّف اُ ِٔٛفٝ٭جبٍر َٔسج٤ ثب ىٕشٍبٜ vٙٛ٘ي. ثَاي ثَىاٍ  ٔي

   1 2 3

1 2 3, , , , ,      ٚ , ,r      ٝىٕز آٍٚيي.ٍا ث 

ثَىاٍٞبي ، ٔشٮبٔي ٖٞشٙي. ىٍ ايٗ كبِزاي  ثيٙيٓ وٝ َٞ ىٚ ؿبٍؿٛة وَٚي ٚ إشٛا٘ٝ ٔي

ٞبي أب ٥َٛ، ٞبي يىٖب٘ي ٕٞب٘ٙي ثَىاٍٞبي دبيٝ اّٝي ٖٞشٙيدبيٝ ٔٮىٛٓ ىاٍاي ػٟز

i ، 1iاي إز وٝ ثَاي ٌَٞٛ٘ٝٔٮىٛٓ آٟ٘ب ثٝ

i r r .ثَلَاٍ إز 

ٞبي ثَىاٍ سلز سغييَ ىٕز آٍٚىيٓ وٝ ثَاي ِٔٛفٝلٛا٘يٗ سجييلاسي ٍا ثٝ 4-2 §ىٍ 

اي اُ سغييَار ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ لييٕي ٍٚى. ايٗ لٛا٘يٗ ٘شيؼٝٔي وبٍؿبٍؿٛة ثٝ
kq  ثٝ ىيٍَ ٔوشٞبرjq ثٙبثَايٗ:، إز 

     1 2 3 1 2 3, , ,    , ,      , 1,2,3 .j j k kq q q q q q q q q q j k   

 أب ثب، ٙٛ٘ي٘ٛٙشٝ ٔي kqثٝ ٍٚٙي ٔٚبثٝ ثب ٔوشٞبر jqسٕبْ وٕيبر ىٍ ٔوشٞبر 

, آيٙي:ٔيٞبي وٝ ىٍ ثبلا ٔي ,...k

kr r  ٖاوٖٙٛ لٛا٘يٗ سجييلار ٍا ثَاي كبِز ٔييا .

 وٙيٓ. ثٝ ٭ّز ايٙىٝ: ثَىاٍ ىٍ ٔوشٞبر وّي ثٍَٕي ٔي
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j j

i ji j i i

q q

q q q q

   
  
   

r r
r r 

 سٛاٖ ثَاي سَٚيق سغييَ ؿبٍؿٛة ٘ٛٙز: ٔي

(4-3      )                      ,      ,
i

j

i ii j

q
A

q q

 
 
 

r
r 

 ثَاي ثَاي سغييَ ٔٮىٛٓ:

(4-4          )                  ,     ,
j

i i

i j j j i

q
A A

q


 


r r 

ثَاي لٛا٘يٗ سجييُ َٔسج٤ ثب  سٛاٌَٖفشٝ ٚ ثلافبّٝٝ ٔيوبٍ ٍا ثٝ 4-2 §اوٖٙٛ ٘شبيغ 

 ٘ٛٙز: fٞبي ٔيياٖ ثَىأٍِٛفٝ

,     ,      ,        ,  i i j j i i j j

j i i j j i i jf A f f A f f A f f A f    

 ُٛٙٞif ٞبي دبى ٍٚىا ٭ٙٛاٖ ِٔٛفٝثٝسٛاٖ ٍا ٔيf ٝوٝ ىٍ كبِي، وبٍ ٌَفزثif  ثَاي

iسفبٚر اّٝي ايٗ إز وٝ اوٖٙٛ -ٙٛى ٞبي ٞٓ ٍٚىا إشفبىٜ ٔئِٛفٝ

jA ٚi

jA  ٍا

سٛاٖ لٛا٘يٗ سجييُ ثَاي ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ٔي٘م٦ٝ ىيٍَ سغييَ ىاى. ثٝاي ثٝ سٛاٖ اُ ٘م٦ٝ ٔي

 ٞبي سبٍٖ٘ٛ ثب ىٍػٝ ثبلاسَ ٍا ٘ٛٙز.ٞبي ٔييأِٖٛفٝ

 ٔوشٞبر ٖٔشميٓ اِو٤ ٔبيُىٕشٍبٞي اُ  .9-6توزيي  ,u v  ىٍ ٝفلٝ ثب

ىٕشٍبٞي اُ ٔوشٞبر ىوبٍسي ,x yٙٛى:س٤ٕٛ ٔٮبىلار سجييُ َٔسج٤ ٔي 

 cos +  cos ,    sin +  sinx u v y u v     
ىٍ ايٙؼب  ( ٍٕٓ وٙيي وٝ  u  ٚvطبثز ٖٞشٙي. )اِف( سٮياىي ٔٙلٙي ٕٞبًٞٙ  ,

ٖٞشٙي ٍا ا١بفٝ ٙٛى. )ة( ثَىاٍٞبي دبيٝ  xyٍٚي ٝفلٝ  1,2i i r  ثَىاٍٞبي ٚ

ٍا ىٍ ىٕشٍبٜ  irدبيٝ ٔٮىٛٓ  ,u v ١َايت ٔشَيه ٍا ، ثيبثيي. ثب إشفبىٜ اُ ايٟٙب

ٍا ىٍ  zٞٓ ٍٚىا ٞبي ٍا ثٝ ٭ٙٛاٖ ثَىاٍي ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ِٔٛفٝ zٔلبٕجٝ وٙيي. )ح( 

 ىٕز آٍٚيي.ثٝ zٞبي دبى ٍٚىا ىٕشٍبٜ ٔبيُ ثَكٖت ِٔٛفٝ
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 هطتقبت ٍ عولگز ًبثلا 6-9

اوٖٙٛ ثٝ ثٍَٕي ثَىاٍ ثي ٟ٘بيز وٛؿه اُ ٘م٦ٝ  1 2 3, ,q q q  سب

 1 1 2 2 3 3, ,q dq q dq q dq   ٍٝٛر دَىاُيٓ وٝ ثٝ ٔيd r ٙٛى:ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي 

.i i

ii
d dq dq

q


 


r
r r 

 ٍٝٛر ُيَ سٮَيف وَى:ٍا ثٝ idqسٛاٖ دٔ ٔي

(4-5)                              . . .i i idq d d r r r r 

ٚػٛى ٘ياٍى. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ سٟٙب ٔوشٞبر ف٢بيي ىاٍاي  i)ىٍ ايٙؼب ػ٬ٕ ٍٚي 

ٞبي ٔٙلَٞ ثٝ ٞبي ىوبٍسي ٔٮٕٛلا اُ ُيَ ٘ٛئثبلا ٘ٛئ ٖٞشٙي. ٌَؿٝ ثَاي ؿبٍؿٛة

 ٙٛى: فَىي إشفبىٜ ٔي ٙٛى.( ٥َٛ ايٗ ثَىاٍ ثي ٟ٘بيز وٛؿه ثٝ ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔي

(4- 6)           
2

. . .i j i j

i j ijds d d dq dq g dq dq  r r r r 

ٚػٛى ىاٍى؛ ١َايت ايٗ ٙىُ  idqٙىُ َٔثٮي ٚاثٖشٝ ثٝ ٔشغيَٞبي، ىٍ ٕٕز ٍإز

( 6-4)، ٞبي ٞٓ ٍٚىا سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ٖٞشٙي. ىٍ ؿبٍؿٛة ىوبٍسيٍٝٛر ِٔٛفَٝٔثٮي ثٝ

 ٌيَى:كبِز آٙٙبيي ثٝ هٛى ٔي

       
2 2 22 1 2 3 .ds dx dx dx   

 سَسيت ىاٍيٓ:اي ٚ وَٚي ثٝ ٞبي إشٛا٘ٝ ىٍ ؿبٍؿٛة

       

       

2 2 2 22

2 2 2 22 2 2

,

sin ,

ds d d dz

ds dr r d r d

  

  

  

  
 

 .6-6توزيي  
2

ds  ٗدييا وٙيي. 5-4ٍا ثَاي ىٕشٍبٜ ٔبيُ سَٕي 

ٙٛى وٝاوٖٙٛ فَٟ ٔي 1 2 3, ,f q q q دٌيَ ثَاي ٔشغيَٞبي سبث٬ ٭يىي ٔٚشكiq 

 إز. ٔٚشك آٖ ثَاثَ إز ثب:

 
 1 2 3

1 2 3
, ,

, , .i

i

f q q q
df q q q dq

q





 

سَي لَاٍ ىاٙشٝ ٚ ثٙبثَايٗ  ٔوَع ىٍ كبِز دبييٗ i، ٞبي ٔٚبثٝ ىٍ ايٙؼب ٚ ىٍ ٔٛلٮيز

 سٛاٖ ٘ٛٙز: ( ٔي5-4ػ٬ٕ ثٖشٝ ٙٛى. ثب إشفبىٜ اُ ) iثبيي ٍٚي
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. .i

i

f
df d

q





r r 

iاِٚيٗ ػّٕٝ ١َة ىٍ ٕٕز ٍإز ثَىاٍ  if q r  ٍإز. اوٖٙٛ ثٝ ٔٮَفي ثَىا

 ٕ٘بىيٗ:

i

iq


 


r 

ٍفشبٍ ، ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ىٍ ثبلا آٔي fٙٛى دَىاهشٝ وٝ ٍٚي سبث٬ ٘بٔييٜ ٔي ٭ٍَّٕ ٘بثلاوٝ 

 وٙي:ٔي

i

i
f

q


 


r 

٭ٍَّٕ ٘بثلا اغّت ثٝ ٭ٙٛاٖ ٭ٍَّٕ إز(. iوٙيٓ وٝ ىٍ ايٙؼب ػ٬ٕ ٍٚي)سىَاٍ ٔي

 ٙٛى.ٌَاىيبٖ ثيبٖ ٔي

)اِف( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ثَىاٍ يىٝ ٭ٕٛى ثَ ٦ٕق   .7-6توزيي  1 2 3, ,c q q q  

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔيثٝ

.

ij

i

j

mn

m n

g
q

g
q q



 






 

 

n r 

 )ة( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ُاٚيٝ ىٍ ٘م٦ٝ اُ سمب٬٥ ٦ٕٛف ُيَ:

   1 2 3 1 2 3

1 2, , ,         , , ,q q q c q q q c   

 ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز:

cos

ij

i i

mn rt

m n r t

g
q q

g g
q q q q

 


   

 

 


   

   

 

1)ح( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ُاٚيٝ ثيٗ ٦ٕٛف ٔوشٞبر 2

1 2,q c q c    ٍٗٝٛر ُيَ ثٝ اي

 إز:
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12

12
11 22

cos .
g

g g
  

 ىٕز آٍٚيي.)ر( ٣َٙ ٭ٕٛى ثٛىٖ ٦ٕٛف ٍا ثٝ

0.ij

i j
g

q q

  


 
 

اي ٚ وَٚي ٞبي إشٛا٘ٝ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٭ٍَّٕ ٌَاىيبٖ ىٍ ؿبٍؿٛة .8-6توزيي 

 ٙٛى:سَسيت س٤ٕٛ فََٔٛ ُيَ ثيبٖ ٔي ثٝ
1ˆˆ ,

1 1ˆ ˆ ,
 sin

ˆ

ˆ

f f f
f

z

f f f
f

r r r

 
  

 
  

  
   

  

  
   

  

z

r
 

ٞبيي ثَاي آٟ٘ب ٚػٛى ؿٝ ٭جبٍر ir  ٚirٞبي َٔسج٤ ثب ٕٝ سبيي ٍٞٙبْ إشفبىٜ اُ ِٔٛفٝ

 ىاٍى؟

اوٖٙٛ فَِٔٛي ٍا ثَاي ٔٚشك سبث٬ ثَىاٍي 1 2 3, ,q q qf  ٝآٍٚيٓ:ىٕز ٔيث 

 
 1 2 3

1 2 3
, ,

, , .i

i

q q q
d q q q dq

q






f
f 

 وٙيٓ. ىٍ ٘شيؼٝ:( إشفبىٜ ٔي5-4ىٚثبٍٜ اُ )

 
 

 

 
 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,
, , .

, ,
                       . 

, ,
                       . .

i

i

i

i

i

i

q q q
d q q q d

q

q q q
d

q

q q q
d

q











 
 
 
 

f
f r r

f
r r

f
r r

 

 سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ: ثٙبثَايٗ ٔي

 . .d d f r f 
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٥ٍٛ آٙىبٍ سبٍٖ٘ٛي ىٍػٝ ثٝ، ٙٛى ٙٙبهشٝ ٔي f ٌَاىيبٖوٝ ثٝ ٭ٙٛاٖ  f,وٕيز 

dسٛاٖ ػبيي ٔيٙٛى. ثٝ وٕه ػبثٝ ىْٚ ٔلٖٛة ٔي f ٝٙىُ ُيَ ٘ٛٙز:ٍا ث 

. .Td df f r 
٘يِ  rىٍ ػٟز  fٙٛى؛ ثٝ آٖ ٔٚشك٘بٔييٜ ٔي fٍٝٛر ٌَاىيبٖثٝ Tfٌبٞي اٚلبر 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔيٙٛى ٚ ثٌٝفشٝ ٔي

.Td

d
 

f
f

r
 

آٍٚى يىي اُ وبٍثَىٞبي ٌَاىيبٖ ىٍ سبٍٖ٘ٛ ايٗ إز وٝ سبٍٖ٘ٛ ػيييي ٍا ثٝ ٚػٛى ٔي

 سَ إز.يه ىٍػٝ ثبلا، وٝ ىٍػٝ آٖ ٖ٘جز ثٝ سبٍٖ٘ٛ اِٚيٝ

اي ٚ ثَىاٍي.  سٛاٖ ىٚ ٫ٛ٘ ١َة ٔٮَفي وَى: ٭ّٕيبر ١َة ٘م٦ٝ ثَاي َٞ ػفز ثَىاٍ ٔي

ايٟٙب ٍا ثَاي ػفز ثَىاٍي وٝ ٙبُٔ ٭ٍَّٕ ٘بثلا )وٝ ٙىُ ثَىاٍي آٖ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي 

ٙٛى( ٚ سبث٬ ثَىاٍ 1 2 3, ,q q qf f   وبٍ ٔي ٌيَيٓ. ىٍ ايٗ كبِز ىٚ ٫ٛ٘ ثٝ، إز

 ٚاٌَايي ٭ّٕيبر ىاٍيٓ:

div    . . ,i

iq


  



f
f f r 

 :ؿَه٘ٚ 

(4-7   )                     rot     .i

iq


    



f
f f r 

 ثَىاٍ:
1

rot 
2

  f 

fٙٛى. ثب سٛػٝ ثٝ كّمٝ ٘بٔييٜ ٔي f كّمٝ  ٍا ٔٮَفي وَى: سٛاٖ سبٍٖ٘ٛ  ٔي 

.  E 
ايٗ سبٍٖ٘ٛ دبىٔشمبٍٖ إز )اطجبر ثَ ٭ٟيٜ هٛا٘ٙيٜ إز( ٚ سبٍٖ٘ٛ إذيٙي ٘بْ ىاٍى. 

 سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ: ٔي

 
1

.
2

T   f f 
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اي  ثب َٞ ىٍػٝ Aٚاٌَايي ٍا ثَاي سبٍٖ٘ٛ سٛاٖ ٭ّٕيبر ؿَه٘ ٚ  ٕٞيٗ سَسيت ٔيثٝ

 ٔٮَفي وَى:

 . . ,           .  i i

i iq q

 
     

 
A r A A r A 

 ىٞي:ثيٙيٓ وٝ ٍٞٙبْ ا٭ٕبَ ٭ٍَّٕ ٘بثلا ثَ ثَىاٍ ٙٮب٭ي ؿٝ اسفبلي ٍم ٔياوٖٙٛ ٔي

 ,i i

iiq


   


r r r r r E 

 .  .  . 3,i i

iiq


   


r r r r r 

ٚ 

  .i i

iiq


      


r r r r r 0 

,ٞبي ٭جبٍر .9-6توزيي    . ,   ,  ,   .      E E E ٚ  ٍٝا ٔلبٕج

 وٙيي.

سبٍٖ٘ٛي ىٍػٝ ىْٚ ثبٙي.  Qثَىاٍ ٚ  fىٚ سبث٬ ٚ  f ٚgفَٟ وٙيي. 91-6توزيي 

 ٔٛاٍى ُيَ ٍا اطجبر وٙيي:

 

   

   

,

,

.

fg g f f g

f f f

f f f

    

    

    

f f f

Q Q Q

 

 ثَىاٍ ٖٞشٙي(: f ٚg٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٛاٍى ُيَ ثَ لَاٍ ٖٞشٙي ) .99-6توزيي 

       

     

 

   

     

 .  .  .  . . ,

    ,

   .  . .  . ,

.  .  . ,

.    .    . .

T        

       

         

    

      

f g f g f g f g g f 

f g f g g f

f g g f g f f g f g

fg f g f g

f g g f f g
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 گيزي تبثع ثزداري هطتق 6-3

اُ ، ٞبيي وٝ ثٝ كٖبثبٖ ٔشياَٚ ٔٚبثٟي ٘يبُ ىاٍ٘يثب سٛػٝ ثٝ ىٍن ٔفْٟٛ فََٔٛ

ىا٘ي وٙيٓ. ٕٞـٙيٗ هٛا٘ٙيٜ ٦ٕٔئٙبً ٔئٚشك ٌيَي ٔي iqٞبي ثَىاٍي ٖ٘جز ثٝ سبث٬

 ٌيَي اُ سبث٬ ثَىاٍي:وٝ ثَاي ٔٚشك

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )k

kx x x f x x xf i 
ثَ كٖت ايٗ ٔشغيَ ٔٚشك  fوبفي إز اُ َٞ ِٔٛفٝ سبث٬  ixثَ كٖت ٔشغيَ ىوبٍسي 

 ٌيَي وٙيٓ:

(4-8 )                 
 1 2 3

1 2 3

, ,
, ,

k

k

i i

f x x x
x x x

x x




 
f i 

ٍا ثٝ ٍٝٛر ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤  fٌيَي سبث٬ ثَىاٍيسٛاٖ ؿٍٍٛ٘ي ٔٚشكاوٖٙٛ ٔي

 ٘ٛٙز:

   1 2 3 1 2 3, , , , .i

iq q q f q q qf r 

ٞبي يٮٙي ٔٚشك ٕبىٜ ِٔٛفٝ، ثٖشٍي ىاٍ٘ي kqثٝ irىٍ ايٗ كبِز ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة 

f ٝسبث٬ ديٕٛشٝ، اي اُ فََٔٛ ٍٔٛى ٘يبُ ٘يٖشٙي. ثَاي ىٍن ثٟشَ ٦ّٔت٘شيؼ

 1 2 3, ,q q q f c  ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ثَ إبٓ سٮَيف وّي ٔٚشك ػِيي ،

 1 2 3, , .iq q q q  f ٔشغيَ  krطبثز ٘وٛاٞٙي ثٛى ُيَا  fٞبيىاٍيٓ. أب ِٔٛفٝ 0

 ٞبي ايٗ سبث٬ ثَاثَ ٝفَ ٘يٖشٙي. ثٙبثَايٗ ٔٚشمبر ِٔٛفٝ، إز

 آيي:ىٕز ٔي١َة َٞ سبث٬ ٕبىٜ ٚ سبث٬ ثَىاٍي اُ لب٭يٜ ١َة ثٝٔٚشك كبُٝ

   

 
 

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

, , , ,

, ,
                           , , .

i

ik k

i

i i
ik k

q q q f q q q r
q q

f q q q
f q q q

q q

 
 
  

 
 

 

f

r
r

 

ٙٛى اُ ىٚ ثو٘ ٞبي آٖ ٘ٛٙشٝ ٔيثٙبثَايٗ ٔٚشك سبث٬ ثَىاٍي وٝ ثَ كٖت ِٔٛفٝ

( إز ٚ ثو٘ 8-4ٕب٘ٙي ٔٚشك ىٍ ؿبٍؿٛة ىوبٍسي )سٚىيُ ٙيٜ إز. ثو٘ اَٚ ٞ
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ٞبي ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة إز. دٔ لاُْ إز سب ثو٘ ىْٚ ٘يِ ٔلبٕجٝ ىْٚ ٙبُٔ ٔٚشك

 ٙٛى.

 هطتقبت ثزدارّبي چبرچَة  6-6

 ىٕز آٍٚيٓ: هٛاٞيٓ ثٝٔمياٍ ٔٚشك ُيَ ٍا ٔي

(4-9 )    
2 2

.i jj j j j i i j jq q q q q q q q

      
    

        

r r
r r r 

سٛاٖ ايٗ ٔٚشمبر  ٔي، ىاٙشٝ ثبٙيٓٞبي ىوبٍسي ثَىاٍ ؿبٍؿٛة ٍا  اِجشٝ اٌَ ٭جبٍر ِٔٛفٝ

ٙٛى(؛ أب ىٍ كبِز وّي ثب إشفبىٜ اُ ايٗ ٞب ٘يِ ا٘ؼبْ ٔي ٍا ٔلبٕجٝ وَى )ٚ ىٍ سَٕيٗ

آٖ ٍا ىٍ ثَاي َٞ ؿبٍؿٛة ٔٚبثٟي ، اُٝ وٝ ٔٚشك ثَىاٍ ؿبٍؿٛة ٘يِ ثَىاٍ إز

 1,2,3i i r  ٔي سٛاٖ ث٤ٖ ىاى. اوٖٙٛ ١َايت ايٗ ث٤ٖ ٍا ثبk

ij :ٕٓ٘بي٘ ٔي ىٞي  

(4-10  )                              .k

i ij kjq


 


r r 

kوٕيبر

ij ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٘بٔييٜ ٙيٜ ٚ ثٝ ١َايت وَيٖشٛفُ ٫ٛ٘ ىْٚ  

 ٙٛ٘ي:  ٔي

(4-11)                                     .k

ij

k

ij

 
   

 
 

 ٞبي ٕ٘بى وَيٖشٛفُ ٔشمبٍٖ ٖٞشٙي:سٛاٖ ٌفز وٝ ُيَ ٘ٛئ( ٔي9-4ثب إشفبىٜ اُ )

(4-12   )                              .k k

ij ji   

 ٍٝٛر وبُٔ ُيَ ٘ٛٙز:سٛاٖ فََٔٛ ٔٚشك سبث٬ ثَىاٍي ٍا ثٝكبَ ٔي

 
 

 

 
 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,
, , , ,

, ,
                            , ,                         

i

j i

i ki jk k

i

i t

i kt ik

f q q q
q q q f q q q

q q

f q q q
f q q q

q


 

 


 



f r r

r r

 (4-13       )                   .
i

i t

kt ik

f
f

q

 
   

 
r 
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ٔٚشمبر ٞٓ ٍٚىايي  irٙٛى. ١َيت ٘بٔييٜ ٔي ٍٚىاييٌيَي ٞٓٔٚشكايٗ ٭جبٍر 

 ٙٛى: ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي٘بٔييٜ ٙيٜ ٚ ثٝ fٞبي دبىٍٚىاي ِٔٛفٝ

.
i

i i t

k ktk

f
f f

q


  


 

 ىٞيٓ.اوٖٙٛ ثَهي اُ ٚيٌْي ٞبي ١َايت وَيٖشٛفُ ٍا ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔي

 ضزايت كزيستَفل ٍ ٍيضگي ّبي آًْب 6-9

سٛاٖ ثَاي ٕ٘بىٞبي وَيٖشٛفُ ىٍ ؿبٍؿٛة ىوبٍسي ثَاثَ ٝفَ ٖٞشٙي ثٙبثَايٗ آٟ٘ب ٍا ٕ٘ي

ىٕز ثٝ، ٞبي سبٍٖ٘ٛ كبوٓ إزؿبٍؿٛة ىيٍَي وٝ ىٍ آٖ لٛا٘يٗ سجييّي ٔٮَٕٛ ِٔٛفٝ

آٍٚى. ٭ّز آٖ ٕبىٜ إز: ٕ٘بىٞبي وَيٖشٛفُ ٘ٝ سٟٙب ثٝ ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة هٛى ثّىٝ 

اي ثٝ ٘م٦ٝ ىيٍَ ٘يِ ثٖشٍي ىاٍى ٚ ايٗ َ٘م ٞب ىٍ لٛا٘يٗ ثٝ َ٘م سغييَار آٟ٘ب اُ ٘م٦ٝ

ٙٛ٘ي. ثٙبثَايٗ ٕ٘بىٞبي وَيٖشٛفُ ٭ّي ٍغٓ ٕ٘بىٞبي آٟ٘ب سجييّي سبٍٖ٘ٛٞب ٩بَٞ ٕ٘ي

وٝ ؿَا ثيٚشَ ٘ٛيٖٙيٌبٖ ٕ٘بى ٘ٚبٖ ىاىٜ ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٘يٖشٙي. ٭ّز ايٍٗٝٛر ِٔٛفٝثٝ

 ٕٞيٗ ٫ٛ١ٛٔ إز.، ىٞٙي( ٍا سَػيق ٔي11-4ٙيٜ ىٍ ٥َف ٍإز ٔٮبىِٝ )

ىاٙشٗ فَِٔٛي ثَاي ٔلبٕجٝ ٕ٘بىٞبي وَيٖشٛفُ ثٖيبٍ ٟٔٓ إز. اوٖٙٛ ٕ٘بى ُيَ      

 وٙيٓ:ٍا ٔٮَفي ٔي
2

.ij ij i jq q q

 
 
  

r
r r 

 ٍر ُيَ ٘ٛٙز:ٝٛسٛاٖ ثٝ ( ٍا ٔي10-4ٍاث٦ٝ )

(4-14)                                     

 آيي:ىٕز ٔيوٝ اُ ٔٮبىِٝ ُيَ ثٝ

 .  . k k

ij t ij k t ij ktg   r r r r 

 ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ثيبٖ وَى:سٛاٖ ثَ كٖت ِٔٛفٕٕٝز ؿخ ايٗ ٔٮبىِٝ ٍا ٔي

(4-15)             .  .    . .it i t ij t i tjj j
g

q q

 
  

 
r r r r r r 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝ:ثٝ

k

ij ij k r r
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(4-16     )              .  .    . .ji j i jt i j itt t
g

q q

 
  

 
r r r r r r 

(4-17       )           .  .    . .tj t j ti j t jii i
g

q q

 
  

 
r r r r r r    

ij . سٛاٖ اوٖٙٛ ٔي tr r ( ٖسمٖيٓ 17-4( ٚ )15-4( اُ ٔؼ٫ٕٛ )16-4ٍا ثب وٓ وَى ٚ )

 ىٕز آٍٚى:ثٝ 2كبُٝ آٖ ثَ 

(4-18           )         
1

 . .
2

tj jiit
ij t ijtj i t

g gg

q q q

  
     

   
r r 

وٕيبر 
ijk َٚٙٛ٘ي. آٟ٘ب ٔٮٕٛلا ثٝ ٍٝٛر ُيَ ٘بٔييٜ ٔي ١َايت وَيٖشٛفُ ٫ٛ٘ ا

 ٙٛ٘ي:ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

 , .ijkij k   

آٙىبٍ إز وٝ اِٚيٗ ىٚ ُيَ ٘ٛئ ٔشمبٍٖ ٖٞشٙي: 
ijk ijk  . :ٓثٙبثَايٗ ىاٍي 

(4-19     )                              k

ij kt ijtg   

 ٙٛى:ٚ اُ آٖ ٘شيؼٝ ٔي

(4-20   )                               k kt

ij ijtg   

 ىٕز آٍٚى:ثب إشفبىٜ اُ ايٟٙب ٔي سٛاٖ ثٝ

(4-21     )                           .
j

j t

itiq


 



r
r 

 ىٍ ٚال٬:

 0  .   . .  .  . ,
i i

i i i i k

j j j jt j jt kt t t tq q q q


   
      
   

r r
r r r r r r r r 

 ثٙبثَايٗ: 

 . . 
i

i k k i i

j jt k jt k jttq



      



r
r r r 

 ٚ ىاٍيٓ:

.
i

i j

jttq


 



r
r 
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ٔفيي ، ٞبيي ثَاي سجييُ ٕ٘بىٞبي وَيٖشٛفُ ىٍ اطَ سغييَ ٔوشٞبرفََٔٛٔٮٕٛلا ىاٙشٗ 

ثٝ وٕه ٍاث٦ٝ  iqس٤ٕٛ ١َيت لييٕي iqإز. فَٟ وٙيي وٝ ١َيت ػييي

 1 2 3, ,i iq q q q q (3-4ٚ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ٔٮبىلار)-(ث4ٝ-4 )آيي. اوٖٙٛ ىٕز ٔي

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيوبٌٍيَي  ىٍ ىٕشٍبٜ ػييي ثٝثب ثٝ

(4-22       )                             .k

ij k ij r r 

 أب:

  ,
m

m n

ij i i j i nj j m m

q
A A

q q q q

   
   
   

r r r r 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي١َة ثٝٚ ث٤ٖ ىاىٖ ثب إشفبىٜ اُ لب٭يٜ كبُٝ

     

     .

n
m ni n

ij j n im m

n
m m n pi
j n j i nm pm

n
m k m n p ki
j n k j i nm n km

A
A A

q q

A
A A A

q

A
A A A A A

q

  
  

  


  




  



r
r r

r r

r r

 

 ٙٛى وٝ:( ٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي22-4ىٍ ٔمبيٖٝ ثب )

.
n

k m k m n k pi
ij j n j i p nmm

A
A A A A A

q


   


 

سٛا٘ي ٚػٛى ػّٕٝ اَٚ ىٍ ٕٕز ٍإز ثٝ ايٗ ٔٮٙب إز وٝ ١َيت وَيٖشٛفُ ٕ٘ي

بيٝ اىِٝ ٔٚشك ٌيَي ثٛى ثٝ سبٍٖ٘ٛي اُ َٔسجٝ ٕٛ ثبٙي. ايٗ اى٭بي اِٚيٝ ٔب ٍا وٝ ثَ د

 ٍٕب٘ي.اطجبر ٔي

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سٟٙب ١َايت غيَ ٝفَ وَيٖشٛفُ ٫ٛ٘ اَٚ ثَاي ٔوشٞبر  .99-6توزيي 

 اي ٭جبٍسٙي اُ:إشٛا٘ٝ

221 122 212,        .           
 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ١َايت وَيٖشٛفُ غيَ ٝفَ ٫ٛ٘ اَٚ ثَاي ٔوشٞبر وَٚي ٭جبٍسٙي اُ:
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221 122 212

2 2

331 332

2 2

313 133 233 323

,                            ,

 sin ,                   sin  cos ,

  sin ,           sin  cos ,        

r r

r r

r r

  

  

      

     

       

 

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ سٟٙب ١َيت وَيٖشٛفُ غيَ ٝفَ ٫ٛ٘ ىْٚ ثَاي ٔوشٞبر  .93-6توزيي 

 اي ٭جبٍسٙي اُ:إشٛا٘ٝ
1 1 2

22 12 21,         1 .          
 :٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ١َايت وَيٖشٛفُ غيَ ٝفَ ٫ٛ٘ ىْٚ ثَاي ٔوشٞبر وَٚي ٭جبٍسٙي اُ

1 2 2

22 12 21

1 2 2

33 33

3 3 3 3

33 13 23 32

,                            1 ,

 sin ,                    sin  cos ,

1  ,                 cos .       

r r

r

r

  



      

     

       

 

ىٕشٍبٞي اُ ٔوشٞبر ثي٢ٛي سوز  .96-6توزيي  ,u v ََٛٔٞبي سجييُ ثَ كٖت ف

 ٙٛ٘ي:ُيَ سٮَيف ٔي

 cosh u cos v,              y  sinh u sin v,x c c  
 طبثز إز. ١َايت وَيٖشٛفُ ٍا دييا وٙيي. cوٝ 

 فضبي اقليذسي ٍ ًب اقليذسي

dٍٞٙبْ ٔٚشك ٌيَي اُ ٥َٛ ثَىاٍ اِٚيٝ  r :ٓٔي ٘ٛيٖي 

(4-23    )           
2

 .   . .i j i j

i j ijds d d dq dq g dq dq  r r r r 

٥ٍٛوّي سٮَيف ٔظجشي اُ ٙىُ َٔثٮي هٛاٞيٓ ثٝ idq ٚjdqثب سٛػٝ ثٝ ٔشغيَٞبي

 ٔوشٞبر ف٢بيي ٚالٮي إز.ٞبي ٟٔٓ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ثَاي ىاٙز. ايٗ يىي اُ  ٚيٌْي

اي اُ ٔوشٞبر يٮٙي اٌَ ثشٛاٖ آٖ ٍا س٤ٕٛ ٔؼٕٛ٭ٝ، ثبٙي الّييٕيؿٙب٘ـٝ ف٢ب        

ىوبٍسي  1,2,3tx t  ىٍ ايٗ ٍٝٛر آٍايٝ ه٦ي ، سٮَيف وَى 
2

ds سٛاٖ ثٝ  ٍا ٔي

 ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙز:

(4-24  )                               
23

2

1

.t

t

ds dx


 
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َٛ اي اُ ٔٮبىلار سجييُ لبثُ لجثب ىاٙشٗ ٔؼٕٛ٭ٝ t t nx x q ، ٕٞبٖ آٍايٝ ه٦ي

 ثيبٖ وَى. اُ آ٘ؼبيي وٝ: nqسٛاٖ ثٝ ٍٝٛر ٔوشٞبر وّيٍا ٔي
t

t n

n

x
dx dq

q





 

 ىاٍيٓ:

 
2

3
2

1

,
t

n

n
t

x
ds dq

q

 
  

 
 

 آيي:ىٕز ٔيثٝ nqثَاي ١َايت ٔشَيه ىٍ ىٕشٍبٜ( 23-4ٚ ىٍ ٔمبيٖٝ ثب ٔٮبىِٝ )

(4-25   )             
3

1

       , 1,2,3 ,
t t

ij i j
t

x x
g i j

q q

 
 

 
 

وٙيٓ. ف٢بيي ٍا وٝ ىٍ اثشيا سَٚيق ٙي ثَ كٖت اوٖٙٛ ٕٛاَ ُيَ ٍا ٦َٔف ٔي

اي اُ ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ؿٙيٗ سٮَيفي ثبيي ٙبُٔ ٔؼٕٛ٭ٝ nqاي اُ ٔوشٞبر وّي ٔؼٕٛ٭ٝ

سٛاٖ ( ثبٙي وٝ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ىاٍاي سٮَيف ٔظجشي إز. آيب ٔي23-١4َايت ٔشَيه )

سٮَيف وَى وٝ ثشٛا٘ي ايٗ ف٢ب ٍا ٘يِ  txٍٝٛراي اُ ٔوشٞبر ىوبٍسي ٍا ثٝٔؼٕٛ٭ٝ

ٛاث٬ ٕٞب٘ٙي سَٚيق وٙي؟ يٮٙي آيب ٔي سٛاٖ ٚػٛى س t nx q  ُىٍ ٔوشٞبر كبُٝ ا

 t t nx x q ٖٝٞشٙي ٍا س٢ٕيٗ وَى؟ ثٝ  (24-4) ٍٝٛروٝ ىاٍاي آٍايٝ ه٦ي ث

؟ ِِٚٔب هيَ. ثب ىاٙشٗ آيب ف٢ب الّييٕي إز، ٙىُ ىيٍَ
ijg ٜىٍ ىٕشٍبnq ِٝاُ ٔٮبى 

سٛاٖ ٙ٘ ٔٮبىِٝ ثَاي ٕٝ سبث٬ ٘بٔٮّْٛ ٔي (4-25) t nx q ٝىٕز آٍٚى. ايٗ ٖٔبِٝ ث

ٚػٛى آيي. أىبٖ ثٝ، ىيٍَ ثبيي س٤ٕٛ ١َايت ٔشَيه ىاىٜ ٙيٜ وٙي وٝ َٙاي٤ثيبٖ ٔي

.ٞب ثَكٖت سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ ٚالٮي ثٙيي ايٗ ٔليٚىيزفََٔٛ

p

ijkR ٍٝٝٛر وٝ ث

 ٚػٛى ىاٍى:، ٙٛىٔٮبىِٝ ُيَ سٮَيف ٔي

(4-26)                                      
 . 0.p

ijkR  

.سبٍٖ٘ٛ

p

ijkR  ٍٖٛ٘ٔٮَٚف إز ٚ سبٍٖ٘ٛ َٔسج٤ ثب آٖ: وَيٖشٛفُ -ٍيٕبٖثٝ سب 

.

p

nijk np ijkR g R 

 سٛاٖ ثٝ ٍٝٛر ُيَ ٘ٚبٖ ىاى:ٙٛى. آٖ ٍا ٔي سبٍٖ٘ٛ ا٘لٙبي ف٢ب ٘بٔييٜ ٔي
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. ( ).

p p
ijp p m p mik

ijk mj ik mk ijk j
R

q q

 
      
 

 

.ٕٞـٙيٗ 

p

ijkR ٝ( ثيبٖ 26-4ثٙبثَايٗ )، ٥ٍٛ ٚالٮي سٟٙب ىاٍاي ٙ٘ ِٔٛفٝ ٖٔشمُ إزث

وٙٙيٜ ٙ٘ ٣َٙ ٍٚي 
ijg  إز وٝ ثبيي ثَاي ف٢بي سَٚيق ٙيٜ س٤ٕٛ

ijg  ىٍ ف٢بي

 (>.1994شفبىٜ ٙٛى =ٕٛوِٛٙيىٛف )الّييٕي إ

ٕٞب٘ٙي ؿٙيٗ ٔلاك٪بسي ىٍػبي هٛى ، ايٗ ا٥لا٭بر سٟٙب ثَاي آٌبٞي هٛا٘ٙيٜ آٍٚىٜ ٙي

سٛاٖ ىٍ َٔاػ٬ ثٖيبٍ ثب إٞيز إز. ػِييبر ثيٚشَ ٚ فََٔٛ ثٙيي ىليك سَ ٍا ٔي

 ُيبىي دييا وَى.

 گيزي ّن ٍردا هطتق 6-6

ىٕز ( ٍا ث13ٝ-4ثٌََىيٓ. فََٔٛ ٔٚشمي ) يَي سبث٬ ثَىاٍياوٖٙٛ ثٝ ٖٔبِٝ ٔٚشك 

 آٍٚيٓ:

 
i

i i t

i kt ik k k

f
f f

q q q

   
   

   
r r r 

 ٙٛى وٝ ١َايت ث٤ٖ ثب ٍاث٦ٝ ُيَ لبثُ ثيبٖ إز:ٚ ٔٚبٞيٜ ٔي

(4-27       )                     
i

i i t

k ktk

f
f f

q


  


 

ٙٛى. اوٖٙٛ ٔٚشمبر  ٘بٔييٜ ٔي fٞبي دبىٍٚىاي سبث٬ ثَىاٍي وٝ ٔٚشمبر ٞٓ ٍٚىا ِٔٛفٝ

 وٙيٓ:ثيبٖ ٔيٞبي ٞٓ ٍٚىا ٔٚبثٝ ٍا ثَ كٖت ِٔٛفٝ

  .i i ii
i ik k k k

f
f f

q q q q

   
  

   
f r r r 

 ( ىاٍيٓ:21-4ثب إشفبىٜ اُ )

.
i i

i i t i i

i kt ki jk k k

f f
f f

q q q

   
     

   
f r r r 

ٍٝٛر ُيَ ٞبي دبىٍٚىا ٘بٔييٜ ٙيٜ ٚ ثٍٝٚىا ِٔٛفٍٝٝٛر ٔٚشمبر ١َٓٞايت ايٗ ث٤ٖ ثٝ

 ٙٛ٘ي: ٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي
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(4-28           )                 .ii
k i ki ik

f
f f

q


  


 

 ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙز:ٌيَي ٍا ثٝسٛاٖ فََٔٛ ٔٚشكٞب ٔيثب ايٗ ٕ٘بىٌٌاٍي

(4-29     )                      .k i

i k j ii
f f

q


   



f
r r 

  ُيَا:

    ,i j i j i j

j i j i ji
f f f

q


     


f r r r r r r 

 ثيٙيٓ وٝٔي
i jfٓٞ ٍٝٚىاي اُ ِٔٛفf ٝ٥ٍٛ ٔٚبثٝ: إز. ث 

 i j i i

j j ii
f f

q


   


f r r r r 

ىٞي وٝ  ٘ٚبٖ ٔي
i jf  ُِٔٛفٝ سَويجي اf  .إز 

ٍا ثَ كٖت ٔوشٞبر  fٞبي دبىٍٚىاي ثَىاٍ  ٍٚىاي ِٔٛفٝٔٚشمبر ٞٓ .99-6توزيي 

 ل٦جي سوز ثٙٛيٖيي؟ 

 هلاٝٝ ثلض
 ٌيَي ثَىاٍ ٭جبٍسٖز اُ: فََٔٛ ٔٚشك

k i

i k j ii
f f

q


   



f
r r 

 وٝ ىٍ آٖ: 

,          + .   
i

j i i ti
k i ki i k ktk k

f f
f f f f

q q

 
     

 
 

 فََٔٛ: 
i j i j

i j j if f    f r r r r 

ىٞي وٝ  ٘ٚبٖ ٔي
i jf ٓٞ ٍٝٚىاي ِٔٛفf وٝ ىٍ كبِي، إز

i jf ٝاي  ِٔٛف

 إز.  fسَويجي اُ 
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 هطتقبت ّن ٍرداي تبًسَر هزتجِ دٍم 6-7

 وٙيٓ:َٔسجٝ ىْٚ ٍا دييا ٔي Aاوٖٙٛ ٔٚشك ػِيي سبٍٖ٘ٛ 

 

 

 

          

          .

         

ij

i jk k

ij
ij

i j ik j i jkk

ij
ij t t

i j ik t j i jk tk

a
q q

a
a

q

a
a

q

 


 


  



    


A r r

r r r r r r

r r r r r r

 

 ٞبي ٔؼبُي ىاٍيٓ:ثب سغييَ ُيَ٘ٛئ

.       
ij

i ij j is

ks ks i jk k

a
a a

q q

  
   

  
A r r 

 ٭جبٍر ىاهُ دَا٘شِ ثيبٖ وٙٙيٜ ٔٚشك ٞٓ ٍٚىا إز: 

.
ij

ij i sg j is

k ks ksk

a
a a a

q


   


 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝ:ثٝ

 

 

          

          

         .

i j

ijk k

i j
ij i j j i

ijk k k

ij i j i t j i j t

ij kt ktk

ij s s i j

ki js ki isk

a
q q

a r r
a

q q q

a
a

q

a
a a

q

 


 

   
   
   


    


 
   

 

A r r

r r r r

r r r r r r

r r

 

 ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ديٚشَ ٘ٚبٖ ىاىيٓ:

.
ij s s

k ij ki sj kj isk

a
a a a

q


   


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 ٘ٚبٖ ىٞيي: .96-6توزيي 
.

. .

.

. .

,

.

j
s j j s ii
ki i ks i jk k

i

j i s s i j

ks j kj s ik k

a
a a

q q

a
a a

q q

  
   

  

 
      

A r r

A r r

 

 ٙٛ٘ي: اي ىاهُ دَا٘شِ ثٝ ٕٞيٗ ٍٚٗ ٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي٭جبٍر
.

. . .

..

. .

,

.

j
j s j j si

k i ki s ks ik

i

jj i s s i

k i ks j kj sk

a
a a a

q

a
a a a

q


   




   



 

 خلاصِ ثحج

 َٔسجٝ ىْٚ ىاٍيٓ:Aثَاي سبٍٖ٘ٛ 

.ij i j j i i i

k i j k ij k i j k j jk
a a a a

q


   


A r r r r r r r r 

 وٝ:

. .. .

. .

,          ,

,           .

ij
ijij i sj j is s s

k ks ks k ij ki sj kj isk k

i i

j jj s j j s i i s s i

k i ki s ks i k j ks j kj sk k

aa
a a a a a a

q q

a a
a a a a a a

q q


       

 

 
       

 

 

 ٘ٚبٖ ىٞيي ٔٚشمبر ٞٓ ٍٚىاي َٞ ِٔٛفٝ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ثَاثَ ٝفَ إز؟ .97-6توزيي 

ٍٚىاي ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ٍٞٙبْ ٔٚشك ٌيَي ٞٓطبثز وٙيي وٝ ِٔٛفٝ .98-6توزيي 

 ٞب ىاٍاي ٍفشبٍ يىٖب٘ي ٖٞشٙي؟ِٔٛفٝ

,          .st st t t

k t k t k st st kg a g a g a g a      
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 گيزي عوليبت هطتق 6-8

سبٍٖ٘ٛي ٚ ثَىاٍي ا٭ٕبَ سٛاٖ ثَ ٔيياٖ  ٌيَي ىيٍَي وٝ ٔيىٍ ايٙؼب ثٝ ٭ّٕيبر ٔٚشك

 ( ىاٍيٓ:29-4( ٚ )7-4وٕه )وٙيٓ. ثٝدَىاُيٓ. اُ ؿَه٘ ثَىاٍ ٫َٚٙ ٔئي، وَى

.i i j ijk

i j k i ji

f
f f

q



       


f r r r r 

 ىٞي وٝ ثٙٛيٖيٓ:( ثٝ ٔب اػبُٜ ٔي28-4إشفبىٜ اُ )

(4-30     )                  ( ).
jijk n

k ij ni

f
f

q



  


f r 

ٞبي ( ٚ سغييَ ٘بْ ُيَ٘ٛي12ٔ-4س٤ٕٛ )، ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ػّٕٝ ىْٚ  ىاهُ دَا٘شِ

 بُي هٛاٞيٓ ىاٙز:ٔؼ
ijk n ijk n jik n

ij ji ij       

أب
ijk ijk   ، ٗثٙبثَايijk n ijk n

ij ij       ٝ0ثٝ ٥ٍٛي وijk n

ij  ِٝٔٮبى .   

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔيثٝ (4-30)

.
jijk

k i

f

q



 


f r 

 

0اِىشَٚإشبسيه  Eىا٘يٓ وٝ ٔيياٖ ثَىاٍي ٭ٙٛاٖ ٔظبَ ٔيثٝ E وٙي. ٍا ا١ٍب ٔي

 fٙٛى. ثٙبثَايٗ ٔوشٞبر وّي َٞ ٔيياٖ ثَىاٍي  ٘بٔييٜ ٔي غيَ ؿَهٚيؿٙيٗ ٔييا٘ي 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔيغيَ ؿَهٚي ثٝ

0.
jijk

i

f

q






 

اِجشٝ ٭ّٕيبر  f ٙٛى:ىٍ ؿبٍؿٛة ىوبٍسي س٤ٕٛ فََٔٛ ٔٮَٚف ُيَ ثيبٖ ٔي 

.

ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z

f f f

  
 

  

x y z

f 
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 وٙيٓ:ٌَىيٓ. اُ ٍاث٦ٝ ُيَ ٫َٚٙ ٔيثَٔي fاوٖٙٛ ثٝ ٚاٌَايي 

 . . . .i i j ij

i j i ji
f g f

q


     



f
f r r r 

 سٛاٖ ٘ٛٙز:  ( ٔي27-4ٚ ٔٮبىِٝ ) 18-4ىٕز آٔيٜ اُ سَٕيٗ وٕه ٘شيؼٝ ثٝثٝ 

(4-31)             
 

 . .
i

ij i i n

i j i ini

f
g f f f

q


    


f

 
سٛاٖ آٖ ٍا ٕبىٜ وَى؛ اثشيا ثبيي سٮَيفي وبٍثَىي اُ  ٔي، ( ثٛى30-4آ٘ـٝ ىٍ )ٕٞب٘ٙي 

i

in وٙيٓ:اٍايٝ ىٞيٓ. اُ ٍاث٦ٝ ُيَ ٫َٚٙ ٔي 

     1
1 2 3 2 3 1 2 3 . .  .

n n n n

g

q q q q

   
          

r
r r r r r r r r 

 وٝ ىٍ آٖ: 

 

   

3 2
1 2 3 1 2 1 3

3 2
1 2 3 1

 .  .  .

                        . .

n n n

n n

r r

q q q

q q

  
    

  

 
   
 

r r r r r r r

r r
r r r r

 

 ثٙبثَايٗ: 

     1 2 3
2 3 3 1 1 2. . . .

n n n n

g

q q q q

   
     

   

r r r
r r r r r r 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثب ثبُ٘ٛيٖي آٖ ثٝ

     

     

1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 2 3 1 3 1 2

2 2 3

1 2 3

. . .

        . . .

        

        .

n n nn

i i i

n i n i n i

n n n

i

in

g

q

g g g

g


     



      

   

 

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r 

 ثٙبثَايٗ: 

1
.i

in n

g

qg


 


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 ٘ٛٙز:ٍٝٛر ُيَ ( ٍا ث31ٝ-4سٛاٖ)وٝ ٕٞبٖ سٮَيف ٍٔٛى ٘يبُ إز ٚ ثب آٖ ٔي

(4-32  )                    1
 . .i

i
g f

qg


 


f 

ىا٘يٓ وٝ ٣َٙ سَاوٓ ٘بدٌيَي ٔبي٬ ىٍ ٭ّٓ ٞييٍٚٔىب٘يه ثٝ ٍٝٛر ُيَ سٮَيف  ٔي

 ٙٛى: ٔي

 . 0 v 
 سٛاٖ ٘ٛٙز:ثٝ ٥ٍٛي وٝ سلز َٙاي٤ وّي ٔي، َٕ٭ز َٞ ٘م٦ٝ ٔبىي إز vوٝ 

 1
0.i

i
gv

qg





 

. لبٖ٘ٛ ؿٕٚٝ ٔغٙب٥يٖي ىٍ ٘٪َيٝ اِىشَٚٔغٙب٥يٖي اُ 0 B  ٍديَٚي ٔي وٙي وٝ ى

وٙي. ثٝ ٥ٍٛ وّي اٌَ ٔيياٖ ثَىاٍي إز وٝ ثَ ؿٍبِي ٙبٍ ٔغٙب٥يٖي ىلاِز ٔي Bآٖ 

 . 0 f ،ٔيياٖ ثَىٍايf ىا٘ييٙٛى. ٕٞبٖ ٌٛ٘ٝ وٝ ٔي ٘بٔييٜ ٔي ٕيٓ ِِٛٝ اي

 .  fٙٛى:ىٍ ؿٟبٍؿٛة ىوبٍسي ثب ٭جبٍر ٙٙبهشٝ ٙيٜ ُيَ ثيبٖ ٔي 

 . .
yx z

ff f

x y z

 
   

  
f 

 . ( ٭جبٍسي ثَاي32-4ثب إشفبىٜ اُ ) .99-6توزيي  f ر وَٚي ٚ ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞب

 ىٕز آٍٚيي؟اي ثٝإشٛا٘ٝ

سٛاٖ ثٝ ٍٝٛر ُيَ ٔلبٕجٝ وَى. ثب ٍاث٦ٝ ُيَ ٫َٚٙ ٍا ٔي Aؿَه٘ ٔيياٖ سبٍٖ٘ٛ 

 وٙيٓ:ٔي

 

          

          

          .

k

k

k i j

k ij

kin j

n k ij

ijkin j s s

n ki kj isk

q

a

a

a
a

q






  



  

 

 
   

 

A r A

r r r

r r

r r

 

 ٕذٔ ثب إشفبىٜ اُ: 
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0,          ,
s

kin s j s

ki kj k

r
r

q



    


 

 هٛاٞيٓ ىاٙز:

 
s

ijkin j

n isk k

a
a

q q


 
   

  

r
A r r 

 ٚ ثٙبثَايٗ: 

  .kin i

n ijk
a

q



 


A r r 

 ٘ٛيٖيٓ:ٔي Aثَاي ٔلبٕجٝ ٚاٌَايي )ىايٍٛ ّا٘ٔ( ٔيياٖ سبٍٖ٘ٛ 

.  .

         .

         

         . 

k

k

k ij

i j k

ij

j i

ij
i sj i is

j is isi

q

a

a

a
a a

q


 



 

 

 
   

 

A r A

r r r

r

r

 

 أب:
 

 j s
j is iq


 



r
r 

 ثٙبثَايٗ ىاٍيٓ: 

 

  1
 . 

 1
         .

ij
sj iss

j ji s i

ij ij

j ji i

ga
a a

q q qg

g
a a

q qg

 
   

  


 
 

r
A r r

r r

 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيىٍ ٟ٘بيز ثٝ

(4-33)                          1
 . .ij

ji
g a

qg


 


A r 
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ٙٛ٘ي. سبث٬ ٘بٔٮّْٛ  ثيٚشَ ٖٔبيُ ٍيب١ي فيِيه ثٝ ٔٮبىِٝ لادلآ يب دٛإٖٛ سجييُ ٔي

ٍٝٛر سبث٬ ٭يىي )ٕٞب٘ٙي اِىشَٚٔغٙب٥ئ( يب سبث٬ ثَىاٍي سٛا٘ي ثٝ ىٍ ايٗ ٔٮبىلار ٔي

ػبيي ٞب ٘يِ اُ ٭ٍَّٕ لادلآ ٚ ىيٍَ ٭ّٕيبر ثبٙي. ٔٮبىلار ٘٪َيٝ ه٦ي وٖٚب٘ي ػبثٝ

ٙٛى. ىٍ ؿبٍؿٛة ٞبي ىوبٍسي ٘ٛٙشٗ سٚىيُ ٔي، ٍٝٛر ٭ٍَّٕ ٘بثلا ٖٞشٙيوٝ ثٝ

ٞبي ٔشٙب٩َ ٕبىٜ إز. ثَاي كُ ٖٔبيُ ٔشٙب٩َ ثب إشفبىٜ اُ ٔوشٞبر ٔٙلٙي ٭جبٍر

سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ  اِو٤ ٘يبُ ثٝ دييا وَىٖ فَِٔٛي ثَاي ٕ٘بي٘ آٟ٘ب ىاٍيٓ. ثب فَِٔٛي وٝ ثٝ

 ٫َٚٙ ٔي وٙيٓ. ىاٍيٓ:، َٔسج٤ إز f.ىْٚ 

 ,i j i k j

iji j i j k

f f

q q q q q

       
      

       
f r r r r 

 ثٙبثَايٗ: 

(4-34  )                 
2

.i j k

iji i k

f f
f

q q q

  
   

   
r r 

 ثيٙيٓ وٝ: اُ ايٙؼب ٔي

(4-35)                               
T

f f  

( ١َيت وَيٖشٛفُ ٚ ثميٝ ٭جبٍر ىٍ ٕٕز ٍإز i ٚjوٝ ثٝ هب٥َ ٔشمبٍٖ ثٛىٖ ) ىٍ

اي ثيٗ ثَىاٍٞب ١َة ٘م٦ٝاُ ٭ّٕيبر كبُٝ 4ٍٝٛي( آٙىبٍ إز. ا١بفٝ وَىٖ 4-34)

2ىٞي سب ٭جبٍسي ثَاي ٔٮبىِٝ لادلإي  ( ثٝ ٔب اػبُٜ ٔي4-34)  . f f   ٝىٕز ث

 آٍٚيٓ:

(4-36    )
2 2

2  . .i j k ij k

ij iji i k i i k

f f f f
f g

q q q q q q

      
       

        
r r 

2ثٙبثَايٗ ٔٮبىِٝ لادلآ  0f  ٙٛى: ثب ٔوشٞبر وّي ُيَ ٩بَٞ ٔي 

                                                                                                                                        
4ab

.a bA
. j i j

ia r r. ..j i j i

i ia ar r

AA
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2

0.ij k

iji i k

f f
g

q q q

  
  

   
 

 ٍٝٛر ُيَ إز: ( ث36ٝ-4)، ىٍ ؿبٍؿٛة ىوبٍسي
2 2 2

2

2 2 2
,

f f f
f

x y z

  
   

  
 

 اي ثٝ سَسيت ٭جبٍر إز اُ:ٛا٘ٝأب ىٍ ؿبٍؿٛة وَٚي ٚ إش
2 2

2

2 2 2

2
2 2

2 2 2 2 2

1 1
,

1 1 1
sin ,

 sin  sin

f f f
f

z

f f f
f r

r r r r r


    


    

    
    

    

       
      

       

 

( 34-4٘ٚبٖ ىٞيي ا١بفٝ وَىٖ ٍٝٛي ٭ّٕيبر ١َة ٔشمب٬٥ ثَىاٍٞبي ) .91-6توزيي 

 ٙٛى: ثٝ ايؼبى سٮَيف ٔفيي ُيَ ٔٙؼَ ٔي

0,f  
 ٝبىق إز. fوٝ ثَاي َٞ ٔيياٖ إىبَِ 

، ٞٓ ٍٚىا ٚ ٔفيي إز fاُ آ٘ؼبيي وٝ ٔمياٍ ٔٚشك ٌيَي ثَاي ؿيِٞبيي ٙجيٝ ٭يى 

 سٛاٖ ٘ٛٙز: ٔي

 i j i j i j j i

j i j i ji j i
f f f f f

q q q

  
         

  
r r r r r r r r 

 ( إشفبىٜ وَىيٓ. ٘شيؼٝ ٔشٙب٩َي ثَاي لادلإي ٚػٛى ىاٍى:35-4وٝ ىٍ آهَيٗ ٌبْ اُ )
2  . i j ij j

i j i j jf f g f f        r r 

 وٝ ىٍ آٖ: 

.j ij

i   

لادلإي ثَىاٍ ىٍ وبٍثَىٞبي فيِيىي ٕٞب٘ٙي ٘٪َيٝ ٔيياٖ اِىشَٚٔغٙب٥يٖي ٍٔٛى 

 ٌيَى. ثَاي ايٗ كبِز ىاٍيٓ:إشفبىٜ لَاٍ ٔي

2  .  . . k i j k i j ki j

j i j k i j k ik
f f g f

q


          


f f r r r r r r r 

 ثٙبثَايٗ: 
2 .i i j

i f   f r 
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 ٕٞـٙيٗ: 

 1
. .i j i j

i ji j
g f f

q qg

  
     

   

f r r 

 سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ:  ٔي
2 . .  f f f 

 ّبي هختصبت هتعبهذ دستگبُ 6-9

اي ٚ وَٚي إز. سٕبْ إشٛا٘ٝ، ثيٚشَ ؿبٍؿٛة ٔوشٞبر ٍٔٛى إشفبىٜ ٔٮٕٛلا ىوبٍسي

ٞبي ٔوشٞبر ٔشٮبٔي ُيبى ىيٍَي ٘يِ ٚػٛى ىاٍى. لاُْ آٟ٘ب ٔشٮبٔي ٖٞشٙي. ؿبٍؿٛة

ثٝ ىٚ ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة ثب٭ض ٞب سٮَيف ٙٛى ُيَا سٮبٔي ىٚ إز ٍفشبٍ وّي ايٗ ىٕشٍبٜ

ٙٛى. ٭ّز ىيٍَ ثَاي سٮَيف ٍفشبٍ وّي ايٗ كميمز إز وٝ  ٞب ٔيٕبىٌي ثيٚشَ فََٔٛ

ثٙيي وّي اٍايٝ  ٞبي ٔيياٖ ىاٍاي إٞيز إز. فََٔٛىاٖ٘شٗ ا٘ياُٜ ِٔٛفٝ، ىٍ وبٍثَىٞب

اي ٥َٛ ٙيٜ ىٍ ثبلا ثَاي ايٗ ٔٙ٪ٍٛ وبٍثَىي ٘يٖشٙي؛ يٮٙي ثَىاٍٞبي ؿبٍؿٛة وّي ىاٍ

ثٙبثَايٗ ا٘ياُٜ ػٟز ٖٔٙٛة ثٝ َٞ ثَىاٍ ىٍ ؿبٍؿٛة ٔشٮبٔي ثب ِٔٛفٝ ، يىشبيي ٘يٖشٙي

ٞبي ٔشٮبٔي ثٝ ٥ٍٛ ٞبي فيِيىي َٞ ثَىاٍ ىٍ ؿبٍؿٛةٔشٙب٩َ ثَىاٍ ثَاثَ ٘يٖز. ِٔٛفٝ

 ٙٛى. لَاٍىاىي س٤ٕٛ ١َايت لأٝ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

ٞبر ىٚ ثٝ ىٚ ثَٞٓ ٭ٕٛى ٖٞشٙي ٍا ٞبيي وٝ ثَىاٍٞبي ٔوشؿبٍؿٛة، ىٍ ايٗ ثو٘       

 ٌيَيٓ:ىٍ ٘٪َ ٔي
 . 0,          .i j i j r r 

 ٭جبٍسٙي اُ: iH ١َايت لأٝ

   
2

 .        1,2,3 .i ii i iH g i r r 

إز. ؿبٍؿٛة ٔوشٞبر ىٍ َٞ  ir ٥َٛ ثَىاٍ ؿبٍؿٛة iH سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ
1 2 3 ( , , )q q q ٝثَىاٍٞبي ، ٞبي ٔشمبثُٔشٮبٔي إز. ىٍ ؿبٍؿٛة ٔشٮبٔي ثب إشفبىٜ اُ دبي

 ir  ثٝ وٕه ir َٓٞٛٞبي آٟ٘ب ثَاثَ يه إز. ثٙبثَايٗ: ػٟز ٙيٜ ٚ كبُٝ ١َة ٥ 

   
2

          1,2,3 .i i iH i r r 
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اوٖٙٛ ؿبٍؿٛثي ٍا وٝ ثَىاٍٞبي ٞٓ ػٟز ٙيٜ آٖ ثب ثَىاٍٞبي دبيٝ وٝ ٥َٛ يىٖب٘ي 

 وٙيٓ:سٮَيف ٔي، ىاٍ٘ي

         1,2,3 .î i iH i r r 

ىٞٙي وٝ ٍٞٙبْ كَوز ٔجيا دبيٝ ٞبي ىوبٍسي ٍا سٚىيُ ٔي irثَىاٍ ، دٔ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ

وٙي. ٚلشي ثَىاٍٞب ثَ إبٓ ايٗ ؿبٍؿٛة ىٍٚاٖ ٔي، ؿبٍؿٛة اُ يه ٘م٦ٝ ثٝ ٘م٦ٝ ىيٍَ

ٌيَي اٍايٝ ٌَى٘ي. ايٟٙب اُ ٘٪َ ٞبي اّٝي ٔٚشكٙٛ٘ي ثبيي سٕبْ فََٔٛدبيٝ ٞب ىاىٜ ٔي

ٞبي سمبٍٖ ىٍ آٟ٘ب ٘بىييٜ ٍٕٙي ُيَا ثٖيبٍي اُ ٚيٌْيسئٍٛي ػبِت سٛػٝ ثٝ ٘٪َ ٕ٘ي

ٍٕي.  ٘٪َ ٔيأب ٍٞٙبْ ٔلبٕجبر ىٍ ٔوشٞبر ٔشٙب٩َ ٚػٛى آٟ٘ب ١ٍَٚي ثٝ ، ٌَفشٝ ٙيٜ

 وٙيٓ: ثب ٕ٘بىٌٌاٍي ُيَ ٫َٚٙ ٔي

 ,                1,2,3 .     ˆ ˆi

i i i i iH H i  r r r r 

 اي: اي ٔلبٕجٝ ٔي وٙيٓ. ىٍ ؿبٍؿٛة إشٛاٍ٘ٝا ىٍ ىٕشٍبٜ وَٚي ٚ إشٛا٘ٝ îrاوٖٙٛ

1 2 31,             ,          1,H H H   
 ىاٍيٓ: 

1

2

3

cos sin ,

cos cos ,

.

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

 

 

 

  



r x y

r x y

r z

 

 ىٍ ؿبٍؿٛة وَٚي: 

1 2 31,             ,          sin ,H H r H r    
 ىاٍيٓ:

1

2

3

sin cos sin sin cos ,

cos cos cos sin  sin ,

sin cos .

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

    

    

 

  

  

  

r x y z

r x y z

r x y

 

 

 



 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                               939

 

 گيزي ثز حست دبيِ ّبي هتعبهذ هطتق

 ٍٝٛر ُيَ سٮَيف وَى:سٛاٖ ثٝٔي ٭ٍَّٕ 

.î

i

iH q


 



r 

ٞبي ايٗ ثو٘ ٌيَى ٚ ثَاي سٕبٔي فََٔٛ٭ُٕ ػ٬ٕ ا٘ؼبْ ٔي i)ىٍ ايٗ فََٔٛ ٍٚي 

ٞبي ثبلا ٚ دبييٗ سٮَيف اٝلاف ٙٛى. ىٍ ايٙؼب لَاٍىاى ػ٬ٕ ٍٚي ٙبهٜوبٍ ٌَفشٝ ٔيثٝ

، ٙٛى ٍٝٛر ١ٛٔٮي سٚىيُ ٔيثٝ îrٔي ٙٛى ُيَا ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي وٝ ؿبٍؿٛة 

هٛاٞيٓ ثَاي ثَىاٍٞبي ٖٞشٙي.( اوٖٙٛ ٔي ٞبي ٔشمبثُ ٚ اّٝي ثَ ٞٓ ٦ٙٔجكدبيٝ

( ٫َٚٙ 18-4ىٕز آٍٚيٓ. ثب فََٔٛ )ٞبي ٔٚشك ٌيَي ٍا ثٝفََٔٛ، ؿبٍؿٛة ػييي

 وٙيٓ: ٔي

   1
 . 

2

   
         .

tj jiit
ij t j i t

j ji
t it t jt i ijj i t

g gg

q q q

H HH
H H H

q q q
  

  
   

   

 
  

  

r r

 

0ijgىٍ ايٙؼب اُ ايٗ اُٝ وٝ   ثَايi j :ٍَإشفبىٜ وَىيٓ. اُ ٥َف ىي 

  .  . 

  
          .  . 

  
          . .

ˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆ
ˆ

ij t i i t tj

i i
i t t i t tj j

i i
t it i t tj j

H H
q

H
H H H

q q

H
H H H

q q






 
 
 

 
 
 

r r r r

r
r r r

r
r

 

 ىٍ ٘شيؼٝ:
  1 1  

 . .
ˆ

ˆ ti i
t jt ijj i t

i t

H H

q H q H q
 

 
 

  

r
r 

 ثٙبثَايٗ:
3

1

  1 1  
. 

ˆ
ˆti i

jt ij tj i t
t i t

H H

q H q H q
 



  
  

   


r
r 
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ٙٛ٘ي.( ثب ثيبٖ ٔي irٔٚبثٝٞبي ثَىاٍٞب ىٍ ؿبٍؿٛة )سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ِٔٛفٝ

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيإشفبىٜ اُ آٖ ثٝ

 
3

, 1

 
. 

ˆ
ˆ ˆi

i ij
i j j

f
H q


 




r
r r 

 ٍٝٛر ُيَ إز:ثٝ fىايٍّٛا٘ٔ ٚ  ؿَه٘ ٔيياٖ ثَىاٍي ، ٌَاىيبٖ

1  1  
ˆ ˆ i i i i i

i j iji j k

i i j k i

f f H f H

H q H H q H H q


   
        

f r r 

 ٚ 

 (4-37)       
 

     2 3 1 3 1 2 1 2 31 2 3

1 2 3

1
 . H H f H H f H H f

H H H q q q

   
    

   
f 

(4-38          )                   
 1

 .
2

ˆ ˆ
i j

j j j ji i

i j

H f H f
H H q q

   
   

  

r r
f 

ˆػبيي سٛاٖ سبٍٖ٘ٛي ثب وٚ٘ وٛؿه ٍا ثَاي ثَىاٍ ػبثٝثٝ وٕه ٌَاىيبٖ ٔي ,i iu u r   

       ٘ٛٙز:، وٝ ٭َٙٞ اّٝي وٖٚب٘ي ه٦ي إز

 
1

2

T   u u 

(4-39 )           1 1 1

2
ˆ ˆ ji i i

i j i j i

i i i j

uu u H

H q H q H H q

  
  

  
r r 

2 .
j j jt

iji t

i j i j

u H Hu

H H q H H q


 
    

 

 ثَاثَ إز ثب:  fلادلإي ٔيياٖ ٭يىي

2 2 3

1 1

1 2 3 1

1  H H f
f

H H H q H q

   
   

   
 

(4-40 )         

 

3 1 1 2

2 2 3 3

2 3

  
.

H H f H H f

q H q q H q

      
     
      

 

ٍٝٛر ُيَ ( ث37ٝ-4اي )ىٍ ىٕشٍبٜ ٞبي ٔوشٞبر وَٚي ٚ إشٛا٘ٝ، ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔظبَ

 ٙٛى:سجييُ ٔي
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 
1 1

 . z

z

f f
f




   

 
   

  
f 

 ٚ 

   2

2

1 1 1
 . sin ,

sin sin
r

f
r f f

r r r r




   

 
   

  
f 

 ٙٛى: ٍٝٛر ُيَ ٔي( ث38ٝ-4ىٍ كبِي وٝ )

 1 1ˆˆ ˆz z

z z

ff f ff f   


 
     

       
                      

f z 

  ٚ 

 
1

  sin
sin

( )1ˆ          sin
sin

( )1ˆ          .

ˆ

r

r

f
f

r

rff

r r

rf f

r r









  

 
 




 
    

  

 
  

  

  
  

  

f r

 

 آٔيٜ إز. 8-4اي ىٍ ثو٘ ( ىٍ ٔوشٞبر وَٚي ٚ إشٛا40ٝ٘-4ٞبي هبٛ )كبِز

 ّبي اًتگزالثزخي فزهَل 6-91

فَٟ وٙيي  1 2 3, ,f x x x  ٝ1اي اُ ٔوشٞبر ىوبٍسي سبث٬ ديٕٛش 2 3, ,x x x ٓىٍ كؼ

1ثبٙي. فَٟ وٙيي  Vثٝ ٞٓ ديٕٛشٝ  2 3, ,q q q  ٓٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ ىٍ ٕٞبٖ كؼ

ثٝ ، دٌيَ ثبٙيٍٝٛر ديٕٛشٝ ٔٚشكوبٍسي ثٝإز وٝ ثب سٙب٩َ يه ثٝ يه ثب ٔوشٞبر ى

ٍٝٛر ٥ٍٛي وٝ ثٮي اُ سجييُ ٔوشٞبر سبث٬ ثٝ 1 2 3, ,f q q q  .لبثُ ٘ٛٙشٗ إز

 سجييُ ٭جبٍسٖز اُ:

   1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3, ,  , , , , , ,
v v
f x x x dx dx dx f q q q Jdq dq dq  

 وٝ:
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1

j

x
J g

q


 


 

 ٙٛى.ّاوٛثي ٘بٔييٜ ٔي

ٞبي ّاوٛثي سجييُ اُ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثٝ ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ىسَٔيٙبٖ .99-6توزيي 

 ٭جبٍسٙي اُ:اي ثٝ سَسيت ٔوشٞبر وَٚي ٚ إشٛا٘ٝ

 

 

 

 
2

, , , ,
,       sin .

, , , ,

x y z x y z
r

z r
 

   

 
 

 
 

ىٕز آٔيٜ ثَاثَ ٖٞشٙي ثبىٚ ٔوشٞٝ سجييُ ثٝ .99-6توزيي  i i jx x q  ٚ

 .i i jq q q  ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ىسَٔيٙبٖ ّاوٛثي سجييُ سَويجي . i i jx x q 

 ثَاثَ إز ثب:

 
 

 
 

 
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

, , , , , ,
.

, , , , , ,

x x x x x x q q q

q q q q q q q q q

  


  
 

ٞبيا٘شٍَاَ ػِء ثٝ ػِء ثَاي سبث٬ 1 2 3, ,f x x x  ٚ 1 2 3, ,g x x x  ٓوٝ ىٍ كؼ

إشٌََٚاىٍٕي  -ٔٚشك دٌيَ ٖٞشٙي ثب فََٔٛ ٔٮَٚف ٌبٚٓ Sثب وَاٖ ٕٞٛاٍ  Vٔٮيٗ

 ٙٛى: يبٖ ٔيث

1 2 3 1 2 3  ,k
v v S

k k

f g
g d x dx dx f d x dx dx fgn dS

x x

 
  

    

 Sاُ nثٌٍِي ثَىاٍ ٭ٕٛى ثٝ ٕٕز ثيَٖٚ  S  ٚknىيفَاٖ٘يُ ػِء ٦ٕق  dSىٍ ايٙؼب 

1gإز. ىٍ كبِز هبٛ وٝ kiٍٚي ٔلٍٛ   :ٓىاٍي 

(4-41                  )1 2 3 ,k
v S

k

f
g d x dx dx fgn dS

x




  

٥ٍٛ ٞبي ٙبُٔ ٭ٍَّٕ ٘بثلا ٍا وٝ ثٝسٛاٖ ثَهي فََٔٛ( ٔي41-4اوٖٙٛ ثب إشفبىٜ اُ )

ٞب ٭ّي ٍغٓ ايٗ كميمز وٝ ىٕز آٍٚى. ايٗ فََٔٛثٝ، ٌيَىٔي ٔشٙبٚة ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ

ىٍ ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ ٘يِ ، ٙٛى سجييلار ٚا٦ٕٝ وٝ ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي ا٘ؼبْ ٔي

ٙٛ٘ي. ثب ا٘شٍَاَ  ُيَا ٘شبيغ ٟ٘بيي ثٝ ٙىُ ثيٖٚ ٔوشٞٝ ٘ٛٙشٝ ٔي لبثُ إشفبىٜ ٖٞشٙي 

f وٙيٓ:٫َٚٙ ٔي 
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1 2 3 .k k k
v v s s

k

f
fdv d x dx dx fgn dS f S

x
d


   

   i i n 

 ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي: fسبث٬ ثَىاٍي اوٖٙٛ فََٔٛ ٔٚبثٟي ٍا ثَاي 

1 2 3    

                 

                

                .

t
k t

V V
k

k t k t
s

k k t t
S

S

f
dV dx dx dx

x

n f dS

n f dS

dS


 









 







f i i

i i

i i

nf

 

اُ ايٗ فََٔٛ ،  ٍٝٛر ثيٖٚ ٔوشٞٝ ٘ٛٙشٝ ٙيٜاُ آ٘ؼبيي وٝ ٕٕز ؿخ ٚ ٍإز ثٝ

1سٛاٖ ثَاي َٞ ؿبٍؿٛة ٔوشٞبسي ٔي 2 3dV gdq dq dq إشفبىٜ وَى. ايٗ فَِٔٛي

ىٕز آٍٚىٖ آٖ ىاٍيٓ:إز؛ ثَاي ثٝ fثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ 
 

 

1 2 3    

                .  

                 . 

                 .

t
k t

V V
k

k t k t
s

k k t t
S

S

f
dV dx dx dx

x

n f dS

n i f dS

dS


 









 







f i i

i i

i i

nf

 

 ىٕز آٍٚى:سٛاٖ ثٝثب ٍٚٗ ٔٚبثٝ ٔي

.
V S

dV dS   f n f 

 ٙٛى وٝ:ىييٜ ٔيثٝ إٓب٘ي 

  .
TT

V S S
dV dS dS    f nf fn 

ٞبي ُيَ ٍا ثَاي ٔيياٖ ( ف41ََٛٔ-4سٛا٘ي ثب إشفبىٜ اُ )هٛا٘ٙيٜ ثٝ ٕٞيٗ ٍٚٗ ٔي

 ىٕز آٍٚى:ثٝ Aسبٍٖ٘ٛ

,
V S

dV dS  A nA 

 .  . ,
V S

dV dS  A n A 
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 ٚ 

    
V S

dV dS    A n A 

ٙٛيٓ وٝ ٙىُ ثيٖٚ ٔوشٞٝ ٘ٛٙز. يبى آٍٚ ٔيسٛاٖ فََٔٛ إشٛؤ ٍا ثٝىٍ دبيبٖ ٔي

اي اُ ٔيَ َُٔي ٍا ثٝ سبث٬ ىٍٚا٘ي آٖ ٍٚي ل٦ٮٝ Sٍٚي ٦ٕق ثٖشٝ  fايٗ سبث٬ ثَىاٍي

 وٙي: َٔسج٤ ٔي ٕٞٛاٍ

  .  . .
S

d dS


  f r n f 

 ٙٛى: ٫ٛ٘ ىْٚ ثٝ ىٚ فََٔٛ ُيَ سجييُ ٔي Aايٗ فََٔٛ ثَاي سبٍٖ٘ٛ 

  .  . 
S

d dS


  r A n A 

 ٚ 

   .  . .T

S
d dS


  A r n A 

وٙيٓ. ثبيي سٛػٝ ىاٙز وٝ فََٔٛ إشٛؤ ٞب ٍا ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ٔياطجبر ايٗ فََٔٛ

ٍى؛ فََٔٛ ثَاي ٦ٕق ؿٙي سىٝ يب ىٚ سىٝ وبٍثَى ىا، ٦ٕق ثٖشٝ إز Sسٟٙب ُٔب٘ي وٝ

 ثبيي س٤ٕٛ ٔمبىيَ طبثز ٔشٙبٚة اٝلاف ٙٛى.

 هسبيل 6-99

,، ٔيياٖ ثَىاٍي uٞب ىٍ ايٗ ىٕشٝ سَٕيٗ ,f g h ٞبي يىٙٛاهزسبث٬ ،, ,a b c  طبثز

ثَىاٍ يىٝ هبٍػي  n، ثَىاٍ ٔىبٖ َٞ ٘م٦ٝ ٔبىي r، سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ A، ٞبي ىِوٛاٜ

 ٙٛى.٭ٕٛى ثَ َُٔ ػٖٓ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

سبث٬  6-9 f f r  2ٍا ثب  . r  r r ٞبي ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. وٕيزf  ٚ2f  ٍا

 ثيبثيي.

,ٞبيوٕيز 6-9 ,a b c ٜطبثز ىِوٛا ،,f g ٞبي ىِوٛاٜ ٚسبث٬u  ٍٔيياٖ ثَىاٍي ٍا ى

u  ٚ . ٘٪َ ثٍيَيي.  u  ٍا ثَايu.ٞبي ُيَ ثيبثيي 

1 )اِف( 1 2 2 3 3ax bx cx  u i i i؛ 

1 )ة( 1axu i؛ 

au )ح( r؛ 
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)ر(   rf ru e فَٟ ٔوشٞبر ل٦جي(؛ )ثب 

)ص(  f r u e ثب فَٟ ٔوشٞبر ل٦جي(؛( 

 )ع(  zf ru e ٝ٘اي(؛)ثب فَٟ ٔوشٞبر إشٛا 

 )ؽ(  rf ru e ثب فَٟ ٔوشٞبر وَٚي(؛( 

 )ف( u r ، طبثز؛ 

 )م(   zf g   u e e ٝ٘اي(؛)ثب فَٟ ٔوشٞبر إشٛا 

 )ى(   zf z g  u e e ٝ٘اي(؛)ثب فَٟ ٔوشٞبر إشٛا 

)ً(  . u A r ،A .طبثز 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: 6-3

 )اِف(    .  .  .  . ..T    A f A f A f؛ 

 )ة(    .  .  .  . ..T    A B A B A B؛ 

 )ح(    .  .  .     A r A r ٌَاA :سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ثبٙيTA A؛ 

)ر(     . 2          E r r؛ 

)ص(            .        A A A؛ 

 )ع(         .  . 2       f r r f r f f؛ 

 )ؽ( tr  2  .         E؛ 

 )ف(    .  . 
T     

 
f f E  ؛0

 )م(  . 0f g   ؛ 

 )ى(      
T

    A ٌَسبٍٖ٘ٛٔشمبٍٖ إز اA ٔشمبٍٖ ثبٙي؛ 

)ً(         .  .           ff f f f f f f؛ 

)ٍ(      tr   . ..   ..   T T         A B B A A B ، 

)ُ(
 

    .


  f f. 

 ىٕز آٍٚيي:ٞبي ُيَ ٍا ثٝ٭جبٍر 6-6

 )اِف(  .  Er؛ 



 939           ّبي تبًسَري                                                            : هيذاى 6فصل 

 

 )ة(     
T

       r A r ، ٌَاTA A طبثز؛ 

 )ح(  .  A r ، ٌَاA طبثز؛ 

)ر(   .  fE؛ 

)ص(   .  rE؛ 

 )ع(  .  rr. 

,فَٟ وٙيي وٝ  6-9  ,f g h 2ٞبي يىٙٛاهز ىِوٛاٜ ٖٞشٙي ٚ سبث٬  . r  r r .

 ثيبثيي.، ا٘يٞبي ُيَ ىاىٜ ٙيٍٜا وٝ س٤ٕٛ فََٔٛ Aٚاٌَايي سبٍٖ٘ٛ

 )اِف(     r r z zf r g r h z   e e e e e e e؛ 

 )ة(     r rf r g r g r     A e e e e e e؛ 

 )ح(     r r z zf r g r h r   A e e e e e e؛ 

)ر(      1 1 1 2 2 2 3 3 3f x g x h x  A i i i i i i؛ 

)ص(      2 1 1 3 2 2 1 3 3f x g x h x  A i i i i i i؛ 

 )ع(     r r r zf r g r h r   A e e e e e e؛ 

 )ؽ(     r z r z rf z g z h z  A e e e e e e. 

سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ َٔسجٝ ىْٚ إز وٝ ثٝ ٔوشٞبر ثٖشٍي ىاٍى.  Aفَٟ وٙيي وٝ  6-6

f . وٕيز  A ٝىٕز آٍٚيي. ٭جبٍر ٍا ث  .  A r ٍا ثَكٖتf .ثيبثيي 

 ٙٛى:ٞبي ُيَ ثٝ ٔوشٞبر ىوبٍسي َٔث٣ٛ ٔئوشٞبر إشٛا٘ٝ اي ثي٢ي ثب فََٔٛ 6-7

  

1

2 2

2

3

1 1

,

x a

x a

x z



 



   



 

,1وٝ   1,    ٗدبٍأشَ ٔظجز إز. ثٙبثَاي, ,z   ٝ٘ٔوشٞبر ىٍٚ٘ي إشٛا

ىٕز ٖٞشٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔوشٞبر ىٍٚ٘ي ٔشٮبٔي ثٛىٜ ٚ ١َايت لأٝ آٟ٘ب ٍا ثٝ

 آٍٚيي.

,ٔوشٞبر ٕٟٕٛي  6-8 ,   1ىوبٍسي  ىٍ ف٢ب ثب ٔوشٞبر 2 3, ,x x x  س٤ٕٛ

 ٙٛ٘ي:ٞبي ُيَ ثٝ ٞٓ َٔث٣ٛ ٔيفََٔٛ
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 

1

2

2 2

3

 cos ,

 sin ,

1
,

2

x

x

x

 

 

 





 

 

ٔشٮبٔي إز. ، دبٍأشَ ٔظجز إز. ٘ٚبٖ ىٞيي ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٕٟٕٛي aىٍ ايٙؼب 

 ىٕز آٍٚيي.١َايت لأٝ آٖ ٍا ثٝ

,اي ىٚل٦جي ٔوشٞبر إشٛا٘ٝ 6-9 ,z  1ثب ٔوشٞبر ىوبٍسي 2 3, ,x x x  س٤ٕٛ

 ٙٛ٘ي:ٞبي ُيَ ثٝ ٞٓ َٔث٣ٛ ٔيفََٔٛ

1

2

3

sinh
,

cosh cos

sin
,

cosh cos

,

a
x

a
x

x z



 



 









 

ٔشٮبٔي ، ايدبٍأشَ ٔظجز إز. ٘ٚبٖ ىٞيي ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىٚإشٛا٘ٝ aىٍ ايٙؼب 

 ىٕز آٍٚيي.إز. ١َايت لأٝ آٖ ٍا ثٝ

,ٔوشٞبر ىٚل٦جي  6-91 ,    1ثب ٔوشٞبر ىوبٍسي 2 3, ,x x x ََٛٔٞبي س٤ٕٛ ف

 ُيَ ثٝ ٞٓ َٔث٣ٛ ٖٞشٙي:

1

2

3

sin
cos ,

cosh cos

sin
sin ,

cosh cos

sinh
,

cosh cos

a
x

a
x

a
x




 




 



 










 

0ىٍ ايٙؼب  ,0 2 ,        دبٍأشَ ٔظجز إز. ٘ٚبٖ ىٞيي ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر

 ىٕز آٍٚيي.يت لأٝ آٖ ٍا ثٝٔشٮبٔي إز. ١َا، ىٚل٦جي

,ٔوشٞبر ٔبٍديـي  6-99 ,   ََٛٔٞبي ُيَ ثٝ ٞٓ ثب ٔوشٞبر ىوبٍسي  س٤ٕٛ ف

 َٔث٣ٛ ٖٞشٙي:
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1

2

3

sinh
cos ,

cosh cos

sinh
sin ,

cosh cos

sinh
,

cosh cos

a
x

a
x

a
x




 




 



 










 

0ىٍ ايٙؼب  ,0 2 ,        دبٍأشَ ٔظجز إز. ٘ٚبٖ ىٞيي ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر

 ىٕز آٍٚيي.ٔشٮبٔي إز. ١َايت لأٝ آٖ ٍا ثٝ، ٔبٍديـي

 إشٌََٚاىٕىي ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: -ثب إشفبىٜ اُ ل٢يٝ ٌبٚٓ 6-99

 . ,
S

dS V nr E 

 إز. Sكؼٓ ىأٙٝ ٔلٍٞٛ س٤ٕٛ ٦ٕق Vىٍ ايٙؼب

ٞبي ٔلٍٞٛ إز ثب فََٔٛ Sػٖٓ وٝ س٤ٕٛ ٦ٕق  V٘ٚبٖ ىٞيي وٝ كؼٓ  6-93

 ٙٛى:ُيَ ىاىٜ ٔي

 )اِف(

2 21
 . ,       . ,

6 S
V r dS r   n r r 

 )ة(
1

 . . 
3 S

V dS  n r 

0  . ٔيياٖ ثَىاٍي إز وٝ ٣َٙ  aفَٟ وٙيي وٝ  6-96 a وٙي. ثب ٍا ا١ٍب ٔي

 إشٌََٚاىٕىي ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: -إشفبىٜ اُ فََٔٛ ٌبٚٓ

    . .
S V

f dS f dV  na a 

 ٦ٕق ثٖشٝ إز. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: Sفَٟ وٙيي وٝ  6-99

 .
S

dS  n 0 

 ٍا ٔشمبٍٖ فَٟ وٙيي. سٖبٚي ُيَ ٍا اطجبر وٙيي: Aسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ  6-96

    .   . .
S V

dS dV    r n A r A 

 سٖبٚي ُيَ ٍا اطجبر وٙيي: 6-97
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2  . .
V S

dV dS   A n A 

f . ىٞيٓلَاٍ ٔي Vسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ إز. ىٍ كؼٓ Aفَٟ وٙيي  6-98 A ٚ

. |S n A g ٍٚي ٦ٕقS ٓوٝ كؼV ٜ٭جبٍر ُيَ ٍا ثيبثيي:، ٍا ٔلٍٞٛ وَى 

 .
V

dV A 

 

Aسٖبٚي  6-99     . .rot   n A n A .ٍا اطجبر وٙيي 
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ٔجٙبي فّٖفٝ ِت ولاْ ٞٙيٕٝ ىثيَٕشبٖ ثٝ ٖٔبيُ ىٚ ِٞاٍ ٕبِٝ لجُ وٝ ٞٙيٕٝ ثَ 

يَٜ ٚ ه٤ ٞبي هٛى ٍا ثٝ ىاٙٛى. أب يٛ٘ب٘يبٖ ثبٕشبٖ دَْٚٞ٘ٔث٣ٛ ٔي، ٥جيٮي ثٛى

ٞب ٚ اييٜ ٞبيي ٖٔشميٓ اػِاي الّييٕٚي ٔليٚى ٘ىَى٘ي. إٍٙييٓ ثب ثٝ وبٌٍيَي ٍٚٗ

سٛاٖ٘ز ٥َٛ ٔبٍديؾ ٚ ٖٔبكز ، وٝ ثٮيٞب ُيَثٙبي آ٘بِيِ وٕيز ٞبي ثٖيبٍ وٛؿه ٙي

بي ديـييٜ ىيٍَ ٍا ٔلبٕجٝ وٙي. ىٍ ػجَ ٔمئبسي ثب سٛاث٬ َٔثٮي ٞٚ كؼٓ ثَهي ٙىُ

ٞبي ف٢بيي ٕٞب٘ٙي اُ لجيُ ٕٟٕي ٚ ٌِِٞٛي ٚ ٕٞـٙيٗ ىٍ ٞٙيٕٝ سلّيّي ثب ٙىُ

ٞبي ثٝ وبٍ ٌَفشٝ ٙيٜ ثٝ ىوبٍر ٖٔٙٛة ايٓ. ثٝ ٥ٍٛ وّي ٍٚٗٞب آٙٙب ٙيٌٜٖٛثي٢ي

سج٤ وَىٜ ٚ ثيٚشَ وبٍثَى آٟ٘ب ٍا ٞبي ٔٛػٛى ىٍ ٞٙيٕٝ ٚ ػجَ ٍا ثٝ ٞٓ َٔإز وٝ اييٜ

ٙٛ٘ي. ثبلاهَٜ ىٍ كٖبثبٖ ثٝ اػٖبٔي ٔليٚى وَى وٝ ثب ٔٮبىلار َٔسجٝ ىْٚ سٛٝيف ٔي

ىٞيٓ وٝ اػبُٜ ٔلبٕجٝ ٥َٛ هٓ ٚ غيَٜ ٍا ثٝ دبيٝ فََٔٛ ٞبيي ٍا ٍٔٛى ٦ٔبِٮٝ لَاٍ ٔي

ر ثٝ ٘بْ اي اُ ٍيب١يبٙبهٝ، ىٞي. ىٍ كبَ كب١َ ايٗ ٍٚٗ ٞبي ثٖيبٍ ليٍسٕٙئب ٔي

 ٞٙيٕٝ ىيفَاٖ٘يُ ٍا ثٝ ٚػٛى آٍٚى٘ي. 

ٞب ٍا ثٝ ٥ٍٛ وبٔلا ٥جيٮي ىٕشٝ ٞب ٚ ٙىُىٞي وٝ هٓٞٙيٕٝ ىيفَاٖ٘يُ اػبُٜ ٔي

ثٙيي وٙيٓ. إٞيز ٭ّٕي ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثٝ هٛثي س٤ٕٛ ٖٔبِٝ ثٟيٙٝ ٕبُي سٮميجي وٝ 

اػٖبْ  . اِجشٝ ا5ُسٮيي ٔي ٙٛى، يٍَي ٍا ثٍيَىوٙي ػٖٓ ٔشلَن ىػٖٕي ٕٮي ٔي

ٞبي هبٝي وٝ ثب هٛاٛ آٟ٘ب إشب٘ياٍىي ٕٞب٘ٙي ىايَٜ ٚ ٕٟٕي ٚ غيَٜ ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔظبَ
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وٙيٓ؛ ىٍ ايٗ كبِز اػٖبْ ٞٙيٕٝ دبيٝ ٚ سلّيّي َٞ ىٚ ثٝ إشفبىٜ ٔي، آٙٙب ٖٞشيٓ

 ٙٛ٘ي.  ٭ٙٛاٖ ٞيف اّٝي ىٍ ٞٙيٕٝ ىيفَاٖ٘يُ ٚاٍى ٔي

 ّبّبي هقذهبتي اس ًظزيِ خنٍاقعيت 9-9

اييٜ هٓ ٔوشٞبسي ىٍ ف٢ب ٍا سٮَيف وَىيٓ وٝ ثب كَوز ٘ٛن ثَىاٍ ٙٮب٭ي  4ىٍ فُٞ 

1ٞبي ٚلشي يىي اُ ِٔٛفٝ 2 3, ,q q q سغييَ وٙي ىٍ كبِي وٝ ىٚسبي ىيٍَ طبثز ثبٙٙي ،

، ٌيَيٓ وٝ ٕٞب٘ٙي ثَىاٍ ٙٮب٭ي ٘م٦ٝٙٛى. اوٖٙٛ يه هٓ وّي ٍا ىٍ ٘٪َ ٔيسٛٝيف ٔي

وٙي. ثب ثٝ وبٍ هٓ ىٍ ف٢ب كَوز ٔئجيا ىٍ اثشياي آٖ ٚ ٘م٦ٝ ا٘شٟبي آٖ ىٍ أشياى 

سٛاٖ ٔٛلٮيز ثَىاٍ ٙٮب٭ي ٍا سٛٝيف وَى )ثَاي َٞ هٓ ٔي tٌيَي ثَهي دبٍأشَ

 إز(. دٔ َٞ هٓ ٍا ٔي سٛاٖ ثٝ ٍٝٛر ُيَ سٛٝيف وَى: iqٔوشٞبسي ايٗ ٔمياٍ 

 (5-1)                                       
  tr r  

ٔشٙب٩َ ثب يه  tوٙي. َٞ ٔمياٍ اٍُٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ىٍ أشياى ٔلٍٛ كميمي سغييَ ٔي tوٝ

ثٝ  rٙٛى وٝ ٚاثٖشٍيفَٟ ٔي، ٘م٦ٝ اُ هٓ إز. ٕٞيٚٝ ٍَٔ ػبيي وٝ ليي ٙيٜ ثبٙي

t  ٝثميٍ وبفي ٕٞٛاٍ إز ثٝ ٥ٍٛي و tr ٝىٍ َٞ ٘م٦t  ُْديٕٛشٝ ٚ ػبيي وٝ لا

ثبٙي َٙاي٤ ٔٚبثٟي ثَاي  tr ٟثَىاٍ ثَاي ايٗ ٔٙ٪ٍٛ لاُْ ثَلَاٍ إز. ٔف َْ٘ ْٛ

|(. ىٍ ايٙؼب ايٗ َْ٘ ٍا س٤ٕٛ ٕ٘بىٞبي ٔٮِٕٛي ا٘ياُٜ يه ثَىاٍ ثب §2-7إز ) |r 

وٝ ٕٔبٓ ثَ ه٤ irثَىاٍٞبي ٔوشٞبسي 4ٙٛيٓ وٝ ىٍ فُٞ ىٞيٓ. يبىآٍٚ ٔيٕ٘بي٘ ٔي

 وٝ tٞبي ٔوشٞبسي ثٛى ٍا ٔٮَفي وَىيٓ. اوٖٙٛ ثَىاٍ ٕٔبٓ ثَ َٞ هٓ ىِوٛاٜ ىٍ ٘م٦ٝ 

ثب  tr ( ثَاثَ 1-5وٙيٓ. ٔٚشك ثَىاٍ ٙٮب٭ي ٔشٙب٩َ ثب هٓ )ثَاثَ إز ٍا ٔٮَفي ٔي

 إز ثب:

    .d t t dt r r 

 ٥َٛ َٞ ػِء اُ هٓ ثَاثَ إز ثب:

  ,ds t dt r 

ٚ ٥َٛ َٞ ثو٘ ٔشٙب٩َ ثب  ,t a b :ثَاثَ إز ثب 

  .
b

a
s t dt  r 
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 )اِف( ٥َٛ يه ىٍٚ اُ ٔبٍديؾ ُيَ ٍا ثيبثيي.  .9-9توزيي 

  1 2 3cos sin .t t t t  r i i i 

0z)ة( ٔلي٤ ثي٢ي ُيَ وٝ ىٍ ٝفلٝ    .لَاٍ ىاٍى ٍا ثيبثيي 
2 2

2 2
1.

x y

A B
  

ٞبي وّي ٥َٛ وٕابٖ ىٍ ىٕاشٍبٜ ٞابي ٔوشٞابر     ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ فََٔٛ .9-9توزيي 

 اي ٚ وَٚي ثَاثَ٘ي ثب:إشٛا٘ٝ، لبئٓ
1 2

2 2 2

1 2
2 2 2

2

1 2
2 2 2

2 2 2

,

,

sin .

b

a

b

a

b

a

dx dy dz
s dt

dt dt dt

d d dz
s dt

dt dt dt

dr d d
s r r dt

dt dt dt

 


 


      
        

       

      
        

       

      
        

       







 

اي إز واٝ ىٍ آٖ دابٍأشَ ٔشٙاب٩َ ثاب     ي ثٖيبٍ ٕبىٜدبٍأشَي ٕبُي ٥جيٮي هٓ ٘٪َيٝ

 ٥َٛ هٓ ٔلبٕجٝ ٙيٜ اُ ٘م٦ٝ دبيب٘ي:

 .sr r 

 ثَاثَ إز. ثب ايٗ دبٍأشَٕبُي 

 ds s ds r   ٔد . 1s r 

، ٙٛى٥ٍٛ ٥جيٮي دبٍأشَ ٕبُي ٔيثٙبثَايٗ ٍٞٙبٔي وٝ يه هٓ ثٝ   s s  r  َثَاثا

 ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ دبٍأشَ ٥َٛ يه هٓ إز. sإز. ىٍ ايٗ ثو٘ sٕٔبٓ يىٝ ىٍ ٘م٦ٝ

دابٍأشَ   sٍا ٔؼيىاً ثَكٖت دابٍأشَ ٥جيٮاي ٥اَٛ     1-5ٔبٍديؾ سَٕيٗ  .3-9توزيي 

 ٔلبٕجٝ ٕ٘بييي. s٭ٙٛاٖ سبثٮي إُبُي وٙيي. ٕذٔ ثَىاٍ يىٝ ٕٔبٓ ثَ ٔبٍديؾ ٍا ثٝ

اٌَ دبٍأشَٕبُي ىيٍَي اُ هٓ ٖ٘جز ثٝ دبٍأشَٕبُي ٥جيٮي   s s t   ٝٚػٛى ىاٙاش

آٍ٘بٜ ثَىاٍ ، ثبٙي  d s t dtr   ٝ٘يِ ثَ هٓ ىٍ ٘م٦ا s s t     ٕٔابٓ إاز. ثاَاي

 اي ثَلَاٍ إز:ٔٚشك يه سبث٬ ثَىاٍي لب٭يٜ ُ٘ؼيَٜ
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    

 

 

s s t

d s t d s d s

dt ds dt



r r r

 

اُ يه ه٤  aٍٞٙبٔي وٝ ٔٛلٮيز يه ٘م٦ٝ ، ىا٘يٕٓٞب٦ٍ٘ٛي وٝ اُ ٞٙيٕٝ سلّيّي ٔي

ٝاٍٛر ُياَ ٕ٘ابي٘ ىاىٜ    آٍ٘بٜ ٙىُ دبٍأشَي ه٤ ثٝ، ٍا ثيا٘يٓ bٖٔشميٓ ٚ ػٟز ىاٍ 

 ٙٛى:ٔي

.r  a b 
ايٗ فََٔٛ ٔٮبىِٝ ثَىاٍي ه٤ ٕٔبٓ ثٝ هٓ ىٍ ٘م٦ٝ 0tr ٝىٞي:ىٕز ٔيٍا ث 

   0 0 .t t  r r r 

ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي  , ,x y z :ايٗ ٔٮبىِٝ ثٝ ٙىُ ُيَ إز 

 (5-2)

                        

   

   

   

0 0

0 0

0 0

,

,

,

x x t x t

y y t y t

z z t z t







 

 

  
 وٝ ىٍ ٙىُ غيَ دبٍأشَي ثَاثَ إز ثب:

(5-3  )               
 

 

 

 

 

 
0 0 0

0 0 0

.
x x t y y t z z t

x t y t z t

  
 

  
 

 هٓ ٦ٖٔق .6-9توزيي 

   1 2cos sin ,tt e t t r i i 

4tٍا سٛٝيف وَىٜ ٚ ٔٮبىِٝ ه٤ ٕٔبٓ ثَ ايٗ هٓ ىٍ ٘م٦ٝ   .ٍا ثيبثيي 

 

ٍا ىٍ  -ٚ –ٞبي ٦ٖٔق ٔشٙب٩َ ثب )اِف( ٔٮبىلار ه٤ ٕٔبٓ ثٝ هٓ .9-9توزيي 

اي اُ هٓ ٚ ثَىاٍ ٙٮب٭ي )٫َٚٙ اُ ٔوشٞبر ل٦جي ثيبثيي. )ة( ُاٚيٝ ثيٗ ٕٔبٓ ىٍ ٘م٦ٝ

 ٔجياء( ىٍ ايٗ ٘م٦ٝ ٍا ثيبثيي.

( ٍا ىٍ ٔوشٞبر 3-5( ٚ  )2-5ٔٮبىلار ه٤ ٕٔبٓ ثَ هٓ ٔشٙب٩َ ثب ) .6-9توزيي 

 اي ٚ وَٚي ثٙٛيٖيي.إشٛا٘ٝ
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ىٕز آٍٚىٖ ثَىاٍ ٕٔبٓ ىٍٍٝٛسي أىبٖ دٌيَ إز وٝثٝ سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ

 0t r وٝ ىٍ آٖ 0t. ٘م٦ٝ 0 0t r  ٙٛى.سىيٗ ٘بٔييٜ ٔي 0

ثَاي هٓ ثميٍ وبفي ٕٞٛاٍ  .6-7توزيي  tr r ، ٕٔبٓ ىٍ يه ٘م٦ٝ سىيٗ ٍا

 ثيبثيي. 

 ( ٍا ثيبثيي.2-5ٕٔبٓ ثَ ٕ٘بي٘ ٫ٛ٘ )، سلز َٙاي٤ سَٕيٗ لجُ  .9-8توزيي 

 خويذگي

 ثب ُاٚيٝ َٔوِي  Rٚ ٙٮب٫  sثَاي ػِيي اُ وٕبٖ يه ىايَٜ ٔشٙب٩َ ثب ٥َٛ 

٥sجك  R     ٗ1 هٕييٌيىٍ اٍسجب٣ إز. ثٙبثَايk R :ثَاثَ إز ثب 

.k
s





 

 
 هحبسجِ خويذگي 9-9ضكل 

 

 ٙٛى.:ٍٝٛر كي ُيَ سٮَيف ٔيهٕييٌي يه هٓ ٦ٖٔق ىِوٛاٜ ىٍ يه ٘م٦ٝ ثٝ

0
lim
s

k
s



 





 

سغييَ ُاٚيٝ ٕٔبٓ ىٍ ػِيي اُ هٓ إز. ثَاي هٓ ف٢بيي ثَىاٍ ٕٔبٓ  وٝ ىٍ آٖ 

يىٝ s اي ٍٚي ػِيي اُ هٓ ٔشٙب٩َ ثب وٙي. ٚلشي ٘م٦ٝ٘م٘ ٕٔبٓ ٍا ايفب ٔيs 

وٙي وٝ سَٚيق ٔي 1-5ؿَهي. ٙىُ ٔي ٕٔبٓ ثٝ ا٘ياُٜ ُاٚيٝ ، وٙيكَوز ٔي

   s s s     َثَاث 2sin 2 ٖٛإز. ؿ 
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 

 0

sin 2
lim 1,

2



 





 

 آيي:ٔي ىٕزٍٝٛر ُيَ ثٝهٕييٌي هٓ ف٢بيي ثٝ

(5-4         )                 
   

   

 

0

0

0

lim

   lim

   lim

   .

s

s

s

k
s

s s s

s

s s s

s

s



 

 

 

 






 




 






 



r r

r

 

ٍٝٛسي سٮَيف وَىيٓ وٝ ٔظجز ثبٙي. ثَاي هٓ ٦ٖٔق هٕييٌي ٭ٕياً هٕييٌي ٍا ثٝ

سلية "ثشٛا٘ي ثٖشٍي ثٝ سلية ٔظجز يب ٔٙفي ثبٙي ) –ٙٛى وٝ اي سٮَيف ٔيٌٛ٘ٝ ثٝ

 (."سلية دبييٗ"يب  "ثبلا

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔييه ٔبٍديؾ ثٝ .9-9توزيي 

  1 2 3cos sin .t t t t    r i i i 

٦ٔبِٮٝ ٕ٘ٛىٜ ٚ ٘ٚبٖ ىٞيي    ٚ٭ٙٛاٖ سبثٮي اُ دبٍأشَٞبي  هٕييٌي ٍا ثٝ

0k  ٖ٥0ٍٛي وٝ ٕٞب  ٚ1k  ٖ٥0ٍٛي وٝ ٕٞب .س١ٛيق ىٞيي . 

 ٍجْي هتحزکسِ

2سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيٓ وٝ   . 1    َٞ ثَايs:ٝايٗ ثييٗ ٔٮٙي إز و . 

(5-5     )                            2 2  . 0,
d

s s s
ds
      

ىٍ٘شيؼٝ  s   َث s .٭ٕٛى إز 

ٚا٬١ إز وٝ   .9-9تذكز  s ( ٍِِٚٔبً ثَىاٍ ٕٔبٓ ٘يٖز. ثٙبثَاي5ٗ-5ى ) يه 

ٌِاٍٜ وّي ىاٍيٓ: َٞ ثَىاٍ يىٝ  e s ٘ثَ ٔٚشم e s ٭ٕٛى إز. يٮٙي ،

    . 0.e s e s . 
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 ٙٛى:ثب ٔٮبىِٝ ُيَ سٮَيف ٔي sىٍ ٘م٦ٝ   لبئٓ اّٝي

(5-6              )                           
 

.
s

k
 

r
 

اٌَ هٓ sr r ١ٚٛف  ثٝ، ىٍ يه ٝفلٝ ثبٙي  .ىٍ ٕٞبٖ ٝفلٝ لَاٍ ٔي ٌيَى

وٝ ٙبُٔ يه ٕٔبٓ ثَ هٓ ىٍ ايٗ ٘م٦ٝ ثبٙي ٍا ٝفلٝ  sٝفلٝ ٌٌٍ٘يٜ اُ ٘م٦ٝ 

ٝفلٝ ، ٕٔبٓ ٘بٔيٓ. اُ ثيٗ سٕبٔي ايٗ ٝفلبر ٕٔبٓ ىٍ يه ٘م٦ٝ اُ يه هٓ ٘ب٦ٖٔق

اي اي ٙبُٔ هٓ ٦ٖٔق ٍا ايفب ٔي وٙي. ايٗ ٝفلٝيىشبيي ٚػٛى ىاٍى وٝ ٘م٘ ٝفلٝ

سٛاٖ آَ٘ا ٙٛى ٚ ٔي٘بٔييٜ ٔي ثٕٛبٖ، إز. ايٗ ٝفلٝ   ٚإز وٝ ِٕٞٔبٖ ٙبُٔ 

ىٍ ٘٪َ ٌَفز. يىٝ  sاُ هٓ ىٍ ٘م٦ٝ  "ثيٚشَيٗ ٕٔبٓ ١ٛٔٮي"اي ثب ٭ٙٛاٖ ٝفلٝثٝ

 ٙٛى.س٤ٕٛ ٍاث٦ٝ ُيَ ٔٮَفي ٔي sلبئٓ ثٝ ٝفلٝ ٕٔبٓ ىٍ ٘م٦ٝ 

.    
,ثَىاٍٞبي   ٚ ىٞٙي. ىٍ ايٗ ؿبٍؿٛة ىٍ ٍا سٚىيُ ٔي ٕٝ ٚػٟي )وٙغ( ٔشلَن

سٛاٖ ٕٝ ٝفلٝ ىٚ ثٝ ىٚ ٔشٮبٔي ٖ٘جز ىاى. ٕٞب٦ٍ٘ٛي وٝ لجلا ًوَ َٞ ٘م٦ٝ اُ هٓ ٔي

 ٚ ٝفلٝ  ٝفلٝ لبئٓ  ٚٝفلبر ثٕٛبٖ ٘بْ ىاٍ٘ي. ٝفلٝ    ٚٝفلبر ، ٙي

ٚٜ٘بْ ىاٍى. ٝفلٝ اٝلاف وٙٙي 

 ثَاثَ إز ثب 0sٝفلٝ ثٕٛبٖ ىٍ ٘م٦ٝ  ٔٮبىِٝ 

    0 0 . 0s s r r 

ثَىاٍ ٙٮب٭ي يه ٘م٦ٝ اُ ٝفلٝ ثٕٛبٖ إز. ثَاي دبٍأشَٕبُي وّي هٓ  rوٝ ىٍ آٖ 

 tr r ،ٔٮبىِٝ ٝفلٝ ثٕٛبٖ ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثَاثَ إز ثب 

     
     
     

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0.

x x t y y t z z t

x t y t z t

x t y t z t

  

   

  

 

-. ٕذٔ ٔٮبىِٝ ٝفلٝ اٝلاف9-5ثَاي ٔبٍديؾ  ٦ٔ  ٚّٛة إز  .91-9توزيي 

0tوٙٙيٜ ٍا ىٍ  t .ثيبثيي 

جبٍر ُيَ ثَاي دبٍأشَٕبُي ٍا ثَ كٖت ٭ kسٛاٖ اي ٔيثب ثىبٌٍيَي لب٭يٜ ُ٘ؼيَٜ 

 ىِوٛاٜ هٓ ٕ٘بي٘ ىاى.
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(5-7           )                      
    

  

2

2

3
2

.
t t

k
t




 



r r

r
 

ُيَا وٕيز ىيٍَي ٖٞز وٝ ٔٚوٜ وٙٙيٜ ، ىٞيٕٓ٘بي٘ ٔي 1kاوٖٙٛ هٕييٌي ٍا ثب 

٭ٙٛاٖ ٭يى ٍا ثٝ ٙٮب٫ هٕييٌيسٛا٘يٓ ؿٍٍٛ٘ي اهشلاف هٓ اُ ه٤ ٍإز إز. ٔي

11R k  1ثَ كٖتk .سٮَيف وَى 

 ىٕز آٍٚيي.( ٍا ث7ٝ-5٭جبٍر ) .99-9توزيي 

ثَىاٍ لبئٓ اّٝي ٚ لبئٓ ىْٚ ثٝ ف٢بي هٓ ٚلشي وٝ   .s  0  ث٦ٍٛ يىشب سٮَيف

ٙٛى. فَٟ هٓ ٘بٔييٜ ٔي ٘م٦ٝ ثبٌُٚزٙٛى. َٞ ٘م٦ٝ وٝ ىاٍاي ايٗ ٣َٙ إز  ٕ٘ي

ٞبي ٔب ىٍ ٣َٙ وٙيٓ وٝ هٓٔي  .s  0  َٞ ثَايs وٙي.ٝيق ٔي 

 ّب در صفحِخن

 ٌَفشٝ ٙيٜ ىٍ ايٗ ثو٘ ىٍ يه ٝفلٝ لَاٍ ىاٍ٘ي.ٔٮبىلار ىٍ ٘٪َ 

ىٍ ؿٙيٗ كبِشي ثٝ ٝلاف إز وٝ ىٍ ىٕشٍبٞي ّٕٔٛٓ اُ لجيُ ٔوشٞبر لبئٓ ٚ يب 

ٔوشٞبر ل٦جي ٦ٖٔق وبٍ وَى. ىٍ ىٕشٍبٜ لبئٓ  ,ˆ ˆx y ٝو 

    ,ˆ ˆx t y t r x y 

a,سٛاٖ ىيي وٝ ٥َٛ لٖٕشي اُ هٓ ٔشٙب٩َ ثب ثبُٜ إٓب٘ي ٔيثٝ b  َاُ دبٍأشt  َثَاث

 إز ثب

   
2 2

.
b

a
s x t y t dt         

 ٙٛى.هٕييٌي س٤ٕٛ ٍاث٦ٝ ُيَ ىاىٜ ٔي 

       

    
1 3 2

2 2
.

x t y t x t y t
k

x t y t

   


       

 

ٞبي ٔٮَٚف ُيَ اُ كٖبثبٖ ٔمئبسي ثَاي هٓ ٘بدبٍأشَي ٞب ثب فََٔٛايٗ فََٔٛ

 y f x :ٔشٙب٩َ٘ي 
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 
 

  
2

1 3 2
2

1 ,       

1

b

a

f x
s f x dx k

f x


    

   

 

ٍٝٛر ىٍ ٔوشٞبر ل٦جي وٝ هٓ ثٝ r r  ىاٍيٓ:، ٙٛىثيبٖ ٔي 

   
       

    

2 2

2 2

1 3 2
2 2

2
,     .

b

a

r r r r
s r r d k

r r

   
  

 

                
      



 ىاٍاي ٭لأز ػجَي إز. 1kسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ثَاي َٞ هٓ ل٦جي هٕييٌي 

3y)اِف( ٦ّٔٛة إز ٙٮب٫ هٕييٌي هٓ  .99-9توزيي  x  ٝىٍ ٘م٦ 1 ,1 .

4yلٖٕز )اِف( ٍا ثَاي هٓ  x  ٝىٍ ٘م٦ 0,0 ٝاي ثب سىَاٍ وٙيي. )ة( ٘م٦

2yهٕييٌي ٔبوِيٕبَ اُ ٕٟٕي  ax bx c   .ٍا سٮييٗ وٙيي 

ٌٌٍى. فَٟ وٙيي ٕٞٝ ٕٔبٓ ٞب ثٝ يه هٓ ٕٞٛاٍ اُ يه ٘م٦ٝ ٔي  .93-9توزيي 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ هٓ لٖٕشي اُ يه ه٤ ٍإز إز.

فَٟ وٙيي ٕٞٝ ٕٔبٓ ٞب ثٝ يه هٓ ٕٞٛاٍ ٔٛاُي يه ٝفلٝ ثبٙٙي.  .96-9توزيي 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ هٓ ىٍ يه ٝفلٝ لَاٍ ىاٍى.

فَٟ وٙيي ثَىاٍٞبي لبئٓ اّٝي يه هٓ ٕٞٛاٍ ٔٛاُي يه ٝفلٝ   .99-9توزيي 

ٞبي ىْٚ ثبٙٙي. آيب هٓ ىٍ يه ٝفلٝ ٚال٬ إز؟ ايٗ ٦ّٔت ٍا ثَاي ٚلشي وٝ لبئٓ

 ٝفلٝ ثبٙٙي ٍا ثٍَٕي وٙيي.ٔٛاُي يه 

 تبة يك خن 9-9

ثَ ايٗ ٝفلٝ ٭ٙٛى إز.  ثَىاٍ لبئٓ ىْٚ ، ٍٞٙبٔي وٝ هٕي ىٍ يه ٝفلٝ ٚال٬ ثبٙي

دٔ َ٘م ىٍٚاٖ ايٗ ، ثَ ٝفلٝ ثٕٛبٖ هٓ ىٍ يه ٘م٦ٝ ٭ٕٛى إز ، ٭لاٜٚ ثَ ايٗ

غيَ "ٔٚوٜ وٙٙيٜ ، ٙٛىٌيَي ٔيوٝ س٤ٕٛ َ٘م ؿَه٘ لبئٓ ىْٚ ا٘ياُٜ، ٝفلٝ

غيَ ٦ٖٔق "ايٗ ٔٚوٞٝ اُ ، ثٛىٖ هٓ إز. ثٝ ٙيٜٛ ٔٚبثٝ ثب هٕييٌي هٓ "٦ٖٔق

s٘بٔييٜ ٔي ٙٛى ٚ ثٝ ٍٝٛر كي ٖ٘جز  سبة يب هٕييٌي ىْٚ، "ثٛىٖ   سٮَيف

، يىٝ إز إز. ؿٖٛ  ُاٚيٝ ؿَه٘ ثَىاٍ لبئٓ  ٙٛى وٝ ىٍ ايٙؼب ٔي
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-5هٕييٌي ثَاي هٓ ) ىٕز آٍٚىٖ ٭جبٍرسٛا٘يٓ ىلايُ ٔٚبثٟي ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ىٍ ثٝ ٔي

 ٘ٛيٖيٓ:ىٞيٓ ٚ ٔيٕ٘بي٘ ٔي 2k( ثىبٍ ٍفز ٍا إشفبىٜ وٙيٓ. اوٖٙٛ سبة ٍا ثب 4

2
0

lim .
s

k
s



 





 

 .6ايٗ وٕيز ىاٍاي يه ٭لأز ػجَي إز وٝ ىٍ اىأٝ ثيٚشَ س١ٛيق هٛاٞيٓ ىاى

فَٟ وٙيٓ  .9-9قضيِ  sr r دٌيَ اُ سبثٮي ٕٝ ثب ٔٚشكs  ٝثبٙي. ىٍ َٞ ٘م٦ٝ و

1 0k   ،سبة هٓ ثَاثَ إز ثب 

      
2 2

1

 . 
.

s s s
k

k


 

  r r r
 

1وٝ sىٍ ٘م٦ٝ  احجبت. 0k  ٍٝٝٛر يىشب ثٝ ٭ٙٛاٖ لبئٓ ىْٚ ث ٙٛى. سٮَيف ٔي

سٛا٘يٓ ليٍ ٦ّٔك ؿَه٘ ثَىاٍ لبئٓ ىْٚ ٍا ٍٞٙبٔي وٝ ىٍ ٔي، ثَىاٍ يىٝ إز ؿٖٛ 

وٙي ٕٞب٘ٙي آٖ ؿيِي وٝ ىٍ ٍٔٛى هٕييٌي هٓ كَوز ٔي sأشياى ػِء ٔشٙب٩َ

وٙيٓ. اوٖٙٛسٮَيف ٔي، ٔٮَفي ٙي    2 sin  2s s s      ٗثٙبثَاي .

 ىاٍيٓ:

 

 

   

 

2
0

0

0

lim

2sin 2
     lim

2sin 2

     lim

     .

s

s

s

k
s

s

s s s

s

s







 



 

 

 









 

 






 

كبَ ٔٛاُي ثٛىٖ  s   ٚ وٙيٓ. ٔٚشك َٞ ثَىاٍ يىٍٝا سَٚيق ٔي sx    ثاَ هاٛى

 ثَىاٍ ٭ٕٛى إز:

        0  . 2  . .
d

s s s s
ds

  x x x x 

                                                                                                                                        

s
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ثٙبثَايٗ  s   َث s ٔ٭ٕٛى إز ٚ ٌِا ٔٛاُي ٝفلٝ ثٕٛبٖ إز. د 

(5-8)                    s s s s s s s s s                   

وٝ ىٍ ايٙؼب اُ ايٗ كميمز وٝ  s   ثب s  ٔٛاُي إز إشفبىٜ ٙيٜ إز. ثب

( هٛاٞيٓ ىاٙز وٝ 8-5سٛػٝ ثٝ ) s   َث s ثٙبثَايٗ هبٝيز ، ٭ٕٛى إز

ٙٛى. ؿٖٛ ٦ّٔٛة طبثز ٔي  1s  ، ٓىاٍي      . s s s    ٌِا ٚ 

   2  . .k s s  

1kثب ثىبٌٍيَي ايٗ كميمز وٝ   r ،:ٓىاٍي 

 2

1 1 1 1,         = .k k k k       r r r r 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

 
 

2 2

1

.
. .k

k
  


  

  r r r
 

 وٙيٓ:ايٓ. اوٖٙٛ سٮَيف ٔيىٍ ايٙؼب اُ هبٝيز ١َة ٔوش٤ّ إشفبىٜ وَىٜ

 
2 2

1

.
.k

k


 

  r r r
 

، ثـَهي ثٝ  اُ  ٙٛى: اٌَ ثَىاٍ لبئٓ ىٍْٚٝٛر ُيَ ٔٮَفي ٔيلب٭يٜ ٭لأز ثٝ

اي ىٍ ٌٛ٘ٝثٝ 2kىٍ غيَايٍٙٞٛر ٭لأز ٔٙفي إز. ٭لأز ، آٍ٘بٜ ٭لأز ٔظجز إز

 ٙٛى وٝ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

(5-9          )                                2 .k   

 ايٗ اطجبر ٍا وبُٔ ٔي وٙي.

ي آٍ٘بٜ ٔلبٕجٝ، ٙٛيٓ وٝ اٌَ دبٍأشَٕبُي ىيٍَي ثَاي هٓ ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓٔشٌوَ ٔي

 وٙي:اي ايؼبة ٔياي اُ لب٭يٜ ُ٘ؼيَٜٕبىٜ

(5-10          )               
      

    
2 2

. 
.

t t t
k

t t


 



  

 

r r r

r r
 

ٌفشٝ ٙي وٝ ٔمياٍ سبة ىلاِز وٙٙيٜ ٔيِاٖ سٕبيِ هٓ ثب هٓ ٦ٖٔق إز. اوٖٙٛ ايٗ 

٦ٔ2ّت ٍا ثيٚشَ َٙف ٔي ىٞيٓ. فَٟ وٙيٓ  0k   َٞ ثَايsىٞيٓ وٝ . ٘ٚبٖ ٔي
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هٓ ىٍ يه ٝفلٝ ٚال٬ إز. ىٍ كميمز    20  . k s s   ، ٌِا

  0s    ٖٛؿ( ٗثٙبثَاي ٚ )ثَىاٍ يىٝ إز 0 s   ٓطبثز. ثَىاٍ ٕٔب 

ٌِا ، ٭ٕٛى إز 0ثَ      0

0  . 0.s s  r r َىٕز ٌيَي ثٝٚ ثٙبثَايٗ ثب ا٘شٍَا

آٍٚيٓ ٔي 0 00  .  . s    r ايٗ ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ هٓ ىٍ يه ٝفلٝ ٚال٬ .

 إز.

2، (9-5ثٝ وٕه ) .k d d s ٗ2. ثٙبثَاي 0lim sk s    أب ىٍ كي ٚ

 eَاثَ ُاٚيٝ ىٍٚاٖ ث eاُ ثَىاٍ يىٝ  eسغييَ ، sٞبي وٛؿه َٔسجٝ ىْٚ وٕيز

|وٙي. ثٙبثَايٗ كَوز ٔي sإز ٍٞٙبٔي وٝ ىٍ فبّٝٝ  |  َثٝ ٥ٍٛ سمَيجي ثَاث

ػبثؼب ٔي ٙٛى. ٔيِاٖ  sُاٚيٝ ىٍٚاٖ لبئٓ ىْٚ إز ٍٞٙبٔي وٝ ٘م٦ٝ ىٍ أشياى 

 وٙي.ىٍٚاٖ لبْٚ ىْٚ ٍا ا٘ياُٜ ٌيَي ٔي وٙي ٍٞٙبٔي وٝ ٘م٦ٝ ىٍ أشياى هٓ كَوز ٔي

2ٞيي وٝ يه هٓ ٕٞٛاٍ ٦ٖٔق إز اٌَ ٚ سٟٙب اٌَ ٘ٚبٖ ى .96-9توزيي  0k . 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي .97-9توزيي 

     

     

1 2
2 2 2

1 3 2
2 2 2

y z z y z x x z x y y x
k

x y z

                
 

    
 

 

ٚ 

     
2 2 2 2

x y z

x y z

x y z
k

y z z y z x x z x y y x

  

  

  


               
 

dوٝ ىٍ آٖ دَايٓ ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ dt  .إز 

اٌَ ػٟز سغييَ دبٍأشَ ثَ٭ىٔ ٙٛى  .98-9توزيي   t t   1ثَايk  ٚ2k   ٚ(

 افشي؟ثَاي وٙغ ٔشلَن هٓ( ؿٝ اسفبلي ٔي

 ٔلبٕجٝ وٙيي. 9-5ٍا ثَاي ٔبٍديؾ سَٕيٗ  2k. 99-9توزيي 

 



 999           : هقذهبت ٌّذسِ ديفزاًسيل                                                9فصل 

 

 فزًِ-هعبدلات سزُ 9-3

,ٕٝ سبيي  ,  ايٗ ٦ّٔت ، سٛا٘ي ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔلٍٛٞبي ٔوشٞبر ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛىٔي

ٌَىى. فَ٘ٝ ىٕشٍبٞي اُ ٔٮبىلار ىيفَاٖ٘يُ  ٞب إشفبىٜ ٔيىٍ ٦ٔبِٮٝ ١ٛٔٮي هٓ

ىٚ سب اُ ايٗ ٕٝ ٔٮبىِٝ ٍا ثٝ ٔٮِٕٛي سلز ٕٝ سبيي ىٍ ٍإشبي هٓ ٍا اثيا٫ ٕ٘ٛى. لجلاً 

1ٍٝٛر سٛاٖ ثٝ(. آهَي ٍا ٔي9-5( ٚ )6-5ىٕز آٍٚىٜ ايٓ: ) .k    ٖٛٙ٘ٛٙز. او

آٍٚيٓ. ىاٍيٓ ىٕز ٔيَٕٜ ٍا ثٝ-فََٔٛ ْٕٛ اُ ىٕشٍبٜ فَ٘ٝ    . 

 اُايَٙٚ

 

 2 1

1 2

   

   

   .

k k

k k

  

   

   

 

  

    

   

 

 

 وٙيٓ:َٕٜ ٍا ػ٬ٕ ثٙيي ٔي -اوٖٙٛ ٔٮبىلار فَ٘ٝ  

(5-11)                               
1

1 2

2

,

,

.

k

k k

k

 

  

 

 

   

 

 

ٙٛ٘ي وٝ هٓ ىاٍاي دبٍأشٖبُي وٙيٓ وٝ ايٗ ٔٮبىلار ٍٞٙبٔي ٘ٛٙشٝ ٔيٍٚي ٔييبىآ

ٞبي ٥جيٮي ثٕٛيّٝ دبٍأشَ ٥َٛ ثبٙي. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيٓ وٝ اٌَ هٓ 1k s ٚ 2k s 

( يه ىٕشٍبٜ ه٦ي اُ ٔٮبىلار 11-5ىٕشٍبٜ )، ىاىٜ ٙيٜ ثبٙي s٭ٙٛاٖ سبثٮي اُ ثٝ

ٔؼَٟٛ  9ٔٮبىِٝ ٚ  9ىٕشٍبٜ ثب  يه، ٙٛى. ىٍ ٙىُ ِٔٛفٝ ايىيفَاٖ٘يُ ٔٮِٕٛي ٔي

,سبيي ٔشٮبٔيي طبثز ٍٚي هٓ ىٍ ف٢ب ٚ ٕٝٙٛى. ٘م٦ٝٔي ,    َ٪٘ ٍىٍ ايٗ ٘م٦ٝ ٍا ى

ثٍيَيي. ثٝ وٕه ايٗ ىٕشٍبٜ ٔي سٛاٖ  s ، s  ٚ s  ٍا ث٦ٍٛ يىشب سٮَيف

وَى. ٕٞـٙيٗ ثٝ وٕه ٔٮبىِٝ    s sr  سٛاٖ هٓ ٔي sr r  ٍا ث٦ٍٛ يىشب

سٮَيف وَى. ثٙبثَايٗ  1k s  ٚ 2k s  ٍوٙٙي. كي كَوز ىٍ ف٢ب سٮَيف ٔيهٓ ٍا ى

ايٗ ىِيّي إز وٝ ؿَا ٔٮبىلار ىٚسبيي    1 2,k s k s  ٓٔؼٕٛ٭ٝ ٥جيٮي ٔٮبىلار ه

 ٘بْ ىاٍ٘ي.
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ثٙيي ١ٛٔٮي هٓ ٍا َٙف َٕٜ ثَاي ٍىٜ-اوٖٙٛ ؿٍٍٛ٘ي إشفبىٜ اُ ٔٮبىلار فَ٘ٝ

 ثَيٓ:ٍا ثىبٍ ٔي s,ىٞيٓ. ث٤ٖ سيٍّٛ ٙٮب٫ ثَىاٍي هٓ ىٍ ٘م٦ٝ  ٔي

     
 

 
 

   
2 3

3
0 .

2 6

s s
s s s s s s s s

 
          r r r r r 

1rثٝ وٕه سٮَيف  k  ( ثٝ ىٕز ٔي آٍٚيٓ:11-5بىِٝ ىْٚ اُ )ٚ ٔٮ 

   1 1 1 1 1 1 2 .k k k k k k k              r 

 ٞب ىاٍيٓ:ثب ػبيٌٍاٍي ايٗ

   
   

   
2 3

32

1 1 1 1 2 0 .
2 6

s s
s s s s k k k k k s    

 
          r r 

ىٞي وٝ ىٍ كي َٔسجٝايٗ ٘ٚبٖ ٔي 
2

s ، ٝهٓ ٍٚي ٝفلٝ ثٕٛبٖ ىٍ ٘م٦s  ٍلَا

,سبيي ٕٝ sٌيَى. ىٍ ٘م٦ٝ ٔي ,     ٔوشٞبر ىوبٍسي إز. اوٖٙٛ ايٗ ؿبٍؿٛة ٍا

طبثز ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٚ ٔجياء ٍا ىٍ   0s r ىٞيٓ. ثب سٮَيف لَاٍ ٔي, ,x y z ٝ٭ٙٛاٖ ث

ٞبي ِٔٛفٝ s s r ٜآٍٚيٓ:ىٕز ٔيٕ٘بي٘ سمَيجي هٓ ٍا ثٝ، ىٍ ايٗ ىٕشٍب 

   
     

   

32
31

2 3

31 1

3

31 2

0 ,
6

0 ,
2 6

0 .
6

k s
x s s

k s k s
y s

k k s
z s


    

 
   


   

 

َٕٜ ٔي سٛا٘يٓ َٕ٭ز ٚ ٙشبة يه ٘م٦ٝ  –٭ٙٛاٖ وبٍثَى ىيٍَي اُ ٔٮبىلار فَ٘ٝ ثٝ

دبٍأشَ ٥َٛ ٖٔيَ يه ٘م٦ٝ ثبٙي ٚ فَٟ  sٔشلَن ىٍ ف٢ب ٍا ثيبثيٓ. فَٟ وٙيٓ 

سبيي ٔبٖ ثبٙي. اُ ٕٝىلاِز وٙٙيٜ ُ tوٙيٓ  , ,   َاُ ٖٔي sr r  ٜإشفبى

 هٛاٞيٓ وَى. ٔٛلٮيز ٘م٦ٝ س٤ٕٛ ٔٮبىِٝ ُيَ ىاىٜ ٔي ٙٛى:

  .s tr r 

 َٕ٭ز ٘م٦ٝ ثَاثَ إز ثب

   .
d d ds ds

v s t
dt ds dt dt

  
r

r 
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ds/ثب ٕ٘بي٘  dt  ٝسٛا٘يٓ ثٙٛيٖيٓ ٔي، ٭ٙٛاٖ ًٍٜ ىٍ أشياى ٖٔيَٗثv .

 ٙشبة ثَاثَإز ثب، يبثيٓاوٖٙٛ ٙشبة ٘م٦ٝ ٍا ىٍ ٕٞبٖ ىٕشٍبٜ ٔي

     

 

2

2

2
2

2
  .

d d d ds
s t s t

dt dt dt dt

d s ds d ds d
s t

dt dt ds dt ds



 
  

 
    

 

   

a r v
 

 َٕٜ ىاٍيٓ:-ٔٮبىلار فَ٘ٝ ثب ثىبٌٍيَي

  2

1s t k v  a 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔيهٕييٌي اّٝي ٖٔيَي ىٍ ٔىب٘يه ٭ٕٛٔبً ثٝ 1kوٝ ىٍ آٖ

   2s t     a 

11وٝ ىٍ آٖ  k   ٖٙٮب٫ هٕييٌي هٓ إز. ثٙبثَايٗ ثَىاٍ ٙشبة ىٍ ٝفلٝ ثٕٛب

٘م٦ٝ ىٍ أشياى ٖٔيَ ٚال٬ إز. ثَ ايٗ إبٓ ؿٙييٗ ٍٚٗ ثَاي يبفشٗ ٙشبة ٚػٛى 

 ىاٍى.

3٭جبٍر   .91-9توزيي  3d dsr .ٍا ثَ كٖت وٙغ ٔشلَن ثيبٖ وٙيي 

1ثب سٮَيف ثَىاٍ .99-9توزيي  2k k    ،ٍَٝ٘ا -٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٮبىلار ف َٜٕ

 سٛاٖ ثٝ ٙىُ ُيَ ٘ٛٙز:ٔي

,         ,         .                
 ٙٛى.ٙٙبهشٝ ٔي ثَىاٍ ىاٍثٛؤثٝ ٭ٙٛاٖ  ثَىاٍ 

ٍٝٛر ُيَ وٙي وٝ ثَىاٍ ٔىب٘٘ ثٝاي كَوز ٔيٌٛ٘ٝاي ىٍ ف٢ب ثًٍٜٝ .99-9توزيي 

إز:
 

   1 2 31 cos sin .t t t t   r i i i 

 ٞبي ٕٔبٓ ٚ لبئٓ ٙشبة ٍا ثيبثيي.ِٔٛفٝ

 عٌبصز ًظزيِ سغَح 9-6

ٞب لبثُ ٚ .... ايٗ، إشٛا٘ٝ، ٔو٣َٚ، هٛا٘ٙيٜ ثب ثٖيبٍي اُ ٦ٕٛف إشب٘ياٍى آٙٙبٕز: وَٜ

ٙٛ٘ي. ثَاي ٔظبَ اي سٛٝيف ٔيٍٚئيز ثٛىٜ ٚ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي س٤ٕٛ ٔٮبىلار ٕبىٜ
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وَٜ إز: سٕبْ ٘مب٣ ٔٮبىِٝ يه وَٜ ا٘ٮىبٓ ىٞٙيٜ سٮَيف يه , ,x y z  اُ وَٜ ىاٍاي

اُ َٔوِ  Rاي ثَاثَ فبّٝٝ 0 0 0, ,x y z :ٖٞشٙي 

(5-12)                    
2 2 2 2

0 0 0 .x x y y z z R       

 ٙٛى:س٤ٕٛ ٔٮبىِٝ ُيَ ىاىٜ ٔي zاي ثب ِٔٛي ٔٛاُي ٔلٍٛيه إشٛا٘ٝ ىايَٜ

   
2 2 2

0 0 ,x x y y R    

اي ثب ىٍ ٙٛى. ٔي سٛا٘يٓ ا٘ٛا٫ ىيٍَي اُ ٦ٕٛف إشٛا٩ٝ٘بَٞ ٕ٘ي zاي وٝ ٔشغيٌَٛ٘ٝثٝ

 ىٕز آٍٚيٓ:يه ٔؼٕٛ٭ٝ ف٢بيي ٘مب٣ ٝبىق ىٍ ٔٮبىِٝ ُيَ ٍا ثٝ٘٪َ ٌَفشٗ 

 , 0.f x y  

ٚ ٌٌٍ٘يٜ اُ ٘م٦ٝ  zثب سَٕيٓ ِٔٛيٞبي ٔٛاُي ٔلٍٛ، ٘ياٍى zايٗ ٔٮبىِٝ ثٖشٍي ثٝ 

 , ,0x y اي وّي سَي ٍٕيي. يه ٕٟٕٛي ٔظبِي اُ يه ٦ٕق سٛاٖ ثٝ ٦ٕق إشٛا٘ٝٔي

 سَ إز:ديـييٜ

(5-13   )                2 22 ,z ax bxy cy dx ey f      

,وٝ  , , , ,a b c d e f ا٘ي. ثٖشٝ ثٝ ٔمبىيَ ١َايت ٭يىي, ,a b c  ،سٛا٘ي ٕٟٕٛي ٔي

ٌٖٛ ثبٙي. ايٗ ٭جبٍر ٞٙيٕٝ سلّيّي ثَاي ٍىٜ ثٙيي ٙىُ ٦ٕق ىٍ ٌٖٛ يب ٕٟٕيثي٢ي

ٞبي إشب٘ياٍىي ٞبي ٚاثٖشٝ ثٝ ؿٙيٗ ٦ٕقٙٛى. ٖٔبكز ٚ كؼٓيه ٘م٦ٝ إشفبىٜ ٔي

ٞب ثب إشفبىٜ اُ ثٮ٢ي ٚلز ٌيَي ٚ يبسٛاٖ ثٝ ٕٚيّٝ ا٘شٍَاَ)يب لٖٕشي اُ آٟ٘ب( ٍا ٔي

 ٞبي ٔمئبسي ٔلبٕجٝ ٕ٘ٛى.فََٔٛ

اُ ٘م٦ٝ ٘٪َ ٥جيٮي يه ٦ٕق ؿيِي إز وٝ ثٝ وُ يب لٖٕشي اُ ػٖٓ ف٢بيي ٔليٚى 

سٛا٘ي ثَ إٓبٖ ٘يٖز. يه وٛٙ٘ ٔي "٦ٕق"ثبٙي. ثٝ َٞ كبَ سٮَيف ىليك ٭جبٍر 

ٙٛاٖ سٞٛيَ إبٓ سٛٝيف ١ٛٔٮي ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ لٖٕز ٔمئبسي يه ٦ٕق ثٝ ٭

ديٕٛشٝ ىٍ ف٢ب اُ يه ىيٖه وٛؿه ىٍ ٝفلٝ إشٛاٍ ثبٙي. ٔشبٕفب٘ٝ ؿٙيٗ سٮَيفي 

وٙي. ثَاي إشفبىٜ اُ اثِاٍ ٔٮِٕٛي كٖبثبٖ ٕبهشبٍ ٦ٕٛف ٍٔٛى ٘٪َ ٍا ثٖيبٍ ديـييٜ ٔي

ثبيٖشي اييٜ ٕٞٛاٍي ٦ٕق ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى َٞؿٙي وٝ سٮَيف ىليك اُ ايٗ ٭جبٍر 

ي َْٕٔٛ إز وٝ اُ ٕ٘بىٞبيي إشفبىٜ ٙٛى ٚ يب اٙيبيي ٦ٔبِٮٝ ٘جبٙي )ىٍ ٭ّْٛ ٥جيٮ

 ىا٘يٓ(ا٘ي ٚ ىٍثبٍٜ آٟ٘ب ٔمياٍ وٕي ٔيٙٛى وٝ ثٝ ٥ٍٛ َٝيق ٔٮَفي ٘ٚيٜ
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ثٝ ٭ٙٛاٖ اِٚيٗ ليْ ٔي سٛا٘يٓ يه ٦ٕق ٍا ثٝ ٭ٙٛاٖ ؿيِي ىٍ ف٢ب ٙجيٝ وَى. اٙيبء 

٪َ ٌَفز. ثَاي إشفبىٜ اُ ًوَ ٙيٜ اهيَ ىٍ كبِشي وٝ ١وبٔز ٝفَ ىاٙشٝ ثبٙٙي ٍا ىٍ ٘

ثبيٖشي ٔوشٞبر ٘مب٣ ٦ٕق ٍا س٤ٕٛ سٛاث٬ ٕ٘بي٘ ىاى. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيٓ وٝ ، كٖبثبٖ

، سٛٝيف وَى x  ٚy( ٍا ٔي سٛاٖ ثب ثىبٍثَىٖ يه سبث٬ اُ ىٚ ٔشغيي13َ-5ٌٖٛ )ٕٟٕي

 سٛاٖ وَٜ ٍا ثٝ ىٚ ٘يٓ( غيَ ٕٔىٗ إز(. أب ٔي12-5ىٍٍٝٛسي وٝ ايٗ ٍٔٛى ثَاي وَٜ )

 x  ٚyوَٜ سمٖيٓ ٕ٘ٛى ثٝ ٥ٍٛي وٝ َٞ يه اُ آٟ٘ب ٍا ثشٛاٖ ثب يه سبث٬ ػياٌب٘ٝ اُ

َٞ ؿٙي ٕٔىٗ إز ٘شٛاٖ ، سٛاٖ ثب ٦ٕٛف وّي سَ ا٘ؼبٖ ىاىسٛٝيف وَى. ايٗ وبٍ ٍا ٔي

z ٍا ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔشغييَ ٚاثٖشٝ ثٝ سٕبْ لٖٕز ٞبي ٦ٕق ىاٙشٝ ثبٙيٓ.ىٍ كبِز وّي ،

ٔمبىيَي اُ ىٚسبيي ٔٛلٮيز َٞ ٘م٦ٝ اُ ٦ٕق س٤ٕٛ  ,u v َٞبي ٖٔشمُ وٝ اُ دبٍأش

 سٮييٗ ٔي ٙٛى. َْٕٔٛ إز وٝ اُ ثَىاٍ ٔٛلٮيز، ٕٔىٗ إز ىوبٍسي ثبٙي

 ,u r r 

وٙيٓ. ثَاي يه ػٟز ٔٚوٜ وَىٖ ايٗ ٘م٦ٝ ٖ٘جز ثٝ ٔجياء ٔوشٞبر إشفبىٜ ٔي

 ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ايٗ ٔٮبىِٝ ثَىاٍي ثب ٕٝ ٔٮبىِٝ ُيَ ٔٮبىَ إز:

     , ,      , ,          , ,   x x u v y y u z z u    

ٕبيَ ىٕشٍبٜ ٞبي ٔوشٞبر ٔٮَٕٛ إز. ىٚسبيي أب إشفبىٜ اُ ,u v سٛاٖ ثٝ ٍا ٔي

سٛاٖ ىٍ ٘٪َ ٌَفز ٚ يه لٖٕز اُ ٦ٕق ٍا ٔي u٭ٙٛاٖ ٔوشٞبر ٘مب٣ ىٍ ٝفلٝ 

سٛاٖ ٌفز وٝ ىٍ ايٗ كبِز ٔي، ٭ٙٛاٖ سٞٛيَ اُ ىأٙٝ ىٍ ايٗ ٝفلٝ ىٍ ٘٪َ ٌَفز ثٝ

وٙيٓ. ٕٞٛاٍ  فَٟ ٔيسبث٬ ٍا ثميٍ وبفي ، ٦ٕق ىٚ ثٮيي إز. ٕٞب٘ٙي ثو٘ ٞبي لجُ

هٛاٞيٓ ىيي وٝ إشفبىٜ اُ ٕ٘بىٞبي سبٍٖ٘ٛ ٕبىٜ وٙٙيٜ ثٖيبٍي اُ فََٔٛ ٞب ٚ ٚا١ق 

وٙٙيٜ آٟ٘بٕز. ثٙبثَايٗ ثؼبي ٕ٘بى  ,u v  ُا 1 2,u u  ٘ٔوشٞبر اّٝيثَاي ٕ٘بي 

 .7وٙيٓٝفلٝ إشفبىٜ ٔي

                                                                                                                                        
7 

 



 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                               961

 

ىٍ آٍٚي ٘شبيغ ٟٔٓ ٚ س١ٛيق ؿٍٍٛ٘ي إشفبىٜ اُ آٟ٘ب يىي  اُ اٞياف ايٗ فُٞ ػ٬ٕ

ٞبيي وٝ ىٍ ٔىب٘يه دٕٛشٝ وٖٚبٖ اوٖٙٛ فََٔٛ، وبٍثَى ثٖيبٍي اُ ٭ّْٛ إز. ثٛيْٜ

-ىٞيٓ. ىٍ اثشيا ٘ٚبٖ ٔيإشفبىٜ ٙيٜ ٚ ٘م٘ ثٌٍِي ىٍ ٘٪َيٝ ٦ٕٛف ىاٍى ٍا اٍايٝ ٔي

ٞب ٍٚي يه ٦ٕق وّي ٍا ٔلبٕجٝ وٙيٓ. ايٗ وبٍ ثب ٞب ٚ ُاٚيٝىٞيٓ وٝ ؿٍٛ٘ٝ فبّٝٝ

ٙٛى. ىٍ ايٗ ٍٚٗ يه فَْ ٔشَي ٔٚبثٝ ثب ُ ٦ٕق ا٘ؼبْ ٔئٮَفي اِٚيٗ فَْ إبٕي ا

ف٢بي ٕٝ ثٮيي ٔٮَفي ٔي وٙيٓ. ٕبيَ هٛاٛ ٦ٕق ثب ىاٙشٗ ٔفْٟٛ ٦ٕق لبئٓ سٛٝيف 

ٔي ٙٛى. ٕبهشبٍ يه ٦ٕق ىٍ يه ٘م٦ٝ ثب٭ض ثٍَٕي سغييَار ىٍ آٖ ٘م٦ٝ اُ ػٟبر 

وٙيٓ. ايٗ ىٚ ٍا ٔٮَفي ٔي "ىٚٔيٗ فَْ إبٕي"ٔوشّف إز. ثَاي ٦ٔبِٮٝ ايٗ ٍٔٛى 

وٙي. ٕ٘بىٞبي ىيٍَ ٍا ٘يِ ٦ٔبِٮٝ فَْ إبٕي سٛٝيف ١ٛٔٮي وبّٔي اُ ٦ٕق ٟٔيب ٔي

ثب س٦جيك آ٘بِيِ سبٍٖ٘ٛي ىٚ ثٮيي ٚ ثىبٌٍيَي اثِاٍ ٔٙشغ ثٝ ٦ٔبِٮٝ ٦ٕٛف ثٝ ، وٙيٓٔي

 ىٞيٓ.ٞب دبيبٖ ٔيثٍَٕي

 اٍليي فزم اسبسي

٘مب٣ وٝ ثب طبثز ٍ٘ٝ ىاٙشٗ ىٚ اي اُ ٌفشٝ ٙي وٝ يه ه٤ ٔوشٞبر ىٍ ف٢ب ٔؼٕٛ٭ٝ

1ٔوشٞبر 2 3, ,q q q ثب ٦ٕق سَاُ ٔوشٞبسي ٙٛى. يه ٚ سغييَ ٔشغييَ ثبليٕب٘يٜ سِٛيي ٔي

1طبثز ٍ٘ٝ ىاٙشٗ يىي اُ ٔوشٞبر  2 3, ,q q q آيي. ثب ٚ سغييَ ىٚسبي ثبليٕب٘يٜ ثٛػٛى ٔي

سٛاٖ ٦ٕق ىِوٛاٜ ىٍ ف٢ب ٍا سٮَيف وَى. ٔٛلٮيز يه ٘م٦ٝ ٍٚي يه اييٜ ٔٚبثٝ ٔي

ىاٍ ٙٮب٭ي ٫َٚٙ ٙيٜ اُ ٔجياء ٚ ثب ا٘شٟبي آٖ وٝ ىٍ أشياى  ٦ٕق سغييَ ٝفلٝ س٤ٕٛ ثَ

سٛا٘ي س٤ٕٛ ىٚ دبٍأشَ وٝ آٟ٘ب ٍا ثب ٙٛى. يه ٘م٦ٝ ٍٚي ٦ٕق ٔئٚوٜ ٔي، ٔي وٙي
1 2,u u  يب ثَهي اٚلبر ثَاي ٍاكشي ثب,u v ىٞيٓ ٔٚوٜ ٙٛى:ٕ٘بي٘ ٔي 

(5-14          )                              1 2, .u ur r 

1٭ٙٛاٖ سٞٛيَ ف٢بيي ثَهي ىأٙٝ ىٍ ٔوشٞبر ٝفلٝ ه ٦ٕق ثٝثٙبثَايٗ ي 2( , )u u   ٍى

وٙيٓ وٝ ٕٞٝ ػب ٙٛى. ثَاي ٍاكشي هٛىٔبٖ ٍا ٔليٚى ثٝ ٦ٕٛكي ٔي٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

ٞبي ٕبىٜ ٚ يب ٘مب٥ي وٝ ىٍ آٖ ٚال٬ إز. ثٙبثَايٗ ٕٞٛاٍ ثٛىٜ ٍَٔ ثَاي ثَهي هٓ

ٛاٍ ثبٙي )ايٗ ثٝ ٥ٍٛ َ٘ٔبَ ثَاي ( ثميٍ ىِوٛاٜ 14ٕٞ-5ٌيَيٓ وٝ )كبِشي ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي

( لاُْ إز وٝ ٕٞٝ ٔٚشمبر ػِيي ىٍػٝ ىٚٔ٘ )ثَهي اٚلبر ىٍػٝ ْٕٛ( 5-14)
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ٕٞب٘ٙي كبِشي ىٍ ٍأٓ ٔو٣َٚ(. ثٝ ، ٞبديٕٛشٝ ثبٙي ٍَٔ ثَاي ثَهي ه٣ٛ٦  يب ل٦ت

ٍٚي يه ٦ٕق ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي ٚػٛى ىاٍى وٝ ٚلشي ، ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ثب ف٢بي ٕٝ ثٮيي

سٛاٖ اي ٔٚبثٝ ٔي آيي. ثٝ ٙيٜٛىٕز ٔيثٝ، ( طبثز فَٟ ٙٛى14-5)يىي اُ ٔوشٞبر 

 ثَىاٍٞبي ٕٔبٓ ٍا ٔٮَفي وَى.

 
 

1 2,
          1,2 .i i

r
r

u

 
 


r 

1وٙيٓ وٝ ثٝ غيَ اُ ثَهي ه٣ٛ٦ سىيٗ يب ل٦ت ٞب ىٍ ٝفلٝ فَٟ ٔي 2( , )u u ، ٗاي

وٙيٓ وٝ ثٝ غيَ اُ ثَىاٍٞب ىٍ ٔوشٞبر ىاٍاي ٔٚشك ديٕٛشٝ ٖٞشٙي. ٕٞـٙيٗ فَٟ ٔي

 ثٙبثَايٗ، ٓ ه٤ ٘جبٙٙيايٗ ىٚ ثَىاٍ ٞ، ٕٞبٖ ٘مب٣

1 2 .  N r r 0 
 سٛا٘يٓ ثَىاٍ لبئٓ يىٝ ثٝ ٦ٕق ٍا ٔٮَفي وٙيٓ:وٕه ايٗ ٔيثٝ

1 2

1 2

,





r r
n

r r
 

1وٝ ِٕٞٔبٖ ثَ ٝفلٝ ثٕٛبٖ ثَ ٘م٦ٝ  2( , )u u  ٭ٕٛى إز. اوٖٙٛ ايٗ ٦ّٔت ٍا سَٚيق

1وٙيٓ ٝفلٝ ٌٌٍ٘يٜ اُ ٘م٦ٝ وٙيٓ. فَٟ ٔئي 2( , )u u  ٓثَىاٍ لبئ ٚn  ٝثبٙي. ٝفل

 اي وٝ( ٝفل2ٝ-5ثٕٛبٖ )ٙىُ 

0
lim 0
s

h

s 



 

 وٝػبيي

   1 1 2 2 1 2, ,s u u u u u u      r r 

 ٚh   فبّٝٝ اُ ٘م٦ٝ ثب ٔوشٞبر 1 1 2 2,u u u u     ٝىٍ ٝفلٝ ثبٙي. سٛػٝ ىاٙش

ثبٙيي وٝ ايٗ ٍٔٛى ثَاي َٞ هٓ ٚال٬ ىٍ ٝفلٝ ٌٌٍ٘يٜ اُ ٘م٦ٝ ثَلَاٍ إز. فَٟ وٙيٓ 

 ٍٝٛر٭ٕٛى ثبٙي. ىٍايٗ nٝفلٝ ثَ ثَىاٍ 

    1 1 2 2 1 2, , . .h u u u u u u     r r n 

 ثب ثىبٌٍيَي سٮَيف ىيفَاٖ٘يُ ىاٍيٓ:
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    
   

  
 

 
 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

, , .

, ,

0 .
     

     .

i

i

i

i

i

i

u u u u u uh

s u u u u u u

u u u

u o u u

o u u

u o u u

    


     

    


    

  


    

r r n

r r

r n

r

r

 

 ٝفلٝ ثٕٛبٖ إز.ايٗ ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ ٝفلٝ ا٘شوبة ٙيٜ 

 

 
 صفحِ ثَسبى سغح 9-9ضكل 

 

سٛا٘ي ثٝ ٥ٍٛ ٕبىٜ ثلض ٙي ٔي 4ىٍ فُٞ  irٚا١ق إز وٝ ثيٚشَ آ٘ـٝ وٝ ىٍ ٍٔٛى 

3ثَاي كبِز وٙٛ٘ي وٝ ثَىاٍٞبي 

1 2, , r r r n ٝثَيٓ ىٚثبٍٜ ثىبٍ ٔي 3٭ٙٛاٖ دبيٍٝا  ث

إز ٚ ىٚ  nدبيٝ ٔشمبثُ ىٍ ف٢ب وٝ ٕٛٔيٗ ثَىاٍٗ ىٚثبٍٜ ، ثٙيي ٙٛى. اثشيافََٔٛ

 ٙٛى:ثَىاٍ ىيٍَ س٤ٕٛ ٔٮبىلار ُيَ سٮَيف ٔي

  .      1,2 ,     . 0.i i i

j j i  r r r n 
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ثَىاٍٞبي  1,2i i r  ٝؿبٍؿٛة ٔشمبثُ ث 1,2i i r  ىٍ ٝفلٝ ثٕٛبٖ ثٝ ٦ٕق

 1 2,u u ٕبُى.ٍا ٔي 

 ٌيَيٓ:اوٖٙٛ ىيفَاٖ٘يُ ُيَ ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي

(5-15        )                      .i

id dur r 
ٌيَ٘ي. ٔي ٍا ثٝ هٛى 2ٚ  1ا٘يئ ٞب ٔمبىيَ ، ٍٞٙبْ ػ٬ٕ ثٙيي، ىٍ ايٗ ثو٘

 اُ سفب١ُ ُيَ  إز: iduىيفَاٖ٘يُ لٖٕز ه٦ي اّٝي

   1 1 2 2 1 2, , .u du u du u u    r r r 

لٖٕز اّٝي فبّٝٝ ثيٗ ٘مب٣  1 1 2 2,u du u du r  ٚ 1 2,u ur  َثٝ ٍٝٛر ُي

 إز:

 
2

. . i j i j

i j ijds d d du du g du du  r r r r 

ij . وٝ  i jg  r r .سبٍٖ٘ٛ ٔشَي اُ ٦ٕق إز 

ٙىُ 
2 i j

ijds g du du ،ٙٛى. ثب ١َايت اُ ٦ٕق ٘بٔييٜ ٔي اِٚيٗ ٙىُ إبٕي

 وٙيٓ:ٙٛ٘ي ٫َٚٙ ٔيٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔئشَيه ٌبٚٓ وٝ ثٝ

11 12 21 22,      ,       ,    E g F g g G g    
 يٗ اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ثَاثَ إز ثب:ثٙبثَا

     
2 22 1 1 2 22 .ds E du Fdu du G du   

 ٍا ثيبثيي. aاِٚيٗ ٙىُ إبٕي وَٜ ثٝ ٙٮب٫  .93-9توزيي 

ٓ    15-5فََٔٛ )، ٭لاٜٚ ثَ ٥َٛ هٓ ٔمئبسي ٍٚي ٦ٕق ٞابي  ( ىٍ يابفشٗ ُاٚياٝ ثايٗ ها

iٔمئبسي 

id dur r ٚi

id dr r u وٕه سٮَيف ١َة ثٝ، وٙي. ىٍ كميمزوٕه ٔي

 اي ىاٍيٓ:٘م٦ٝ

 

(5-16    ) 
 

       

1 1 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

. 
cos

.

2 2

d d

d d

Edu du F du du du du Gdu du

E du Fdu du G du E du Fdu du G du

 

  


   

r r
r r
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)اِف( ٭جبٍسي ثَاي ُاٚيٝ ثيٗ ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي ٦ٕق ثيبثيي. )ة( ُاٚيٝ  .96-9توزيي 

هٓ   .ٌٌٍ٘يٜ اُ ٘ٞف اِٟٙبٍ وَٜ ٍا ٔلبٕجٝ وٙيي 

1ٖٔبكز ٔشٛاُي الا١لا٫ ثَ دبيٝ ثَىاٍٞبي ٔمئبسي 

1dur  ٚ2

2dur ٝ٥ٍٛيىٝ ثَ ه٣ٛ٦ ث

 ٔوشٞبسي ٕٔبٓ ٖٞشٙي ثَاثَ إز ثب:
1 2

1 2 .dS du du r r 

اِو٤ س٤ٕٛ ٙب٩َ ثب َُٔ ٙىُ ٔٙلٙيايٗ فََٔٛ ىٍ كي ػٕلار َٔسجٝ ثبلا ٖٔبكز ٔش

 وٙي:ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي ٍا سمَيت ٔي
1 2 1 1 2 2,    ,     ,     .u const u const u du const u du const      

1يبثيٓ. ثٝ ٔلبٕجٝ ٍا ثَ كٖت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ٔي dSاوٖٙٛ   2r r  .ٓ٘يبُ ىاٍي

 ىٞيٓ وٝاوٖٙٛ ٘ٚبٖ ٔي

(5-17   )                        2

1 2 .EG F  r r 

 اي ٚ هبٍػي ىاٍيٓ:ثب سٛػٝ ثٝ سٮَيف ١َة ٘م٦ٝ، ىٍ كميمز

 
22 2 2 2 2 2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2. sin cos .     r r r r r r r r r r 

 ثٙبثَايٗ

 
22 2 2 2

1 2 1 2 1 2. EG F    r r r r r r 

 آيي.ىٕز ٔي( ث5-17ٝٚ )

ىٍ ٝفلٝ  Aثٙيي ٖٔبكز ٔمئبسي ٔشٙب٩َ ثب ىأٙٝ ثب ػ٬ٕ 1 2,u u  ٌَٝفشٗ كي ث ٚ

 ٔمياٍ ُيَ هٛاٞيٓ ٍٕيي:
2 1 2.

A
S EG F du du  

ثٝ دبٍأشَٕبُي ثٖشٍي ٘ياٍى ٚ ٌِا ايٗ  Sسٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ثَاي َٞ ٦ٕق ٕٞٛاٍ كئي

 اُ ٦ٕق إز. Aٔمياٍ ثَاثَ ٖٔبكز لٖٕز 

 ٙٛى:يه ٔو٣َٚ س٤ٕٛ ثَىاٍ ٔٛلٮيز ُيَ سٛٝيف ٔي .99-9توزيي 

 1 2 1 2 1 2 1

1 2 3, cos sin ,u u u u u u u  r i i i 

10وٝ ػبيي u a  ٚ20 2 .u   .ٖٔبكز ٔو٣َٚ ٍا ثيبثيي . 
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ىٕز آٔيٜ س٤ٕٛ ثَىاٍ ٔٛلٮيز فََٔٛ ثبلا ثَاي ٙىُ كبُٝ اُ ىٍٚاٖ ثٝ .96-9توزيي 

 ٔوشٞبر ىوبٍسي

 cos sinˆ ˆ ˆf      r x y z 

وٝ ػبيي f  ٍا ثيبثيي.، يه سبث٬ ٔٙبٕت ثَٙي إز 

اي دبٍأشَي ٙيٜ ثبٙٙي وٝ ١َايت اِٚيٗ ٌٛ٘ٝفَٟ وٙيي ىٚ ٝفلٝ ثٝ .97-9توزيي 

ٞبي إبٕي آٟ٘ب ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ثب ٔوشٞبر يىٖبٖ ٔشٙبٕت ثبٙي )ثٙبثَايٗ سبثٮي اُ ٙىُ

يه ٦ٕق ثٝ ٦ٕق ىيٍَ ىاٍيٓ(. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ايٗ سبث٬ كبف٨ ُاٚيٝ ثيٗ ػٟز ٞبي 

 ٔشٙب٩َ ٍٚي ٦ٕق إز.

 ّب صئَدسي

إز ثب وٕشَيٗ ٥َٛ ثيٗ ىٚ ٘م٦ٝ اُ ٦ٕقٖٔبِٝ إبٕي ىٍ ٘٪َيٝ ٦ٕٛف يبفشٗ هٕي 

Sِٝوٙيٓ:اي اثشيا ثب اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ٫َٚٙ ٔي. ثَاي ثَهٍٛى ثب ؿٙيٗ ٖٔب 

 
2

.i j

ijds g du du 

 ىا٘يٓ وٝ ٔٮبىلار دبٍأشَئي

   1 1 2 2,       ,u u t u u t  

وٙٙي. ثب ٘ٛٙشٗ ٝيق ٔي Sٍٚي  Cىٍ هٓ  
2

ds ٝ٭ٙٛاٖث 

   
2 2

,
i j

ij

du du
ds g ds

dt dt
 

tاُ  C٭جبٍر ٥َٛ وٕبٖ ىٍ أشياى  a ٝثt b ٝٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔيث 

(5-18               )          
1 2

.
i j

b

ij
a

du du
s g dt

dt dt

 
  

 
 

ثٝ ى٘جبَ هٕي ثب وٕشَيز ٥َٛ ثيٗ ػفز ٘مب٣ دبيب٘ي ىاىٜ ٙيٜ ٖٞشيٓ: يٮٙي ثٝ ى٘جبَ 

سٛاث٬  1u t  ٚ 2u t  ٖٝٞشيٓ و.s وٙٙي.ٍا ٔيٙيٕٓ ٔي 

 ؿٖٛ

    1 2, ,ij ijg g u t u t 
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 ىاٍاي ٙىُ ُيَ إز: 18-5ٔي ثيٙيٓ وٝ 

(5-19      )                            , ,  
b

a
s f t dt u u u 

وٝ ػبيي      1 2,t u t u t u u  ٝ٘م٦ٝ ثبلا ىلاِز ثَ ىيفَاٖ٘يُ ٖ٘جز ث ٚt 

ىاٍى. ثٝ ىِيُ ايٙىٝ  s u  سٙب٩َي إز وٝ ثٝ َٞ ٭يى كميميs  سبث٬u  اُ ثَهي

٘بٔيٓ. ىٍ ايٙؼب ولآ سٛاثٝ ٔي uىٍ  سبثٮٍٖٛآَ٘ا يه ، ىٞيولآ سٛاث٬ ٍا ٖ٘جز ٔي

 ثيٗ ٘مب٣ دبيب٘ي ٍٚي ٦ٕق إز. uٙبُٔ ٕٞٝ ٖٔيَٞبي ٔؼبُ 

ٙٛى ٚ هٛٙجوشب٘ٝ اييٜ اّٝي ايٗ ثٍَٕي ٔي كٖبة سغييَارثٟيٙٝ ٕبُي سبثٮٍٖٛ ٞب ىٍ 

ىٞي. )دٛٙ٘ ٘ٚبٖ ٔي، ٫ٛ١ٛٔ سٕٛٮٝ يبفشٝ هٛى ٍا ىٍ اثشياي ثلض هلاٝٝ اٞياف

 ٍٞٙبْ ثٍَٕي اَٝٛ سغييَار وٖٚب٘ي ٩بَٞ ٔي ٙٛى.(، 6ا١بفي ىٍ فُٞ 

 ٔيٙيٕٓ وٙٙيٍٜٚٗ يبفشٗ  tu  ( ٍٖٛ19-5ثَاي سبثٮ ) اٍسجب٣ ثٝ ػبيٌٍاٍي tu  ثب

يه سبث٬ ػييي    t tu  ىاٍى وٝ ىٍ ايٙؼب t  اُ سبث٬  سغييَ ٔؼبُيه tu 

 ٚ يه دبٍأشَ وٛؿه كميمي إز 

، ىٍ ايٗ ثلض t ٌٝيَيٓ اٌَ ٭ٙٛاٖ يه سغييَ ٔؼبُ ىٍ ٘٪َ ٔيٍا ث

    0a b   ُ؛ يٮٙي َٞ هٓ ثٝ ٙى   t tu  ٘مب٣ دبيب٘ي ٔٚبثٟي ٔب٘ٙي

هٓ  tu ىٞي:ىٕز ٔيي ثٝوٙي. ؿٙيٗ ػبيٌٍاٍٍا ثٟٓ ُٚٝ ٔي 

(5-20         )                , ,  
b

a
s f t dt     u u u 

ٔمياٍ  ثٛىٜ ٚ ثَاي َٞ  سبثٮي اُ ٔشغيَ كميمي  u ٚٞبي ايٗ سبث٬ ثَاي طبثز

0ٔيٙيٕٓ هٛى ٍا ىٍ   ٌيَى. اٌَ ٔي ٍٝٝٛر ف٢بيي ٍا ث    1 ,0 ,t t  

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔي( ث20ٝ-5آٍ٘بٜ )، ثٍيَيٓ

              1 2 2 2

1 , , , ,  
b

a
s f t u t t u t u t t u t dt     u 

 ىٞيٓ:اوٖٙٛ لَاٍ ٔي

(5-21              )                   
 1

0

0
ds

d










u
 

 اي ىٍ لٖٕز ٕٕز ؿخ ىاٍيٓ:ثب إشفبىٜ اُ لب٭يٜ ُ٘ؼيَٜ
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 

   

1 2 1 2

=0

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

, , , ,

    , , , , , , , ,

b

a

b

a

d
f t u u u u dt

d

f t u u u u f t u u u u dt
u u


 



 

  

  
    





 

سبثٮٍٖٛ  اِٚيٗ سغييَارايٗ  s u ُ1ٖ٘جز ثٝ سغييَار ٙىu   إز؛ ثب ٖٔبٚي

( ٚ ثىبٌٍيَي ا٘شٍَاَ ػِء ثٝ ػِء ىٍ ٙىُ ىٍػٝ ىْٚ اُ 21-5ٝفَ لَاٍ ىاىٖ ٕٞب٘ٙي )

 ا٘شٍَاِيٜ هٛاٞيٓ ىاٙز:

   1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
, , , , , , , ,   0.

b

a

d
f t u u u u f t u u u u dt

u dt u
 

  
    

 

(> ٍػ٫ٛ ٙٛى؛ يه ٚيَاي٘ اُ 2003كٖبة سغييَار )ثٝ = َِىف ٚ وّٛى ) ِٓ إبٕي٥جك 

ثَلَاٍ  ر ٔؼبُ ايٗ ٔٮبىِٝ ثَاي سٕبٔي سغييَا، ٔٮَفي ٙيٜ إز( 6-8ايٗ ِٓ ىٍ ل٢يٝ 

 إز سٟٙب اٌَ وٕيز ىاهُ ثَاوز ٝفَ ٙٛى:

   1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
, , , , , , , , 0.

d
f t u u u u f t u u u u

u dt u

 
 

 
 

ثب سىَاٍ ايٗ فَايٙي ثَاي سغييَار ٙىُ ف٢بيي    2 0,t t  ، ٘شيؼٝ ٔٚبثٟي ٍا

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

   1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
, , , , , , , , 0.

d
f t u u u u f t u u u u

u dt u

 
 

 
 

 ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙز:سٛاٖ ىٍ ٕ٘بىٌٌاٍي فَٚىٜ سَي ثٝوٝ ٔي، ايٗ ىٕشٍبٜ اُ ىٚ ٔٮبىِٝ

(5-22       )               0.     1,2 ,
i i

d
i

u dt u

 
  

 
 

ٙٛى. ىٍٕشي ايٗ ىٕشٍبٜ ( ٙٙبهشٝ ٔي5-19اُ سبثٮٍٖٛ ) ٔٮبىلار اٚيَّٜ ٭ٙٛاٖ ىٕشٍبثٝ

٣َٙ لأُي وٝ     1 2,u t u tu ٜٔيٙيٕبَ وٙٙيs ىٍ كٖبة سغييَار يه ، ثبٙي

٘بٔييٜ اوٖشَٔبَ ػٛاة اُ ٔٮبىِٝ اٚيَّ )يب ىٍ ايٗ كبِز يه ىٕشٍبٜ اُ ؿٙيٗ ٔٮبىلار( 

ىيٍَ ثَاي سٚويٜ ايٙىٝ ٙٛ٘ي. ايٗ ٔٚبثٝ ٘مب٣ دبيب اُ سبث٬ ٔٮِٕٛي إز: سٖز ٔي

لاُْ إز )يب ٔٙؼَ ثٝ ٔبوِيٕٓ ٙيٖ(. ، ٙٛىاوٖشَٔبَ ٔٙؼَ ثٝ ٔيٙيٕٓ سبثٮٍٖٛ ٔي

 ٙٛ٘ي.اٍػب٫ ىاىٜ ٔي Sٞبي ٝفلٝ ّئٛىُيه٭ٙٛاٖ ( ث22ٝ-5ٞبي ىٕشٍبٜ )ػٛاة

 وٙيٓ:( اُ كميمز ُيَ إشفبىٜ ٔي12-5اوٖٙٛ ثَاي ٔلبٕجٝ ٔٚشك ىٍ )
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(5-23        )                       2 j k

jkf g u u 

 ىٍ اثشيا هٛاٞيٓ ىاٙز:

2
jk j k

i i

g
f u u

u u




 
 

 و٥ٍٝٛيثٝ

(5-24)                          1
.

2

jk j k

i i

g
u u

u f u




 
 

 ( هٛاٞيٓ ىيي:23-5ثب ث٤ٖ ٕ٘بىٞبي )
2 1 1 1 2 2 1 2 2

11 12 21 22 ,f g u u g u u g u u g u u    
 ىٍ٘شيؼٝ

 1 2 2 1 2

11 12 21 11 12 11
2 2 2 2 j

j

f
f g u g u g u g u g u g u

u


     


 

 ٚ2u  ٍٝٝٛر ٔٚبثٝ هٛاٞي ثٛى. دٔث 

,j

iji
f g u

u





 

 وٙي:وٝ ايؼبة ٔي

 

2

1 1
           

1 1
           .

j

ij

i

j j

ij ij

j j j

ij ij ij

g ud f d

dt u dt f

d d
g u g u

f dt dt f

d df
g u u g g u

f dt f dt

 
     

 
   

 

   
      

   

 

 اي ىاٍيٓ:ىٍ ايٙؼب ثب سٛػٝ ثٝ لب٭يٜ ُ٘ؼيَٜ

ij k

ij k

gd
g u

dt u





 

 ثٙبثَايٗ

2

1
.

j

ij ijj j k

iji k

g g ud f df
g u u u

dt u f u f dt

 
   

  
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1fآٍ٘بٜ ، دبٍأشَ ٥َٛ وٕبٖ ثٍيَيٓ٭ٙٛاٖ ٍا ثٝ tاٌَ    ٚ0df dt   ٝايٗ ٍاث٦ ٚ

 وٝ:٥ٍٛيٕبىٜ ٙيٜ ثٝ

(5-25     )                      .
ijj j k

iji k

gd f
g u u u

dt u u


 

 
 

 ( ىاٍيٓ:20-5( ىٍ )25-5( ٚ )24-5ثب ٌٌاٙشٗ )

(5-26)                           
1

0
2

ij jkj j k

ij k i

g g
g u u u

u u

  
   

  
 

 ٍٝٛر ُيَ ثبُ٘ٛيٖي وَى:سٛاٖ ثٝىٚٔيٗ ػّٕٝ ىٍ ٕٕز ؿخ ٍا ٔي

1 1 1
 

2 2 2

1
                         

2

                         .

ij jk ij jk j kik

k i k j i

ij j kik ik

k j i

j k

jki

g g g gg
u u

u u u u u

g g g
u u

u u u

u u

       
      

        

  
   

   

 

 

 هٛاٞيٓ ىاٙز: i( ٚ ثب ثبلا ثَىٖ ا٘يي25ٔ-5ٌٌاٙشٗ ايٗ ٍاث٦ٝ ىٍ )ثب ، ىٍ ٟ٘بيز

(5-27         )              0            1,2 .n n j k

jku u u n   

ايٗ ىٕشٍبٞي اُ ىٚ ٔٮبىِٝ ىيفَاٖ٘يُ غيَ ه٦ي ثَاي ٔؼَٟٛ  nu t ٍٜإز. ىٚثب ،t 

دبٍأشَ ٥جيٮي ٥َٛ وٕبٖ فَٟ ٙيٜ إز؛ ايٗ ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ ليي 

1j k

ijg u u  ُثبيي ىٍ َٞ ٔمياٍ اt .ىٍ أشياى هٓ سلٕيُ ٙٛى 

aسٛاٖ إشٛا٘ٝ ٭ٙٛاٖ يه ٔظبَ ٕبىٜ ٔيثٝ   ٌٍَا ثٍَٕي وَى. دَٚا١ق إز وٝ ا

آٍ٘بٜ ، وٙيٓ "دٟٗ"ٔو٥َٚي ٍا ىٍ أشياى يه ِٔٛيٗ ثَٗ ىاىٜ ٚ آَ٘ا ىٍ يه ٝفلٝ 

وٛسبٞشَيٗ ٖٔيَ ثيٗ دبٍٜ ه٤ ٖٔشميٓ ٚاُٝ آٟ٘ب هٛاٞي ثٛى. ثب ػ٬ٕ وَىٖ ايٗ ٝفلٝ 

 ٍٕيٓ:ٔو٣َٚ ثٝ هٕي ثٝ ٙىُ ُيَ ٔيثٝ يه 

(5-28        )                1 2 3 4,        ,t c t c z t c t c     

 ي ٔٚبثٟي ىٕز هٛاٞيٓ يبفز:( ثٝ ٘شيؼ27ٝ-5يه ٔبٍديؾ. اوٖٙٛ ثب ثىبٌٍيَي )، يٮٙي

ثَاي ايٗ ٦ٕق ثوٞٛٛ    1 2, ,zu u   ٚ 

cos sin .ˆ ˆ ˆa a z   r x y z 
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 اُ

sin cos ,   ,ˆ ˆ ˆ
r

a a 
 

 
   

 

r
x y z 

2

11 12 21 22,  0,  1g a g g g    ٝٞبي ١َايت  آيٙي. ؿٖٛ سٕبْ طبثزىٕز ٔيث

 ( ثٝ ىٕشٍب27ٜ-5وَسٛفُ ٝفَ ٖٞشٙي ٚ )

0,          0.  z   
 ( ػٛاة ىاىٜ ٔي ٙٛى.28-5ٌيَي ٘شيؼٝ )ٙٛى. ثب ا٘شٍَأَيسجييُ 

ّئٛىُيه يه وَٜ ٍا ثيبثيي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ آٟ٘ب ىايَٞبي ٭٪يٕٝ   .98-9توزيي 

 ٖٞشٙي.

ُيَا َٞ ىٚ ، ىٞي وٝ ّئٛىُيه ٕٞٛاٍٜ وٛسبٞشَيٗ ٖٔيَ ٘يٖزايٗ سَٕيٗ ٘ٚبٖ ٔي

سٛا٘ي ّئٛىُيه ثيٗ آٟ٘ب  وٙي ٔيلٖٕز اُ ىايَٜ ٭٪يٕٝ وٝ ىٚ ٘م٦ٝ ٍا ثٟٓ ُٚٝ ٔي

 ثبٙي.

 دٍهيي ضكل اسبسي سغح 9-9

ثب ثىبٌٍيَي ث٤ٖ سيٍّٛ ثب سغييَ  1 2,u ur  ٓثٝ سمَيت ىٍػٝ ثبلاي ُيَ ىٕز هٛاٞي

 يبفز:

   
 

 
    

1 2

1 1 2 2 1 2

2 1 2
2 2

1 2

,
, ,

,1
                                  0 .

2

i

i

i j

i j

u u
u u u u u u u

u

u u
u u u u

u u


      




      

 

r
r r

r
 

ثَاي وٕيز ٞبي ثَىاٍي ىلاِز ثََٔسجٝ ثبلاي ٙىُ اُ ٘٪َ وٛؿىي   oىٍ ايٙؼب ٕ٘بى 

اُ ٘م٦ٝ ىٕز آٍٚىٖ ٦ٕق اُ ٝفلٝ ثٕٛبٖ ىٍ يه ٕٖٞبيٍي ىاٍى. ثٝ 1 2,u u  ٖثَايٕب

 آيي:ىٕز ٔيثٝ nاي ثٕٛيّٝ ثَىاٍ لبئٓ ػبِت إز. ايٗ ٔمياٍ اُ ٥َيك ١َة ٘م٦ٝ
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    
   

    
 

    

1 1 2 2 1 2

1 2 2 1 2
2 2

1 2

1 2
2 2

1 2

, , . 

, ,1
. . 0

2

,
. 0 .

i i j

i i j

i j

i j

u u u u u u

u u r u u
u u u u u

u u u

u u
u u u u

u u

    

 
        

  


      

 

r r n

r
n n

r
n

 

0i . ٚالٮيز  r n ٜايٓ؛ ػٕلار َٔسجٝ ىْٚ وٛؿىي ىٍ ٍا ثىبٍ ثَىiu  ُىٚٔيٗ ٙى
 ٍا سٚىيُ ٔي ىٞٙي. ثب ٕ٘بي٘ إبٕي

 

 
 

 
 

 

 
 

2 1 2

1 2

2
1

2 1 2

1 2

1 2

2 1 2

1 2

2
2

,
. , ,

,
. , ,

,
. , ,

u u
L u u L

u

u u
M u u M

u u

u u
N u u N

u


 




 

 


 



r
n

r
n

r
n

 

 وٙيٓ:ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ٍا ثٝ ٍٝٛر ُيَ ٔٮَفي ٔي

(5-29        )              
2 2

2 1 1 2 2. 2 .d L du Mdu du N du  rn 

ٔٚشك ٦ٕق اُ ٝفلٝ ثٕٛبٖ ىٍ يه ٕٖٞبيٍي وٛؿه اُ  1 2,u u  َس٤ٕٛ سمَيت ُي

 آيي:ىٕز ٔيثٝ

(5-30)                      2 2
1 1 2 21

2 ,
2

z L du Mdu du N du   

وٙي. ايٗ فََٔٛ ( ٍفشبٍ ٥جيٮي ٦ٕق ىٍ ايٗ ٕٖٞبيٍي ٍا ٔٚوٜ ٔي30-5ٚ ثٙبثَايٗ )

 وٙي:ٕٟٕٛي ُيَ ٍا سٮَيف ٔي

(5-31     )                     2 2
1 1 2 21

2
2

z L M N     

اي اُ ٦ٕق ثب ٔوشٞبر اء ٘م٦ٍٝٞٙبٔي ٔجي 1 2,u u ٕٝ سبيي ثبٙي ثب

      1 2 1 2 1 2

1 2, , , , ,u u u u u ur r n ٙٛى. ايٗ ٕٟٕٛي ثٖشٍي ثٝ ١َايت ٘ٛٙشٝ ٔي
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, , ,L M N 0سٛا٘ي ثي٢ي؛ ٌِِٞٛي يب ٕٟٕي ثبٙي. اٌَ ٔيL M N    ٝآٍ٘بٜ ٘م٦

 ٔشٙب٩َ يه ٘م٦ٝ ٦ٖٔق ٘بْ ىاٍى.

ٌيَي اُ ( ٔٛػٛى إز. ثب ىيفَاٖ٘ي23ُ-5ثَاي ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ٦ٕق ٕ٘بي٘ اُ ) 

0i . اسلبى  r n :ٓىاٍي 

(5-32                             ).  . .i
ij ju u

 
 

 

r n
n r 

d . اي ثب ١َة ٘م٦ٝ dr n ٝآٍٚيٓ:ىٕز ٔيث 

2.  . . ,i i i ji
i j j
du du du du d

u u

  
    

  

n r
r n r n 

 يٮٙي

   
2 2

1 1 2 2. 2 .d d L du Mdu du N du   r n 

 ٍٝٛر ُيَ ىاىٜ ٙيٜ ثبٙي:ٞبي ىوبٍسي ثٝفَٟ وٙيي ٦ٕلي ثب ِٔٛفٝ .99-9توزيي 

     ˆ, , , .ˆ ˆ ˆu x y u z u    r x y z 

ثبٙي. ٘ٚبٖ  u  ٚvىلاِز ثَ ٔٚشمبر ػِيي ٔشٙب٩َ ثب  u ٚvٞبي فَٟ وٙيي ُيَ٘ٛئ

 ٙىُ إبٕي ٭جبٍسٙي اُ: ىٞيي وٝ ١َايت اِٚيٗ
2 2 2 2

2 2 2 2

,

. ,

.

u u u u

u u u u u u u u

u

E x y z

F x x y y z z

G x y z  

   

   

   

r

r r

r

 

 ٕذٔ ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ١َايت ىٚٔيٗ فَْ إبٕي ثَاثَ٘ي ثب:

2 2 2
, , .

uu uu uu u u u

u u u u u u u u u

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z
L M N

EG F EG F EG F

     

        
  

  
 

 

,٦ّٔٛة إز  .31-9توزيي  ,L M N .ٖثَاي ٦ٕق كبُٝ اُ ىٍٚا 
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 خويذگي قبئن يك سغح

 ٥tٍٛ يىشب س٤ٕٛ دبٍأشَسٛا٘ي ثٌٝيَيٓ. ايٗ هٓ ٔيهٕي ٚال٬ ىٍ ٦ٕق ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي

اي وٝ ٌٛ٘ٝٔٮيٗ ٙٛى ثٝ   1 1 2 2,  u u s u u s  وٙيٓ وٝ ٕبىٌي فَٟ ٔي؛ ثَاي

s ٍٗٝٛر ٔٮبىِٝ هٓ ثَاثَ إز ثب:دبٍأشَ ٥َٛ وٕبٖ ثبٙي. ىٍاي 

      1 2,u s u s s r r r 

ٚ ثَىاٍ ٕٔبٓ ثٝ هٓ ىٍ  1 2,u u  َثَاث i

i du ds dsr  ٝإز. هٕييٌي ايٗ هٓ و

ٔي سٛا٘ي ثٝ وٕه  sr ٌيَيٓ: ثَىاٍ لبئٓ دييا ٙٛى ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي  اُ هٓ ىاٍاي

ثَاثَ  1kػٟز يىٖب٘ي إز ٚ  sr َٚٙإز. اُاي 

(5-33 )                                   1. coss k r n 

(  ٍا ثٝ ٙىُ ُيَ ثبُ٘ٛيٖي 33-5إز. اوٖٙٛ )    ٚnُاٚيٝ ثيٗ  وٝ ىٍ ايٙؼب 

 وٙيٓ: ٔي

 
   

 
 

 

1

2 2 1 2 2 2
2 2 22 2

2 21 2
2

2

cos

( ) 2 ( )

    .

i

i

k

du du du du
ds ds ds

ds u u ds ds dsu u

ds

 

  
 

  


r r r

n

 (5-34)   
         

         

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2
.   

2

L du S Mdu S du S N du S

E du S Fdu S du S G du S

 


 
 

ثَاي سٕبْ هٓ ٞبيي ثب ػٟز يىٖبٖ سٮَيف ٙيٜ ثٝ ٕٚيّٝ ٖ٘جز طبثز 

   1 2: .du s du s ،( ٕٞب٘ٙي ٖ٘جز ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ثٝ اِٚيٗ 34-5ٕٕز ٍإز )

٦ٕق ىٍ ػٟز  هٕييٌي لبئٓ٭ٙٛاٖ ٍا ثٝ 0kٙىُ إبٕي إز. ٔمياٍ 

   1 2: .du s du s ايٗ ثب هٕييٌي هٓ كبُٝ اُ ، وٙيٓ. اُ ٘٪َ ٞٙيٕٝسٮَيف ٔي

اٙشَان ٦ٕق ثب ٝفلٝ ٌٌٍ٘يٜ اُ     1 2,u s u s  ٔٛاُي ثب ٚn  ٚ 1

i du sr  َثَاث

 وٙي:إز. ايٗ هٕييٌي لبئٓ ىٍ ٔٮبىِٝ ُيَ ٝيق ٔي
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0 1 cosk k  
ٞب ٘شيؼٝ ٔي ٙٛى  إز. اُ ايٗ فََٔٛ َٔث٣ٛ ثٝ هٕييٌي ل٢يٝ ٕٔٛيَٙوٝ لٖٕز اّٝي 

1وٝ هٕييٌي لبئٓ ٦ٕق ىٍ ػٟز  2:du du ٞبي هٓ ٦ٕق ىٍ ثيٗ ٕٞٝ هٕييٌي

ٌٌٍ٘يٜ اُ     1 2,u s u s  ٖ1ثب ػٟز يىٖب 2:du du  ٍىاٍاي ٔمياٍ ٔيٙيٕٓ لي

ي ٔٚبثٟي وٙيٓ وٝ هٕييٌي ٕٟٕٛي ثٕٛبٖ س٤ٕٛ ٔٮبىِٝٔي٦ّٔك إز. اٙبٍٜ 

1ٙٛى. هٕييٌي لبئٓ سٟٙب ثٖشٍي ثٝ ػٟز ٔٚوٜ ٔي 2: :du du x y  ٖٛٙىاٍى. او

 وٙيٓ:ٍٝٛر ُيَ ثبُ٘ٛيٖي ٔئٮبىِٝ ٍا ثٝ

(5-35)                        
2 2

0 2 2

2
.

2

Lx Mxy Ny
k

Ex Fxy Gy

 


 
 

x,( ٖ٘جز ثٝ 35-5ٕٕز ٍإز )  y ٝٙٛى إٓب٘ي ىييٜ ٔياُ ىٍػٝ ٝفَ ٍٕٞٗ إز؛ ث

 ٭ٙٛاٖ ٔيٙيٕٓ ٚ ٔبوِيٕٓ ٙىُ َٔثٮيسٛاٖ ثٍٝا ٔي 0kيٕٓ ٚ ٔبوِيٕٓ وٝ ٔيٙ
2 22Lx Mxy Ny  

 ٍٞٙبٔي وٝ

(5-36      )                    2 22 1.Ex Fxy Gy   

( 36-5سٛاٖ ثٝ وٕه ١َايت لاٌَاْ٘  كُ وَى. ٍٚي هٓ )ىٕز آٍٚى. ايٗ ٖٔبِٝ ٍا ٔيثٝ

 لَاٍ ٔي ىٞيٓ:

   2 2 2 2

min maxmin 2 ,    max 2 .Lx Mxy Ny k Lx Mxy Ny k      

x,وٙيٓ وٝ ٔمبىيَ ٔشٙب٩َ ثب فَٟ ٔي y ٝسَسيت ث 1 1,x y   ٚ 2 2,x y .ثبٙٙي 

minاٌَ  maxk k  ، ايٗ ٔمبىيَ سٟٙب ىٚ ػٟز : 1,2j jx y j  وٙٙي ٚ ٍا سٮَيف ٔي

 ٔي سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ

 1 2 1 2 2 1 1 2 0,Ex x F x y x y Gy y    

ٞبي ٔشٙب٩َ ثب ٔمبىيَ اوٖشَٔٓ ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ ػٟز، (16-5وٝ ثب سٛػٝ ثٝ )

minهٕييٌي لبئٓ ىٚ ثٝ ىٚ ٔشٮبٔي٘ي. ىٍ كبِشي وٝ  maxk k ، ْهٕييٌي لبئٓ ىٍ سٕب

ٞب يىٖبٖ إز )ٕٟٕٛي ثٕٛبٖ ثب ٕٟٕٛي كبُٝ اُ ىٍٚاٖ ٔشٙب٩َ إز(. ٔمبىيَ ػٟز

min max,k k آٟ٘ب ٦ٕق ىٍ يه ، ٞبي لبئٓ اوٖشَٔٓ ٦ٕق ىٍ يه ٘م٦ٝ ٖٞشٙيهٕييٌي
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وٙٙي ٚ ثٙبثَايٗ ٖ٘جز ثٝ سغييَ ٔوشٞبر دبيب ٖٞشٙي. ثٙبثَايٗ ىٍ ٘م٦ٝ ٍا ٔٚوٜ ٔي

 :ٔيب٘ٝهٕييٌي يه ٘م٦ٝ ىٚ ٔٚوٞٝ ىيٍَ اُ ٦ٕق ٚػٛى ىاٍى: 

 min max

1
,

2
H k k  

 هٕييٌي ٌبٚٓ يب هٕييٌي وبُٔٚ 

min max .K k k 
 ىٞيٓ:ٞبي إبٕي ٦ٕق ثيٖٚ اطجبر اٍايٝ ٔئٮبىلار ٍا ثَ كٖت ٙىُ

2

2 2

1 2
,         .

2

LG MF NE LN M
H K

EG F EG F

  
 

 
 

2ؿٖٛ  0,EG F  ، ٭لأزK  2ثَاثَ ٭لأزLN M  ٝإز. ٍٞٙبٔي و

0K  ،ٞبي ىيٍَ  . ايٗ ٍٔٛى ٚ ثٖيبٍي اُ ٚالٮيز8َٞ ٘م٦ٝ اُ ٦ٕق سٕٛي٬ دٌيَ إز

ىٍٕي ٞٙيٕٝ ىيفَاٖ٘يُ يبفز )ثٝ ٭ٙٛاٖ سٛاٖ ىٍ َٞ وشبة ٍا ٔي H ٚKىٍ هٞٛٛ 

 (>(.1957ٔظبَ =دٌٍِٛٛف )

 .٦ٔaّٛة إز هٕييٌي ٔيب٘ي ٚ ٌبٚٓ يه وَٜ ثٝ ٙٮب٫ .39-9توزيي 

٦ٔ0xّٛة إز هٕييٌي ٔيب٘ي ٚ ٌبٚٓ ىٍ  .39-9توزيي  y  ٞبي: اُ ٕٟٕٛي

z)اِف(  axy  )؛ )ة 2 2z a x y   )2؛ )ح 2z ax by . 

 يٜ ثبٙي:فَٟ وٙيي ٦ٕق ُيَ ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي ىاٜ ٙ .33-9توزيي 

 , .ˆ ˆ ˆx y f x y   r x y z 

 :٘ٚبٖ ىٞيي

 )اِف( 
2 2 2 21 ,        . ,        1 ;x x x y x y y yE f F f f G f       r r r r 

                                                                                                                                        
8 
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 )ة(
2 2 21 ;x yEG F f f    

 )ح(

2 2 2 2 2 2
 ,      ,     ; 

1 1 1

xy yyxx

x y x y x y

f ff
L M N

f f f f f f
  

     
 

 )ر( ٖٔبكز لٖٕشي اُ ٦ٕق ثَاثَ إز ثب 
2 21 ;x y

D
S f f dxdy   

 )ر( هٕييٌي ٌبٚٓ ثَاثَ إز ثب

 

22

22
2 2

.
1

xx yy xy

x y

f f fLN M
K

EG F f f


 

  
 

 ّبي هطتق فزهَل 9-6

 سبيي ُيَ سٮَيف ٙيٜ إز:وٙغ ٕٝ، ىٍ َٞ ٘م٦ٝ اُ ٦ٕق

     1 2 1 2 1 2

1 2, ,    , ,   , .  u u u u u ur r n 

اِو٤ ىٍ يه ٕٖٞبيٍي اُ ٦ٕق ٍا ٞبي ٔٙلٙيٞب آٟ٘ب ٔوشٞبرىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ

سبيي وٙٙي وٝ ٕٝاي ٔٮَفي ٔي ٌٛ٘ٝ ثٝ 1 2, ,r r n  ٗكف٨ ٙٛى. ثٝ ىِيُ يبفش

ٞبي ثبيٖشي ٔٚشك، ٞبي ىاىٜ ٙيٜ ٍٚي ٦ٕق ٚ هبٍع اُ آٖٞبي اهشلاف ٔيياٖ ٔٚوٞٝ

ٞب ثَكٖت سبيي ٖ٘جز ثٝ ٔوشٞبر ٍا ثيبثيٓ. ٞيف اّٝي ايٗ ثو٘ ٔٮَفي ايٕٗٝ

 ػٕلاسي اُ ٦ٕق ثٛىٜ وٝ لجلاً ٔٮَفي ٙيٜ إز.

وٙيٓ. ايٗ ٍٔٛى لب٘ٛ٘ي إز شمبر اُ ٥َيك ٕ٘بىٌٌاٍي وَيٖشٛفُ ٫َٚٙ ٔيثب ٕ٘بي٘ ٔٚ

ُيَا ثب سٛػٝ ثٝ فَٟ  1 2, ,r r n ٗيه دبيٝ اُ ف٢بي ثَىاٍي إز. ثٙبثَاي 

(5-37    )                    
2

.t

ij ij t iji ju u



   
 

r
r r n 

,ٞبي وٙيٓ وٝ ا٘يئيبىآٍٚي ٔي  ,i j t  ٝوٝ ىِيّي ثَاي  {1,2}وٝ ٔمبىيَي اُ ٔؼٕٛ٭

ٔٮَفي ٕ٘بى 
ij  اُ ١َايتn ٜٞبي٥ٍٛ ٔٚبثٝ ث٤ٖ ٔٚشكايٓ. ثٝإز ٍا ثىبٍ ثَىn  ٍا
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ىٕز آٍٚىٖ ١َايت وٙيٓ. ثَاي ثٝٔٮَفي ٔي
ij ،(5-37 ٍٍا ى )n ٝاي ١َة ٘م٦

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيوٙيٓ. ثب ثىبٌٍيَي ٭جبٍر ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ثٝ ٔي

11 12 21 21,      ,      .L M N       
( ٍا ىٍ 37-5ىٍ اثشيا )، ٕذٔ

1r  ٍثٮي ى ٚ
2r ٜٔٮبىِٝ ثَ كٖت، ١َة ىاهّي وَى ٘ٙ 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيٞبي وَيٖشٛفُ ثٝٙ٘ ٔؼَٟٛ ٕ٘بىٌٌاٍي

1 2

11 111

1 2

11 111 2

1 2

12 122

1 2

12 111

1 2

22 222 1

1 2

22 222

1
         ,

2

1
,

2

1
         ,

2

1
         ,

2

1
,  

2

1
         .  

2

E
E F

u

E E
F G

u u

E
E F

u

G
F G

u

F G
E F

u u

G
F G

u


  



 
   

 


  




  



 
   

 


  



 

ٞبيي ايٗ ىٕشٍبٜ ثٝ إٓب٘ي ثَاي ١َايت وَيٖشٛفُ لبثُ كُ إز ُيَا ىٕشٍبٜ ثٝ ػفز

٭ٙٛاٖ ٙٛى. ثٝٞبيي اُ ٘ٚب٘ٝ ٌٌاٍي ٞبي وَيٖشٛفُ سؼِيٝ ٔياُ ٔٮبىلار ٖ٘جز ثٝ ػفز

 وٙي وٝ:ٔظبَ ػفز اَٚ ايؼبة ٔي

1

11 2 1 1 2

1
,

2 2

G E F F E
F

EG F u u u

   
        

 

2ٚ ثٝ ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ٭جبٍسي ثَاي 

11ٓٔشٌوَ ، . ثميٝ وبٍ ٍا ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ٔي وٙي

ٙٛيٓ وٝ ٭جبٍر ٞبي ٘ٚب٘ٝ ٞبي وَيٖشٛفُ سٟٙب اُ ١َايت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ٦ٕق  ٔي

 ٌيَيٓ:ىٍ ٘٪َ ٔي nسٚىيُ ٙيٜ ا٘ي. دٔ ثَاي ٔٚشك ٞبي لبئٓ 

(5-38)                       
 

. .3 .t

i i t iiu
 


  


n
n r n 
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ٍار ٍا اُ ٥َيك ١َايت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ٦ٕق ٔي يبثيٓ. ثٝ اوٖٙٛ ١َايت ايٗ ٭جب

 ىِيُ ٔٮبىِٝ

 0 1  . 2  . ii iu u

 
  
 

n n n n 

 هٛاٞيٓ ىاٙز:
.3 0.i  

1iاوٖٙٛ ثَاي   ( ٍِٝا ىٍ 38-5ٔٮبى )
1rٍٔشٮبلجبً ى ٚ

2r ٝوٙيٓ. ثب اي ٔي١َة ٘م٦

 ٔٮبىلار ُيَ ٍا ىاٍيٓ:، ثىبٌٍيَي سٮبٍيف ١َايت ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي
.1 .2 .1 .2

1 1 1 1,      ,  L E F M F G         
 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيوٝ اُ آٟ٘ب ثٝ

.1 .2

1 12 2
,      .

LG MF LF ME

EG F EG F
 

  
 

 
 

2i( ٚلشي وٝ 38-5ث٦ٍٛ ٔٚبثٝ ثب سىَاٍ ايٗ فَايٙي ثَاي )  ٝآٍٚيٓ:ىٕز ٔيإز ث 

.1 .2

2 22 2
,      .

NF MG NE MF

EG F EG F
 

  
 

 
 

ٞبي وَيٖشٛفُ ٍا ىٍ كبِشي وٝ اِٚيٗ ٙىُ إبٕي . ٘ٚب36ٝ٘-9توزيي 

   
2 2

1 1du G du ٝىٕز آٍٚيي.إز ٍا ث 

ثَاي ٦ٕق كبُٝ اُ ىٍٚاٖ وٝ ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي ٔٛاُي ٚ ٘ٞف اِٟٙبٍ  .39-9توزيي 

 ىٕز آٍٚيي.( ٍا ث38ٝ-5( ٚ )37-5)ٖٞشٙي سٕبْ ١َايت ث٤ٖ ٞبي 

 ثزخي اس فزهَل ّبي هفيذ

ٔٚشك آٟ٘ب ٘يِ ٥ٛلا٘ي ثٛىٜ ٚ ثٙبثَايٗ ىٍ ايٙؼب ، ٙٛ٘يثَهي اسلبىٞب َٔسجبً إشفبىٜ ٔي

وٙيٓ. اوٖٙٛ ١َايت ىٚٔيٗ فَْ إبٕي ٍا ثب ثىبٍثَىٖ ٕ٘بىٌٌاٍي آٟ٘ب ٍا كٌف ٔي

 وٙيٓ:ا٘ييٖي ىٚثبٍٜ ٘بٌٍٔاٍي ٔي

11 12 21 22,      ,     .b L b b M b N    
ٞبي ٔشٙب٩َ ثب سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍر َٔسجٝ ىٚ ٖٞشٙي. اِٚيٗ فََٔٛ ٖٔٙٛة ثٝ ِٔٛفٝايٟٙب 

 ٌبٚٓ إز:
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   
 

2 2 2
2 12 11 22

11 22 12 12 12 11 222 21 2
2 1

1
,

2

i j i j

ij

g g g
b b b g

u u u u

 
           

    
 

 

ٙٛى وٝ هٕييٌي ٍا ثجيٙيي( ٘شيؼٝ ٔي 152ٝفلٝ ، Kاُ ايٙؼب ) ٚ ثب سٛػٝ ثٝ ٙىُ 

ٌبٚٓ ٦ٕق ٍا ٔي سٛاٖ فم٤ ثَ كٖت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ثيبٖ وَى. فََٔٛ ثٮيي 

 ٖٔٙٛة ثٝ دشَٕٖٛ ٚ وٛىاُي إز:

 1 2
2 1 2 22 1

       1,2 .t ti i
i t i t

b b
b b i

u u

 
    

 
 

ٌيَي ثَىاٍ ف٢بيي ىاىٜ ٙيٜ ٍٚي ٞبي ٔٚشكسٛا٘يٓ فََٔٛٔي، ثب ثىبٌٍيَي ايٗ دبٍاٌَاف

 ىٕز آٍٚيٓ:٦ٕق ٍا ثٝ

3 3

i i

i if f n f f   f r r n 
3ثب لَاٍ ىاىٖ 

3 , r r n ،ََٛٔٞبي فُٞ ٞبي ُيَ ٍا وٝ سمّييي اُ فََٔٛٔي سٛا٘يٓ ف

 ىٕز آٍٚيٓ:إز ٍا ثٝ 4

.t t

i t i ti
f f

u


  



f
r r 

 ٔٚشك ٞبي دبيب ثَاثَ٘ي ثب:، ٞبىٍ ايٗ

3

3

3 3
3

,

,

.

j
j j t j

i it ii

j t

i j ij t iji

t t

i it i ti i

f
f f b f

u

f
f f b f

u

f f
f b f b f

u u


   




   



 
    

 

 

i,وٝ  j  َ2ٚ  1ٔمبىي ٚt  َدٌيَى. ػ٬ٕ ثٙيي ٍٚي ٍا ٔي 3ٚ 2ٚ 1ٔمبىي,i j  ٚt  ٍى

fوٙي. ٍٞٙبٔياي ٔشٙب٩َ سغييَ ٔيىأٙٝ n ، 1يٮٙي 2 0f f   ٚ3 1f  ، ََٛٔف

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ nُيَ ٍا ثَاي ٔٚشمبر 

(5-39            )              .t t

i t iti
b b

u


   



n
r r 

 وٙيٓ:وٕه فََٔٛ ُيَ سٮَيف ٔيٍا ثٝ ٭ٍَّٕ ٘بثلاي ٦ٕقيب  ٌَاىيبٖ ٦ٕق
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           1,2 ,i

i
i

u


  


r 

 يبثيٓ وٝىٍ ٔي

,        ,   t i i t

i t i tf f     f r r r r n B 
 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ىاىٜ ٔيسبٍٖ٘ٛ هٕييٌي ٦ٕق ثٛىٜ وٝ ثٝ Bوٝ ىٍ ايٙؼب 

.j i i j ij

i j ij i jb b b  B r r r r r r 

 سٛاٖ ٭ٍَّٕٞبي ٚاٌَايي ٚ ىٍٚاٖ ٦ٕق ٍا ٔٮَفي وَى:ٔي

div . . ,    rot  .i i

i iu u

 
    

 

f f
f f r f f r 

ػبيي وٝ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثٍَٕي ٔي  ، 7وبٍثَىٞبي كٖبة ىيفَاٖ٘يُ ٍٚي ٦ٕق ىٍ فُٞ 

 ٔٮَفي ٙيٜ إز.، ٙٛى

 ّبثزخَرد خن، ًوبيص ضوٌي خن 9-7

ٔجبكض ٍٔٛى ٘يبُ ثَاي ثٝ ىٕز آٍٚىٖ ٔٮبىلار سٛٝيف ٙيٜ س٤ٕٛ  5وبٍ ٔب ىٍ فُٞ 

اٙيبء ٥جيٮي هبٝي ثٛى. اوٖٙٛ ثٝ ٕٛالار ثٖيبٍ ٟٔٓ أب وٕشَ فٙي وٝ ٔي سٛا٘ي ىٍن 

 ثَ ٔي ٌَىيٓ.، ٔب اُ ٞٙيٕٝ ىيفَاٖ٘يُ ٍا ثيٚشَ وٙي

يه هٓ ٍا  س٤ٕٛ ٕ٘بي٘  tr r ٜيه هٓ ، ايٗ ٘م٦ٝ ٘٪َايٓ. اُ سٛٝيف وَى

٥ٍٛ ٔٚبثٝ يه ٦ٕق سٞٛيَ  ىأٙٝ إز. ثٝ tسٞٛيَي اُ يه ىأٙٝ يه ثٮيي اُ دبٍأشَ 

 ىٚ ثٮيي ىاىٜ ٙيٜ س٤ٕٛ فََٔٛ ُيَ إز:

(5-40        )                           1 2, .u ur r 

 ٙٛى:ىا٘يٓ وٝ ىٍ ٔوشٞبر ىوبٍسي يه وَٜ س٤ٕٛ ٔٮبىِٝ ُيَ سٛٝيف ٔئي، َكبَٞ ثٝ

     
2 2 2 2

0 0 0 ,x x y y z z R      

( ٘ٛٙز. ايٗ ٔظبَ 40-5سٛاٖ ثَاي ٕٞٝ ٘مب٣ ث٦ٍٛ ِٕٞٔبٖ ثٝ ٙىُ )ٍا ٕ٘يايٗ ٚ

سٛا٘يٓ َٞ لٖٕز وٛؿه اُ وَٜ ٍا ثٝ فَْ سٛٝيف يه ٦ٕق ثٝ ٍٝٛر فٙي إز. ٔي

-اي إز وٝ ٞٙيٕٝ ٔٙيفّي اُ آٖ ٘بٙي ٔي( سٛٝيف وَى. ايٗ ٘ىش40ٝ-3َٝيق اُ ٫ٛ٘ )
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وٝ َٞ ٥ٍٛيٞبي وٛؿىي سمٖيٓ وَى ثٕٝزسٛاٖ ثٝ لٖٙٛى. يه ٦ٕق ٔب٘ٙي وَٜ ٍا ٔي

 لٖٕز ٍا ثٝ ٥َيك ٍٔٛى ٘يبُ سٛٝيف وَى.

ٞب ىٍ ٭ُٕ ٔٮَٕٛ ٖٞشٙي. فَٟ وٙيٓ ٞبي ٦ٕٛف ٚ هٓٙىُ ١ٕٙي سٛٝيف، ثَٟكبَ

 ٍٝٛر ُيَ ثبٙي:ٔٮبىِٝ ٦ٕق ثٝ

  0.F  r 

 ايٗ ٔٮبىِٝ ٙجيٝ ثٝ ٔٮبىِٝ ُيَ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي إز:

 , , 0.F x y z  

ي ٔفَٟٚ اُ ٔٮبىلار ٭ٙٛاٖ يه ٔؼٕٛ٭ٝٞبي ٔوشٞبسي ٍا ثٝلجلاً هٓ

 1 2 3, ,q q qr r  1وٝ ىٚ دبٍأشَ اُ ٕٝ دبٍأشَ ٔوشٞبسي 2 3, ,q q q طبثز ٖٞشٙي ،

سٛاٖ ىٍ ٙك ىيٍَ ثٝ ٭ٙٛاٖ اٙشَان ٦ٕٛف ٔوشٞبسي سٛٝيف وَىيٓ. ؿٙيٗ هٕي ٍا ٔي

2هٓ ٔشٙب٩َ ثب ، 1q٭ٙٛاٖ ٔظبَ هٓ ٔوشٞبسيسٛٝيف وَى. ثٝ 2 3 3

0 0,q q q q  ،

اٙشَان  1 2 3

0, ,q q qr r  ٚ 1 2 3

0, ,r r q q q ٝب ٥ٍٛ ٔٚبثٝ يه هٓ ىٍ ف٢إز. ث

٥ٍٛ ِٕٞٔبٖ وٝ ثٝ rاي اُ ٘مب٣ سٛٝيف وَى. س٤ٕٛ ثَىاٍ ٭ٙٛاٖ ٔؼٕٛ٭ٝسٛاٖ ثٍٝا ٔي

 ىٍ ٔٮبىلار ُيَ

   1 20,           0,   F F r r 

 ٚ يب ىٍ ٙىُ ىوبٍسي

   1 2 3 1 2 3

1 0 2, , 0,       , , 0.F q q q F q q q  

 ٕ٘بي٘ ىاى.، وٙيٝيق ٔي

ٚ  1nاٌَ ، ي لبئٓ ىٍ ٘م٦ٝ ٭ٕٛى ثبٙيثٝ هٓ ىٍ يه ٘م٦ٝ ثبيٖشي ثَ ىٚ ٝفلٝ tٕٔبٓ 

2n ٓسٛا٘يٓ ثٙٛيٖيٓ:ٔي، ٞب ثبٙٙيلبئ 

1 2. t n n 

 ّب ثزخَرد خن

 سٛاٖ ثٝ وٕه يه ٔٮبىِٝ ٘ٚبٖ ىاى:ٕٞـٙيٗ يه هٓ ىٍ ٝفلٝ ٍا ٔي

 1 0F r  يب 1 2, 0.  F q q  
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ٔبيُ ثٝ ٦ٔبِٮٝ ٖٔبِٝ سمَيت يه هٓ ٦ٖٔق ىاىٜ ٙيٜ ىٍ يه ٘م٦ٝ ٔفَٟٚ س٤ٕٛ هٓ 

 ي هٓ ٞبي دبٍأشَي: اوٖٙٛ ثب ٖٔبِٝ ُيَ ٫َٚٙ ٔي وٙيٓ:ىيٍَ ٌَفشٝ ٙيٜ اُ هب٘ٛاىٜ

اُ ثيٗ ٕٞٝ ه٣ٛ٦ ٖٔشميٓ ٚال٬ ، ٚال٬ ثَ آٖ ىاىٜ ٙيٜ إز Cٚ ٘م٦ٝ  Aهٓ ٕٞٛاٍ
 وٙيٓ.إز ٍا ا٘شوبة ٔي Cىٍ  Aىٍ ٝفلٝ يىي ٍا وٝ ثٟشَيٗ سمَيت ثَاي ٍفشبٍ 

وٝ Cإز. ثب ىٍ ٘٪ٌََفشٗ يه ه٤ ٌٌٍ٘يٜ اُ  Cىٍ Aاِجشٝ يه ػٛاة ه٤ ٕٔبٓ 

A  ٍٝا ىٍ ٘م٦D ِٝ٘ىيه ثC وٙي ٚ ٕذٔ ٌَفشٗ كي ثٝ ٥ٍٛي وٝ ايٗ ه٤ ل٬٦ ٔي

ٙٛى.  ايٗ ٦ّٔت ٔٚبٞيٜ ٔي، ٔيُ وٙي Cثٝ  Dاي وٝ ٌٛ٘ٝىٍٚاٖ وٙي ثٝ Cكَٛ 

 ه٤ ٕٔبٓ إز. ، ه٤ كبُٝ اُ ايٗ كي

اي سٕٛٮٝ ىاىٜ ٚ ثٝ ى٘جبَ سمَيجي ٖٞشيٓ وٝ ثشٛاٖ ػٟز هٓ ٌٛ٘ٝاوٖٙٛ ايٗ اييٜ ٍا ثٝ 

A ٍىC  ٓهٕييٌي ىٍ آٖ ٘م٦ٝ ٍا ا٘ٮىبٓ ىٞي. ثٝ ىِيُ ايٙىٝ ه٣ٛ٦ ٖٔشمي ٚ

وبٍ ٞبي سمَيجي ٍا ثٝثَهي ىيٍَ اُ هب٘ٛاىٜ هٓ، ٔٙٮىٔ وٙٙيٜ ٍفشبٍ هٕييٌي ٘يٖز

ؿٖٛ َٞ ٕٝ ٘م٦ٝ ىٍ ، ثَيٓوبٍ ٔيٞبي ٚال٬ ىٍ ٝفلٝ ٍا ثٝثَيٓ. هب٘ٛاىٜ ٕٞٝ ىائَٜي

ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٚ  Cِ٘ىيه  ٦1D ٚ2Dٝ وٙي. ىٚ ٘مٝفلٝ يه ىايَٜ يىشب ٔٮيٗ ٔي

كي  Cثٝ  1D  ٚ2Dي ٌٌٍ٘يٜ اُ ايٗ ٕٝ ٘م٦ٝ ٍا سَٕيٓ وٙيي ٚ سلز ٔيُ ىايَٜ

 Aٙٛى وٝ لبثّيز ا٘ٮىبٓ هٛاٛ هٛإشٝ ٙيٜ ٍا اُ اي ٔيٌيَيٓ. ايٗ ٔٙؼَ ثٝ ىايَٜ ٔي

ٞبي ٚال٬ ىٍ ٝفلٝ ىٍ ٔوشٞبر ٍا ىاٍى )ٕٔبٓ ٚ هٕييٌي(. هب٘ٛاىٜ سٕبْ ىايَٜ Cىٍ 

 ٙٛى:بٍسي ثب ٔٮبىِٝ ُيَ سٛٝيف ٔيىو

(5-41)                      
    

2 2 2

0 0 ,x x y y R    

0وٝ ىٍ آٖ ٕٝ ٔشغيَ  0,x y  ٚR ٝ٥ٍٛ ٔٙبٕت ثَاي دبٍأشَٞبي آُاى ثٛىٜ وٝ ثبيي ث

ي ٕٝ سمَيت هٓ ىاىٜ ٙيٜ ىٍ يه ٘م٦ٝ ا٘شوبة ٙٛ٘ي. ثٙبثَايٗ ٔي ثيٙيٓ وٝ هب٘ٛاىٜ

سٛا٘يٓ يه ثٟشَ ٍٔٛى ٘يبُ إز. ٔيٞبي ٦ٖٔق ثَاي ٍٕييٖ ثٝ سمَيت دبٍأشَي اُ هٓ

2ٕٟٕي اُ هب٘ٛاىٜ  ,ax bx c  ٓأب ايٗ ٫ٛ٘ سمَيت وٕي غيَ ٔٮَٕٛ إز.، ثىبٍ ثجَي 

 ثٝ ى٘جبَ سمَيت هٓ ٦ٖٔق، ىٍ كبِز وّي
(5-42)                                        tr r 

0tىٍ ٘م٦ٝ t  ثب ٔٮَفي هب٘ٛاىٜ دبٍأشَي
n ٓٞبي ُيَ ٖٞشيٓ:اُ ه 

 1, , , 0,nF a a r 
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,1وٝ ىٍ آٖ  , na a سٮياى 9دبٍأشَٞبي آُاى ٖٞشٙي .n  ٝ٘م٦ 

              0, , -1kt k nr 

( وٝ ٕٞٝ 42-5اُ هٓ )
kt  ٝ0ثt ٌيَيٓ. ثب ىٍ اهشيبٍ ىاٙشٗ ِ٘ىيه ٖٞشٙي ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي

n  ُدبٍأشَ آُاى لبىٍ ٖٞشيٓ وٝ هٕي ٍا ا
n ٌٌٍى. ايٗ ثيبثيٓ وٝ اُ ايٗ ٘مب٣ ٔي

 ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ ىٕشٍبٜ

(5-43     )                 

  

  

  

0 1

1 1

1

, , , 0,

, , , 0,

                               

1 , , , 0,

n

n

n n

F t a a

F t a a

F t a a





 

r

r

r

 

,1هي اُ دبٍٔشَٞبي ثَاي ثَ , na a وٙيٓ وٝ ٝبىق إز. فَٟ ٔيia  ٝثٖشٍي ث
kt 

اي وٝ ٚلشي ٕٞٝ ٌٛ٘ٝىاٙشٝ ثبٙي ثٝ
kt  ٝ0ثt وٙئيُ ٔي ،ia  ثٝ ٥ٍٛ ديٕٛشٝ ثٝ ثَهي

ٔيُ ٔي وٙي. ثٙبثَايٗ هٓ  ibٔمبىيَ ٔشٙب٩َ  1, , , 0nF b b r يبثيٓ وٝ ٍا ٔي

 إز ٚ ىاٍيٓ: 0t( ىٍ 42-5ثٟشَيٗ سمَيت ثَاي ٍفشبٍ )

(5-44  )                        0 1, , , 0.nF t b b r 

ىٕز آٍٚىٖ هٓ ٍٔٛى ٘يبُ إشفبىٜ اُ ؿٙيٗ كي ثَاي ثٝ، ٭ٙٛاٖ يه ٫ٛ١ٛٔ ٭ّٕيثٝ

 0tٌيَي َْٕٔٛ ٘يٖز. ثٟشَ إز َٙاي٦ي ىاٙشٝ ثبٙيٓ وٝ سٟٙب ٔٚوٞبر هٓ ىٍ 

سٛا٘يٓ ٔؼٕٛ٭ٝ ٔي، ىٌٍيَ ثبٙٙي. ثٝ ىِيُ ايٙىٝ هٛٗ سٮَيفي كيٌيَي فَٟ ٙيٜ إز

َٔست اُ ٘مب٣ 
kt :ٍٓا ىٍ ٘٪َ ثٍيَي 

0 1 1.nt t t    
,1ىٍ ايٗ كبِز فَٟ وٙيي  , na a ( ثبٙي ٚ سبث٬ سه ٔشغيَٜ ُيَ اُ 43-5ػٛاثي ثَاي )

 ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي ٌيَيٓ: tٔشغيَ 

    1, , , nf t F t a a r 

                                                                                                                                        

n0t
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ktايٗ سبث٬ ىٍ  t  0ثَاي, , 1k n  وٕه ل٢يٝ ٍَ ٘مب٣ ٙٛى. ثٝٝفَ ٔي

  1, 1, , 1k k kt t t k n
    ٝوٝ ٥ٍٛيٚػٛى ىاٍ٘ي ث  0.kf t   ٗىٍ كي .

ktكيٌيَي سٕبْ    ٝث.t ثٙبثَايٗ ىاٍيٓ:، وٙٙئيُ ٔي 

  
0

1, , , 0.n

t t

d
F t b b

dt 

r 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝ سبث٬ثٝ

    1, , , nf t F t b b  r 

1n   ٝفَ ىٍ ٘مب٣
1 1nt t 
    ٌيَى. ثٙبثَايٗ ٥جك ل٢يٝ ٍَ ٘م٦ٝ ٔيkt   ٍٚي

دبٍٜ ه٤  1,k kt t
  ٝوٝ ٥ٍٛيٚػٛى ىاٍى ث  0kf t    ثٮي اُ كي ٌيَي اّٝي .

 هٛاٞيٓ ىاٙز:

  
0

12
, , , 0.n

t t

d
F t b b

dt 

r 

1nثب سىَاٍ ايٗ فَايٙي ثَاي ٔٚشك سب َٔسجٝ   ،ٝآٍٚيٓ:ىٕز ٔيَٙاي٤ ُيَ ٍا ث 

    
0

1, , , 0            1 .
k

nk

t t

d
F t b b k n

dt


  r 

ثبيي س٤ٕٛ هٓ ٍٔٛى ٘٪َ اُ هب٘ٛاىٜ ٣َٙ وٝ  n، (44-5َٕٞاٜ )ٞب ثٝايٗ
n  اػَا ٙٛى

1nىٞٙي. ٭يى ٍا سٚىيُ ٔي  ٝ( سٮَيف 42-5ثيٗ ايٗ هٓ ٚ ) َٔسجٝ ثَهٍٛى٭ٙٛاٖ ٍا ث

 وٙيٓ.ٔي

 ّبگستزدُ، ثزخَرد خن ثب دايزُ

 ٌَىيٓ ٚ ايٗ َٙاي٤ ٍا ثَاي سمَيت هٓاوٖٙٛ ثٝ ٖٔبِٝ لجّي ثبُ ٔي

   1 2x t y t r i i 

0tىٍ ٘م٦ٝ  t ( ٜثىبٍ ٔي41-5س٤ٕٛ يه ىايَٜ اُ هب٘ٛاى ) ثَيٓ. ٕٝ ٔشغيَ آُاى

0 0, ,x y R :ثبيي ىٍ ىٕشٍبٜ ُيَ ٝيق وٙٙي 
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     

         

             

2 2 2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

                               ,

                 2 2 0,

2 2 2 2 0.

x t x y t y R

x t x x t y t y y t

x t x t x x t y t y t y y t

   

    

        

 

 وٙي:ٞب ايؼبة ٔيثٛيْٜ ػٛاة ايٗ

    
       

3
2 2

0 0
2

2

0 0 0 0

.
x t y t

R
x t y t x t y t

       


     

 

1ٔي ثيٙيٓ وٝ هٕييٌي  R  اُ ىايَٜ ثب هٕييٌي
1k  ٖٛاُ هٓ ٦ٙٔجك إز. ؿ

ثب اٍُٗ إز وٝ ٖٔبِٝ ٍا ثب ٕ٘بىٞبي ثَىاٍي  ، ىٙٛاٍ ٖٞشٙي 0x ٚ0yٞبي  فََٔٛ

 ىٚثبٍٜ ٥َف وٙيٓ.

 َٔوِ ىايَٜ ثَهٍٛى ُيَ ثبٙي. 0rفَٟ وٙيي 

 
2 2

0 .R r r 

فَٟ وٙيي هٕي س٤ٕٛ دبٍأشَٕبُي  sr r  ِٝىاىٜ ٙيٜ ثبٙي. ثَاي كُ ايٗ ٖٔب

 وٙيٓ:سٮَيف ٔي، ثَهٍٛى َٔسجٝ ىْٚ

    
2 2

0F s s R  r r 

 ٚ ىاٍيٓ:

     0 00,       0,        0,  F s F s F s   

 يب

  

    

    

2 2

0 0

0 0 0

0 0 0 1

                   0,

          2  . 0,

   2+2  . 0.

s R

s r s

s s k





  

 

 

r r

r

r r

 

ثَىاٍ ، ثٝ وٕه ٔٮبىِٝ ىْٚ  0 0s r r  ٓثَ ٕٔب 0s ىٍ٘شيؼٝ ىٍ ػٟز ، ٕٛى إز٭

لبئٓ  0s :ٓإز ٚ ىاٍي 

      0 0 0 0 0 . .s s s R     r r r r 
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11وٙي وٝ ايٗ ٔٮبىِٝ ٚ ٔٮبىِٝ ْٕٛ ايؼبة ٔي 0k R  ، ٝ11ىٍ٘شيؼR k  ٕٞب٘ٙي

 آ٘ـٝ ثبلا ثيبٖ ٙي.

ٙٛى. ٔٮبىِٝ ٌٖشَىٜ ثَاثَ ٘بٔييٜ ٔي ٌٖشَىٜ هٓٞبي ثَهٍٛى هٓ وبٖ٘ٛ َٔاوِ ىايَٜ

 إز ثب

      1,     1t r t R t R k    

يب ىٍ ٙىُ دبٍأشَي ىوبٍسي   ,  : 
2 2 2 2

,       .
x y x y

x y y x
x y x y x y x y

 
    

    
        

 

 ام ثيي خن ٍ سغحnثزخَرد هزتجِ 

اْ ثيٗ هٓ ف٢بيي nسٛا٘يٓ ٖٔبِٝ ثَهٍٛى َٔسجٝ ثٝ ٥َيك ٔٚبثٝ ٔي tr r  ٍى

0t t ٜ1ٚ يه ٝفلٝ اُ هب٘ٛاىn  :ٓدبٍأشَي اُ ٝفلٝ ١ٕٙي ُيَ كُ وٙي 

 1 1, , , 0.nF a a  r 

اي ٌَٛ٘ٝٞ ؿيِ ٝفلٝ لجُ ثبيي وّٕٝ ثٝ وّٕٝ سىَاٍ ٙٛى. اثشيا يه ٦ٕق اُ هب٘ٛاىٜ ثٝ

1nوٙيٓ وٝ ثَ هٓ ىٍ ا٘شوبة ٔي   ٝ0٘م٦ٝ ِ٘ىيه ثt  ٦ٙٔ1جك ثبٙي. ايٗ ٦ّٔتn  

 ىٞي:ىٕز ٔئٮبىِٝ ثٝ

  

  

  

0 1 1

1 1 1

1 1 1

, , , 0,

, , , 0,

                                 

, , , 0.

n

n

n n

F t a a

F t a a

F t a a





 







r

r

r

 

ثَلَاٍ  nثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ٘شبيغ لجُ ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔٮبىلاسي وٝ ثبيي ىٍ ٘مب٣ ثَهٍٛى َٔسجٝ 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، إز

    
0

1 2 1, , , , 0            0,1, , ,
k

nk

t t

d
F r t b b b k n

dt




  
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إز   ٚوٝ ٙبُٔ  A٭ٙٛاٖ ٝفلٝ ٌٌٍ٘يٜ اُ ثٝ Aٝفلٝ ثٕٛبٖ ثَ هٓ ىٍ ٘م٦ٝ 

سٛاٖ ثٝ ٭ٙٛاٖ ٦ٕلي اُ ٓ. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ايٗ ٝفلٝ ٍا ٘يِ ٔيايٍا ٔٮَفي وَىٜ

 ثَهٍٛى َٔسجٝ ىٚ سٮَيف وَى.

هٛا٘ٙيٜ ثبيي ىٍ ٘٪َ ىاٙشٝ ثبٙي وٝ ؿٍٛ٘ٝ ايٗ ٔلاك٪بر ٍا ثَاي ٖٔبِٝ ثَهٍٛى َٔسجٝ  

n .ثيٗ ٦ٕق ٔفَٟٚ ٚ ٦ٕلي اُ هب٘ٛاىٜ ؿٙي دبٍأشَي اُ ٦ٕٛف ثىبٍ ثَى 

هٍٛى َٔسجٝ ْٕٛ ثيٗ يه هٓ ف٢بيي ٚ يه وَٜ ٍا ثٍَٕي ٖٔبِٝ ثَ .36-9توزيي 

11Rوٙيي. ثب لَاٍ ىاىٖ  k  ٚ َٜ٘ٚبٖ ىٞيي )ىٍ دبٍٔشَي ٕبُي ٥جيٮي(:، ٙٮب٫ و 
2 2 2 2

2 .R R k   
ٕٞـٙيٗ ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ َٔوِ ثَهٍٛى وَٜ ٍٚي ه٤ ٖٔشميٓ ٌٌٍ٘يٜ اُ َٔوِ هٕييٌي 

 اي ٍٚي هٓ إز.اّٝي إز وٝ ٔٛاُي لبئٓ ىْٚ ىٍ ٘م٦ٝ

 ثَسبىسْوَي  9-8

سمَيت ٦ٕق ثٝ وٕه ٦ٕلي وٝ ٍفشبٍ ، ٍٞٙبْ ثٍَٕي ٕبهشبٍ ٦ٕق ىٍ يه ٘م٦ٝ

ٟٔٚٛى إز ٔٙبٕت هٛاٞي ثٛى. يه ٦ٕق وَٚي ثَاي ايٗ ٔٙ٪ٍٛ ٘بوبفي إز ُيَا 

سٛا٘يٓ اُ ٕٟٕٛي ثٕٛبٖ ٔي، ىاٍاي هٕييٌي يىٖب٘ي ىٍ سٕبْ ػٟبر إز. ثَٟكبَ

ٕٟٕٛي ٍا اُ ٘م٦ٝ ٘٪َ سمَيت ٍٔٛى  ( إشفبىٜ وٙيٓ. اوٖٙٛ اي31ٗ-5ٔٮَفي ٙيٜ ىٍ )

 ىٞيٓ.ثٍَٕي ٔؼيى لَاٍ ٔي

 Oيه ٘م٦ٝ طبثز ٍٚي ٦ٕق ٚ فَٟ وٙيٓ وٝ ٦ٕق ثميٍ وبفي ىٍ  Oفَٟ وٙيي 

وٙيٓ ٚ ؿبٍؿٛة ٝفلٝ ثٕٛبٖ ٍا ٔٚوٜ ٔي Oٕٞٛاٍ ثبٙي. ىٍ 1 2, ,i i n  ٝو

 1 2,i i  ؿبٍؿٛثي ثب ٔجياءO  ٚ ٍٖٚي ٝفلٝ ثٕٛبn  ٖوٝ ثَ ٦ٕق ٚ ٝفلٝ ثٕٛب

ٔوشٞبر ىوبٍسي ، وٙيٓ. ثَاي يه ٦ٕق ٕٞٛاٍ٭ٕٛى إز ٍا ٔٮَفي ٔي ,x y  ٘٘م

ٍا ث٦ٍٛ يىشب سٮييٗ  Oوٙي ُيَا َٞ ٘م٦ٝ ٍٚي ٝفلٝ ىٍ ٦ٕٛف ٔوشٞبسي ٍا ايفب ٔي

ي سٛاٖ س٤ٕٛ ٔٮبىٍِٝا ٔي Oوٙي. ٦ٕق ىٍ ٔؼبٍٚرٔي ,z x y  َٟسٛٝيف وَى. ف

وٙيٓ ٔي ,z x y ِ٘ىيىيO ك ىْٚ ديٕٛشٝ ثبٙي. ىٍ ٕٖٞبيٍي ىاٍاي ٔٚش 0,0 

ٔي ٚا٘يٓ اُ ث٤ٖ سيٍّٛ  ,z z x y :ٓإشفبىٜ وٙي 
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       

   2 2 2 2

, 0,0 0,0 0,0

1
            2 + , , 

2

x y

xx xy yy

z x y z z x z y

z x z xy z y x y

  

  
 

x,ٞبيوٝ ا٘يئ y ٌٝيَي ػِيي ٖ٘جز ثٝ سَسيت ىلاِز ثَ ٔٚشكث,x y  ٍىاٍ٘ي )ٚ ى

ٌٖشَىٜ ىٍ ٘م٦ٝ ، ايٗ ثو٘ 0,0  إز(. ؿٖٛ ٔوشٞبر ,x y  ٍىٍ ٝفلٝ ثٕٛبٖ لَا

 ٞبي ػِيي ثَاثَ٘ي ثب:ٔٚشك، ىاٍى

   0,0 0,       0,0 0.x yz z  

، ثب ا٘شوبة ٔجياء 0,0 0z :ثٙبثَايٗ ث٤ٖ سيٍّٛ ثَاثَ إز ثب  . 

(5-45   )       2 2 2 21
, 2 , .

2
xx xy yyz x y z x z xy z y x y    

 ٌيَيٓ:اوٖٙٛ ٕٟٕٛي ُيَ ٍا ىٍ ٘٪َ ٔي

(5-46   )              2 21
, 2 .

2
xx xy yyz x y z x z xy z y   

( وٛؿه إز )ٕٞب٦ٍ٘ٛي 46-5( ٚ )45-5ٞبي سٛٝيف ٙيٜ س٤ٕٛ )اهشلاف ثيٗ ٝفلٝ

ىٞي(. ايٗ ٦ّٔت ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ ٕٟٕٛي ثٕٛب٘ي إز وٝ ٍفشبٍ ٘ٚبٖ ٔي oوٝ ػّٕٝ

سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ وٙي. ثب سغييَ ٔوشٞبر ؿبٍؿٛة ٔيٍا سمَيت ٔي ٦Oٝ ٦ٕق ىٍ ٘م

,( ٦ٙٔجك إز. 31-5( ثَ )46-5ٕٟٕٛي ) ,L M N  ٝ١َايت آٖ ىٍ ٘م٦O .ٖٞشٙي 

وٙيٓ وٝ ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي اُ ٦ٕق اِٚيٝ ىٍ ٘م٦ٝ ثَ ٕٟٕٛي اوٖٙٛ سٛػٝ ٔي

 ىٞيٓ:ٔيٞب ثب هٕييٌي لبئٓ يىٖبٖ إز. لَاٍ ٌِِٞٛٛي ٦ٙٔجك إز ٚ ٔٛلٮيز

     0,0 ,      0,0 ,      0,0 ,  xx xy yyr z s z t z   

 ثٙبثَايٗ ٔٮبىِٝ ٕٟٕٛي ثٕٛبٖ ثَاثَ إز ثب:

 2 21
2 .

2
z rx sxy ty   

ياُ ٔمب٬٥ ثَٙي ٕٟٕٛي ثٕٛبٖ ثب ىٚ ٝفلٝ xyاوٖٙٛ سٞٛيَ ثَ ٝفلٝ ٔوشٞبسي

0,  h z h   ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٔٚوٜ ٔيوٙيٓ. ايٗ هٓ ثٍٝا سَٕيٓ ٔي 

(5-47)                         2 21
2 .

2
rx sxy ty h   
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ٌٖٛ ثبٙي ٌٖٛ يه ثي٢يايٗ هٓ يه ثي٢ي إز ٌَٞبٜ ٕٟٕي 2 0rt s   ٚ إز

ٌٖٛ ثبٙي يب يه ٌِِٞٛٛي إز ٌَٞبٜ يه ٌِِٞٛي 2 0rt s   ُيب يه هب٘ٛاىٜ ا ٚ

ٌٖٛ ثبٙي ٞبي ٍإز إز ٌَٞبٜ ٕٟٕيه٤ 2 0rt s سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ٙٮب٫ . ٔي

x:هٕييٌي لبئٓ ٦ٕق ىٍ ػٟز  y ( ٓ5ثب َٔث٬ فبّٝٝ اُ ٔجياء ثٝ ٘م٦ٝ ٚال٬ ىٍ ه-

 ٘بٔيٓ.ٔي ٘ٚبٍَ٘ ىٚدَيٗهٓ ٍا  ( ٌَفشٝ ٙيٜ ىٍ ٕٞبٖ ػٟز ٔشٙبٕت إز. اي47ٗ

ٞبي ثوٞٛٛ ٘ٚبٍَ٘ ىٚدَيٗ هٓ اُ َٔسجٝ ىْٚ ٍٚي ٝفلٝ إز ٚ ثٙبثَايٗ ىاٍاي ػٟز

ٞبي ثوٞٛٛ ثٝ ٭ٙٛاٖ )ٔلٍٛٞب( ٚ ٔمبىيَ ثوٞٛٛ ثَاي ٔٚوٜ وَىٖ هٓ إز. ػٟز

ٙٛ٘ي. ىٍ ثو٘ ثٮيي ايٗ ٙىُ ٍا اُ ٘م٦ٝ ٘٪َ ىيٍَي ٙٙبهشٝ ٔي ٞبي اّٝيػٟز

 وٙيٓ.ثٍَٕي ٔي

 ّبي اصلي سغح خويذگي 9 -9

وٙيٓ. ثب اوٖٙٛ هٛاٛ ٦ٕق ثب ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي آٖ ٍا ثب ػِئيبر ثيٚشَي ثٍَٕي ٔي

1ثىبٌٍيَي  2,u u u  ،ىٞيٓ . ٕٞـٙيٗ اُ ٞب ٍا ثيٖٚ ا٘يئ ٘ٚبٖ ٔئوشٞبر

u,ٞبي ا٘يئ  وٙيٓ:ثَاي ٘ٚبٖ ىاىٖ ٔٚشمبر ػِيي إشفبىٜ ٔي 

1 2,      ,      ,      .u u u
u u


 

   
     

   

r r n n
r r r r n n 

 ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ثَاثَ إز ثب:
2 22  . ,Ldu Mdu d Nd d d     r n 

 وٝ

 . ,      . ,       . .uu uL M N   r n r n r n 
 ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي: Pىٍ ٘م٦ٝ  nاِٚيٗ ٔٚشك اُ 

.ud du d  n n n 
dٔٚشك آٖ ثَ ، يه ثَىاٍ يىٝ إز nؿٖٛ  n  ٍ٭ٕٛى إز ٚ ىٍ ٝفلٝ ثٕٛبٖ ٦ٕق ى

udىا٘يٓ وٝ ٔٚشكلَاٍ ىاٍى. ٕٞـٙيٗ ٔي n٘م٦ٝ  du d  r r r  ٖىٍ ٝفلٝ ثٕٛب

dٞبي  لَاٍ ىاٍى. اوٖٙٛ اٍسجب٣ ثيٗ ٔٚشك Pىٍ  r ٚd n  ٖ٘جز ثٝ ٔشغيَٞبي,du dv 

وٙيٓ. ٚا١ق إز وٝ ايٗ اٍسجب٣ يَٞبي ٖٔشمُ ٖٞشٙي ٍا ثٍَٕي ٔيوٝ اوٖٙٛ ٔشغ
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dٍٝٛر سٙب٩َ ه٦ي  ثٝ dr n  إز. ثٙبثَايٗ سبٍٖ٘ٛ ىٚ ثٮيي ف٢بييA ٝاي ٌٛ٘ٝ ث

 ٙٛى وٝ:سٮَيف ٔي

 . .d dn A r 
 . ايٗ سبٍٖ٘ٛ ث٦ٍٛ وبُٔ س٤ٕٛ ٔمبىيَ  n A r  ٚ . u un A r ٙٛى.ٔٚوٜ ٔي 

 ٔشمبٍٖ إز. Aسبٍٖ٘ٛ  .9-9لن 

وبفي إز وٝ ٔٮبىِٝ ُيَ ثَاي ػفز ثَىاٍٞبي ٖٔشمُ ه٦ي  احجبت. 1 2 ,x x  اطجبر

 ٙٛى.

   1 2 2 1.  . .  . x A x x A x 

 وٙيٓ وٝٔلاك٪ٝ ٔي Aثَاي ٘ٚبٖ ىاىٖ سمبٍٖ 

  .  .  . .u u u r A r r n 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝثٝ

  .  .  . .u u r A r r n 

 ٙٛى:اُ اسلبى ُيَ ٘شيؼٝ ٔي Aسمبٍٖ 

 .  . ;u u r n r n 
0u . ايٗ اسلبى ثٕٛيّٝ ٔٚشك اُ اسلبى n r  ٖٝ٘جز ث ٔ0 . ٚ ٕذ n r ٖٝ٘جز ث

u   ُٔكٌف ػّٕٝ ٙب ٚuvr ٝآيي.  ىٕز ٔيث 

ىا٘يٓ وٝ سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ىاٍاي ٔمبىيَ ٚيْٜ كميمي إز؛ ىٍ ايٗ كبِز ثي٘ اُ ىٚ ٔي

1سَسيت ٔشٙب٩َ ثب ثَىاٍٞبي ٚيْٜ ىٚ ثٝ ىٚ ٔشٮبٔي وٝ ثٝ 1  ٚ2ٔمياٍ ٚيْٜ  2 ,  x x 

1ٚػٛى ٘ياٍى )اٌَ  2 .) 

ٍٝٛرسٛا٘ي ثٝيبثيٓ. يه ثَىاٍ ىٍ ٝفلٝ ثٕٛبٖ ٔياوٖٙٛ ٔٮبىِٝ ٔمبىيَ ٚيْٜ ٍا ٔي

 yux r r r  ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٙٛى ُيَا  , u r r ٝوٕه سٮَيف يه دبيٝ ثَاي آٖ إز. ث

A :ٓىاٍي 

  .  y .u ux x y   A r r n n 

y ، اُ ٥َف ىيٍَ 0ux  r r  ٌَيه ثَىاٍ ٚيْٜ إز ا  ٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي ثٝ ٥ٍٛي

 وٝ

    .  y  y .u ux x   A r r r r 
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 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٙبثَايٗ ثَاي ثَىاٍٞبي ٔٚبثٝ ثٝ

(5-48)                        y .u ux y x   n n r r 

٭ٙٛاٖ ػٟز اّٝي اُ ثو٘ لجُ ثيٙيٓ وٝ يه ثَىاٍ ٚيْٜ س٤ٕٛ ٣َٙ ٔٚبثٟي ثٝٔي

dؿٖٛ ايٗ ٔٮبىِٝ ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ ىٍ آٖ ، سٮَيف ٙيٜ إز r  ٚd n  ٔٛاُي

 ٖٞشٙي ٍا ثيبثيٓ.

آٍٚيٓ. ثَاي ايٗ ٔٙ٪ٍٛ ىٕز ٔياوٖٙٛ ٔٮبىلار إىبَِ ٍا اُ آهَيٗ ٔٮبىِٝ ثَىاٍي ثٝ 

 ىاٍيٓ:( 32-5وٙيٓ. ثٝ وٕه )١َة ىاهّي ٔي rٚ ٕذٔ ىٍ  ur(  ٍا اثشيا ى5-48ٍ)

 . ,      . ,      . ,u u uL M N      n r n r n r 
 ىٍ٘شيؼٝ

 

 

,

.

Lx My Ex Fy

Mx Ny Fx Gy





   

   
 

 ثب ثبُ٘ٛيٖي ىٕشٍبٞي اُ ٔٮبىلار ه٦ي ٍٕٞٗ هٛاٞيٓ ىاٙز:

(5-49     )                
   

   

0,

0,

L E x M F y

M F x N G y

 

 

   

   
 

 ٞبي غيَ ثييٟي إز ٌَٞبٜ ىسَٔيٙب٘٘ ٝفَ ٙٛى:ايٗ ىٕشٍبٜ ىاٍاي ػٛاة

 (5-50)          2 2 22 0.EG F MF EN LG LN M        
، ٞبي اّٝي ٘بٔييٜ ٙيوٝ ثب ىٚ ػٟشي وٝ لجلاً ػٟز 1 ٚ2ىٚ ٍيٚٝ ، ىٍ كبِز وّي

 ىٕز آٍٚى:( ث49ٝ-5اُ ) سٛاٖ ثب كٌف ٔشٙب٩َ ٖٞشٙي. آٟ٘ب ٍا ٔي
2 2

0.

x xy y

E F G

L M N

 

 

x:ثييٗ ٕٚيّٝ ىٚ ػٟز ىٚ ثٝ ىٚ ٔشٮبٔي  y  ٌَ1سٮَيف ٔي وٙيٓ.  ا 2   ْآٍ٘بٜ سٕب

سٛاٖ ىٚ ػٟز ىٚ ثٝ ىٚ ٔشٮبٔي ا٘شوبة وَى ٚ آٟ٘ب ٍا ثٝ ا٘ي. ثٙبثَايٗ ٔيٞب اّٝيػٟز

 ٭ٙٛاٖ اّٝي ىٍ ٘٪َ ٌَفز.
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دَىاُيٓ. ٔي، َ ىيٍَي وٝ ثَايٕبٖ ٕٛالار ٔٚبثٟي ثٝ َٕٞاٜ ىاٍىاوٖٙٛ ثٝ ثٍَٕي ٕٛا

ٞبي لبئٓ اوٖشَٔٓ ىٍ يه ٘م٦ٝ اُ ٦ٕق إز. لجلاً ٘ٚبٖ ىاىيٓ وٝ ٕٛاَ يبفشٗ هٕييٌي

x:ىٍ ػٟز  y ٙٛى:هٕييٌي لبئٓ ٦ٕق س٤ٕٛ فََٔٛ ُيَ ىاىٜ ٔي 
2 2

2 2

2
.

2

Lx Mxy Ny
k

Ex Fxy Gy

 


 
 

x,ثٝ ىِيُ ٍٕٞٙي َٔسجٝ ىْٚ اُ y يبفشٗ سٛا٘يٓ ٖٔبِٝ ٔي، اُ ٍٝٛر ٚ ٔوَع

 ٭ٙٛاٖ ٖٔبِٝ يبفشٗ ٘مب٣ اوٖشَٔٓ سبث٬ٞبي اوٖشَٔٓ ثٝ هٕييٌي
2 22Lx Mxy Ny  

 سلز ٔليٚىيز
2 22 1Ex Fxy Gy   
 ٘مب٣ اوٖشَٔٓ سبث٬ ُيَ، ٍا ثبُ٘ٛيٖي وٙيٓ. ثب ثىبٌٍيَي ٘٪َيٝ ١َايت لاٌَاْ٘

 2 2 2 22 2 ,Lx Mxy Ny k Ex Fxy Gy     

 يبثيٓ:ٙٛى ٍا ٔيوٝ ثٝ ٔٮبىلار ُيَ ٔٙؼَ ٔي

(5-51)                     
   

   

0,

0.

L kE x M kF y

M kF x N kG y

   

   
 

k,اٌَ لَاٍ ىٞيٓ    آٍ٘بٜ ، ٞبي اّٝي يبفز ٙيٜ ثَاثَ ثبٙٙيثييٗ ٔٮٙي وٝ ػٟز

يبفز  1  ٚ2ٙٛى وٝ ا٘ي. ٭لاٜٚ ثَ ايٗ ىييٜ ٔي( ٦ٙٔجك51-5( ٚ )49-5اي )ىٕشٍبٞٝ

ٞبي اوٖشَٔٓ ٦ٕق ىٍ ٘م٦ٝ وٝ هٕييٌي، A٭ٙٛاٖ ٔمبىيَ ٚيْٜ سبٍٖ٘ٛٙيٜ ثٝ

1 1k    ٚ2 2k   ٝٞبي يٚٝٙٛيٓ وٝ آٟ٘ب ٍىٞٙي. يبىآٍٚ ٔيٕز ٔيىٖٞشٙي ٍا ث

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ٖٞشٙي ٚ ثب ثىبٌٍيَي ل٢يٝ ٚيز ث50ٝ-5اي )ػّٕٝؿٙي
2

2 2 1 22 2

2
,      .

EN FM GL LN M
k k k k

EG F EG F

  
  

 
 

1ثب ايٗ ٭جبٍار ىٍ هٕييٌي ٌابٚٓ   2K k k    ٗهٕيايٌي ٔيابٍ٘ي ٚ 1 2 2H k k 

 ايٓ.ٍٚ ثٛىٍٜٚثٝ

ثيٙيٓ وٝ َٞ ىٚ ثَ كٖت ١َايت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ثيبٖ ٙيٜ ا٘ي. ل٢يٝ ٔٮَٚفي اُ ٔي

 ١َايت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ثيبٖ ٙٛى.سٛا٘ي سٟٙب ثَ كٖت ٔي Kٌبٚٓ ٖٞز وٝ 
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فََٔٛ اٚيَّ هٕييٌي لبئٓ ، ٞبيٚبٖ ٔٮّْٛ ٖٞشٙيٞبي اّٝي ٚ ػٟزُٔب٘ي وٝ هٕييٌي

، وٙي ٍا ثب اِٚيٗ ػٟز اّٝي ٕٞبٖ ٘م٦ٝ ٍا سَويت ٔي ىٍ َٞ ػٟز اُ هٓ وٝ ُاٚيٝ 

 :1kٔشٙب٩َ ثب 

1 2cos sin .k k k    

ٍ ٦ٕق ٍا وٙٙي. يه ه٤ ى٦ٕق ٍا سٮَيف ٔي ه٣ٛ٦  هٕييٌيٞبي اّٝي ٦ٕق ػٟز

ٞبي اّٝي ىٍ يه ه٤ هٕييٌي ٌٛييٓ اٌَ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ٕٔبٕ٘ ىٍ ػٟز يىي اُ ػٟز

 ايٗ ٘م٦ٝ اُ ٦ٕق ثبٙي.

du:ٞبيٚبٖ ثب ٌٌٍ٘ي. ثب لَاٍ ىاىٖ ػٟزىٚ ه٤ هٕييٌي اُ يه ٘م٦ٝ ٔي d  ٚ

:u  ٓٞب ٚ ىٚٔي ِٔىٚع ٞب يٚبٖ اِٚيٗ ٔٮبىِٝ ثٝ ٔٮٙي سٮبٔي ػٟز، ىٍ ٔٮبىِٝ ىاٍي

 إز:

 

 

0,

0.

Edu u F du d u Gd

Ldu u M du d u Nd

   

   

   

   
 

٭ٙٛاٖ ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي ٦ٕق ي ه٣ٛ٦ هٕييٌي اُ ٦ٕق ٍا ثٝوٝ هب٘ٛاىٜ َْٕٔٛ إز

0F ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ. ثَاي ايٗ ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ M . 

ٙٛ٘ي اٌَ يه سٙب٩َ يه ثٝ يه ثيٗ ٘مب٣ ٦ٕٛف ٘بٔييٜ ٔي ايِٚٔشَيهىٚ ٝفلٝ      

 ٞبي ٔشٙب٩َ ىٍ ٦ٕٛف ىاٍاي ٥َٛ يىٖب٘ي ثبٙٙي.اي وٝ هٌٓٛ٘ٝثبٙي ثٝ

ق ٚ يه ٦ٕق إشٛا٘ٝ اي ٔظبِي اُ ٦ٕٛف ايِٚٔشَيه ٖٞشٙي ُيَا يه ٦ٕق ٦ٖٔ

 اي ٍا ٍٚي يه ٝفلٝ ثٍٖشَا٘يٓ.سٛا٘يٓ ٦ٕق إشٛا٘ٝ ٔي

 ٙٛى.سٙب٩َ ثيٗ ٘مب٣ ثب س٦بثك ٘مب٣ ىٍ ايٗ ٌٖشَٗ ٔٮيٗ ٔي

اي ىيٍَ . ٦ٕلي ىيٍَ ٚ ٘م٦ٝ 1Aسٛا٘يٓ ثٝ ايِٚٔشَي ١ٛٔٮي يه ٦ٕق ىٍ ٘م٦ٝ ٔي

2B ٓٞبيي اُ ٘مب٣ ٍٚي ٦ٕٛف ثبٙٙي وٝ ايِٚٔشَ ثبٙٙي.ٕٖٞبيٍياٌَ ، اٙبٍٜ وٙي 

ٞبيي اُ ٕبُيىٚ ٦ٕق ٕٞٛاٍ ث٦ٍٛ ١ٛٔٮي ايِٚ ٔشَيه ٖٞشٙي اٌَ ٚ سٟٙب اٌَ دبٍأشَي

 ٦ٕٛف ىٍ ٘مب٣ ٔشٙب٩َ ثبٙٙي وٝ ١َايت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ٦ٕٛف ٦ٙٔجك ثبٙٙي:

1 2 1 2 1 2,     ,     .    E E F F G G   
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٘بٔيٓ اٌَ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ثٝ ٥ٍٛ ١ٛٔٮي ثب ٝفلٝ ايِٚٔشَ ثبٙي.  ٌٖشَٗ دٌيَيه ٦ٕق ٍا 

يه ٦ٕق ٌٖشَٗ دٌيَ إز اٌَ ٚ سٟٙب اٌَ هٕييٌي ٌبٚٓ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ، ىيٍَ٭جبٍرثٝ

 ٝفَ ثبٙي.

٦ٕٛف ثب هٕييٌي ٌبٕٚي يىجبٍ ىٍ ٖٔبِٝ يبفشٗ ٦ٕٛف ف٢بيي اُ ٦ٕق ٔيٙيٕبَ ثب َُٔ 

ٙىُ ٔفَٟٚ ثب فيّٓ ٝبثٛ٘ي ٍٚي ، فيِيىي ٔفَٟٚ دييياٍ ٙي٘ي. ايٗ ٖٔبِٝ ٍٔٛى ٭لالٝ

يه ؿبٍؿٛة ٕيٕي ٍا سٛٝيف ٔي وٙي. اَّ٘ي ؿٙيٗ فيّٓ ٝبثٛ٘ي ثب ٖٔبكش٘ ٔشٙبٕت 

ىٍ كميمز ٦ٕلي ثب ٔيٙيٕٓ ٖٔبكز ، ٌيَىإز ٚ ثٙبثَايٗ ٙىّي وٝ ؿٙيٗ فيّٕي ٔي

 إز.

 سغَح دٍراى 9-91

 اٖ هٕي ثب ٔٚوٞٝ ُيَىٍ ٭ُٕ ٦ٕٛف ىٍٚاٖ ثٖيبٍ ُيبىا٘ي. فَٟ وٙيي ٦ٕق اُ ىٍٚ

(5-52      )                   ,       ,x u z u   

 ٍا ثجيٙيي(: 3-5سٚىيُ ٙيٜ ثبٙي )ٙىُ  zكَٛ ٔلٍٛ xzىٍ ٝفلٝ 

ٍٕيٓ؛ ايٗ ٍا ٔي zاي ثب َٔوِ ٚال٬ ىٍ ٔلٍٛطبثز فَٟ ٙٛى ثٝ ىايَٜ uٍٞٙبٔي وٝ 

اُ ٝفلٝ  ُاٚيٝ ىٍٚاٖ ، ٘بٔيٓ. ثَاي سٮَيف يه ٘م٦ٝ ٍٚي ٔياٍ يٛٔيٝٔي يٛٔيٝٔياٍ 

xz وٙيٓ. ٍٞٙبٔي وٝ ٍا ٔٮَفي ٔي هٕي ِٔىٚع ثب ٘ٞف اِٟٙبٍ ٌيَيٓ ثٝ ٍا طبثز ٔي

 ٍٕيٓ.( ٔي52-5هٓ اِٚيٝ )

 ( ثَاثَ إز ثب:52-5ٙٛى وٝ ٔٮبىلار ٦ٕق ىٍٚاٖ ٔشٙب٩َ ثب )إٓب٘ي ىييٜ ٔيثٝ

     cos ,       sin ,       .x u y u z u       

 يبثيٓ:اوٖٙٛ ١َايت اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ٦ٕق ٍا ٔي

   

     

   

2 22 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

cos sin ,

cos sin sin cos 0,

sin cos .

u u u

u u u

u u u

E x y z

F x x y y z z

G x y z

  

      

       

    

           

       

      
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 zدٍراى حَل هحَرسغح حبصل اس  3-9ضكل 

 

0Fسٛػٝ وٙيي وٝ   ٕبُي إز. ثٙبثَايٗ ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي سٮبٔي ٙجىٝ دبٍٔشَي

 ثَاثَ إز ثب:

   
2 2 2 2 2 2.ds du d       

  ٞبي ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ىاٍيٓ:ثَاي ِٔٛفٝ

 

 

2 2 2

2

. ??
,

.
0,

u u u

u u u

uu u

u

u u u

u u u

u u

u

x y z

x y z

x y z
L

EG F

x y z

x y z

x y z
M

EG F

  

   



  

    



  

 

    
  

   


  

 

r r r

r r

r r r

r r

 

ٚ 

 
2 2 2

.
.

u u u

u u u

u

u

x y z

x y z

x y z
N

EG F

  

    



 

 

 
  

   

r r r

r r
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 ثٙبثَايٗ ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ثَاثَ إز ثب:

2 2

2 2 2 2
 . .d d du du

     

   

   
  

    
n r 

0Mهٛاٞيٓ ىيي وٝ   ،ثٙبثَايٗ 10وٝ ثٝ ٔٮٙي ِٔىٚع ثٛىٖ ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي إز .

 ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي ٦ٕق ىٍٚاٖ ثَاثَ ه٣ٛ٦ هٕييٌي ٖٞشٙي.

 هٕييٌي اّٝي ٦ٕق ىٍٚاٖ ٍا ثيبثيي. .37-9توزيي 

 ٦ّٔٛة إز اِٚيٗ ٙىُ إبٕي )اِف( ٝفلٝ ٚ )ة( وَٜ. .38-9توزيي 

ٞبي ٦ّٔٛة إز اِٚيٗ ٚ ىٚٔيٗ ٙىُ إبٕي ثَاي َٞ يه اُ ٕٟٕٛي .39-9توزيي 

2ُيَ: )اِف(  2z x y  ، )2)ة 2z x y  ،  )2)حz x. 

 ثيبثيي. H ٚKَٞ يه اُ ايٗ كبلار  ثَاي

 خني عيعج هعبدلات 9-99

 سٛاث٬ ييوٙ فَٟ 1k s ٚ  2k s ُي ٮي٥ج دبٍأشَ اs ٝثبُٜي ٍٚ و  0 1,s s ٕٛشٝيد 

 ٚ ثٛىٜ 1k s يي ف٢ب هٓ هي بيآ ٓيثيا٘ ٓيىاٍ ُيسٕب. ىاٍى ٚػٛى، إز ٔظجزي سبثٮ

ي اّٝي يٌيهٕي ىاٍا وٝ ىاٍى ٚػٛى 1k s ٚ سبة  2k s– ي ٞبيثٍَٕ ثبٙي؟

 ٔليٚىٜ ىٍ هٓ ٗيا آٍ٘بٜ ثبٙي ىاٙشٝ ٚػٛىي هٕ ٗيؿٙ اٌَ وٝ ىٞيئ ٘ٚبٖي ٞٙيٕ

 ٗيا هٓ ىٚ اٌَ وٝ إز ٔٮٙب ثياٖ ٗيا. ٙٛىئ ٗييسٮ ىشبي ٍٝٛر ثٝ ّٝت كَوبر

 آٟ٘ب اُي ىي ىٍٚاٖ ٚيي ػبػبثٝ ٕذٔ ٚ ف٢ب ىٍ آٟ٘ب ا٘شمبَ، ٓيثبٙ ىاٙشٝي ٙيؿٙ

 ٞب هٓ ٘مب٣ ٝيوّ، ثبٙي ٦ٙٔجك ثَٞٓ ٘مب٣ آٖي ٞبوٙغ ٚ ٚبٖياثشيا ٘مب٣ وٝي ا ٌٛ٘ٝ ثٝ

 . ٖٞشٙي ٦ٙٔجك ثَٞٓ ِي٘

                                                                                                                                        
10 

:du d:u 

( ) 0Ldu u M duv dv u Ndv v     
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 ٍٝٛرثٝ ٞبهٓ ٙىُ دٔ. ىاٍى ٚػٛىي هٕ ٗيؿٙ وٝ ٓيىٞ ٘ٚبٖ اوٖٙٛ  1k s ٚ 

 2k s  ٝسبث٬ ىٚ سب ٙٛىئ ٔب وشٗيثَاٍ٘ ثب٭ض ٗيا ٙٛ٘ي؛ئ فيسٮَ ىشبي ٍٝٛرث 

 1 1k k s ٚ  2 2k k s ٓيثٙبٔ هٓ يٮي٥ج ٔٮبىلار ٍا  . 

 َئمبى َيسفٖ اُ ٍا ٘٪َ ٍٔٛى هٓ اوٖٙٛ 1k s ٚ  2k s ٝٗياي ثَا. ييآئ ىٕزث 

 -فَ٘ٝ ٔٮبىلار ٚي ٕٔبٕ ثَىاٍ فََٔٛ ٗيٍَيػب وٝ يّيفَاٖ٘يى ٔٮبىلار ىٕشٍبٜ ٔٙ٪ٍٛ

 :ٓيَيٌي ٔ ٘٪َ ىٍ، إز َٕٜ

(5-53)                 

  

 

   

 

1

1 2

2

,

,

,

.

d

ds

d
k s

ds

d
k s k s

ds

d
k s

ds





  



r
x

x
y

y
x z

z
y

 

 ُيفَاٖ٘يى ٔٮبىِٝ 12 اُي ىٕشٍبٞ ٍٝٛرثٝي ىوبٍسي ٞبِٔٛفٝ كٖت ثَ ٔٮبىلار ٗيا

 سٕبْي ثَا ٝياِٚ ٔمياٍ اٌَ وٝ وٙيئ بٖيث ODE ٝي٘٪َ. ٙٛىئ ٘ٛٙشٝي ٔٮِٕٛي ه٦

   . إز ىشبي يػٛاثي ىاٍا ىٕشٍبٜ ٍٝٛر ٗيا ىٍ، ي(وٛٙ ِٝبٖٔ) ثبٙي ٔٮّْٛ َٞبئشغ

ي ثَاي ىِوٛاٞ ٝياِٚ ٤يَٙا 0sr ٔٝياِٚ َئمبى. وَى ا٘شوبة سٛاٖي 

     0 0 0, ,s s sx y z ٍإشٍَى ٔشٮبٔي وٙغ ييثب  0 0 0, ,x y z ثٖبُى ٍا . 

ي ٍٚ ٗيثٙبثَا 0 1,s s ي ىشبي ػٛاة        , , ,s s s sr x y z ُ( 53-5) ٔٮبىلار ا

 ٔئبسَ وغ سمبٍٖ ُيىِ ثٝ. ىاٍى ٚػٛى، وٙيئ ٝيق طبثز ٝياِٚ ٤يَٙا اُي ثَه ىٍ وٝ

 ، (53-5) آهَ ٔٮبىِٝ ٕٝ

 
   

 

1

1 2

2

0 0

0 0,

0 0

k s

k s k s

k s

   

ي ثَىاٍٞب وٝ ىاى ٘ٚبٖ سٛاٖي ٔ      , ,s s sx y z ٍاي اىٝي ٔشٮبٔي ؿبٍؿٛة 

 ل٦ٮٝ وُي ٍٚ ٝياِٚ ٘مب٣ ثٝ ٝيٙجي ػٟش ثب ىٞٙيئ ُيسٚى 0 1,s s. 



 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                               998

 

 ٭جبٍر sr r ي ٮي٥جي ٕبُ دبٍأشَ ثب ٘٪َ ٍٔٛى هٓ ٔٮبىِٝ ٭ٙٛاٖثٝ سٛاٖي ٔ ٍا

 وٝ وٙيئ بٖيث( 53-5) ٔٮبىِٝ ٗياِٚ ؼٝي٘ش ىٍ. وَىي ثٍَٕ sx ٓآٖ ىٝي ٕٔب 

 ٔٮبىِٝ ٖٝئمب ثب. إز 1dx ds k s y هٓي ثَا َٕٜ -فَ٘ٝ ٔٮبىِٝ ٗياِٚ ثب 

 sr r ٔوٝ ييى سٛاٖي  sy ٍثٛىٜي اّٝي ٭ٕٛى ثَىا ٚ  1k s ٕي اّٝي يٌيه

 وٝ آٍٚى ىٕزثٝ سٛاٖئ ٔٚبثٝ ٥ٍٛٝث. إز آٖ sz ٍهٓ ىْٚي ٭ٕٛى ثَىا ٚ  2k s 

 . ييٌَى وبُٔ بُي٘ ٍٔٛى ُيىلا دٔ. إز آٖ سبة

 ىٍ. بثييئ وبٞ٘ي يٌيهٕ ٗيسى ٔٮبىِٝ هي ثٝ ٦ٖٔق هٓ َٞي ثَاي ٮي٥ج ٔٮبىلار

ييٌيهٕ ثٛىٖ ٔظجز ٣َٙ. ٓيىٞئ ٖ٘جزي ػجَي ٭لأشي يٌيهٕ ثٝ ٝفلٝ k s 

 . ٖزي٘ي اِِأ

 عجيعي خن در صفحِهعبدلِ 

هٓ ٦ٖٔق ىاٍاي سبة ٝفَ إز. اوٖٙٛ ؿٍٍٛ٘ي ثبُٕبُي هٕي ثب هٕييٌي k s  ٝو

0sوٙيٓ. ٘م٦ٝ اِٚيٝ هٓ ٔشٙب٩َ ثب إز ٍا ثٍَٕي ٔيsسبثٮي ثَ كٖت دبٍأشَ  s  ٍا

 ٌيَيٓ:وٕه ٔٮبىِٝ ُيَ طبثز ٔيثٝ

(5-54         )                              0 0.s r r  

ٕٞـٙيٗ ثبيي ػٟز هٓ ىٍ ايٗ ٘م٦ٝ ٍا طبثز فَٟ وٙيٓ. ىٍ ايٙؼب ٔٮَفي ُاٚيٝ 

 s  ، ٍٔبثيٗ يىٝ ٕٔبٓ ثٝ هٓ ٚ ثَىاi  ٝو{ , }i j دبيٝ ٔشٮبٔي ىٍ ٝفلٝ إز ،

 ٙٛى:ٔفيي إز. ىٍ ايٗ ٍٚٗ ثَىاٍ يىٝ ٕٔبٓ س٤ٕٛ فََٔٛ ُيَ ىاىٜ ٔي

cos sin .   i j 
 وٙيٓ:ٔٮَفي ٔي، ثٙبثَايٗ ثَاي سٮَيف ػٟز اِٚيٝ هٓ

(5-55          )                         0 0.s  

وٝ ثَاثَ    ٚٔٮبىِٝ اٍسجب٣  d ds k s  ٝٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔيإز ث 

   sin cos .
d

i j k s
ds


     

sinثَىاٍ  cos  i j  ٝىاٍاي ا٘ياُٜ ٚاكي ثٛىٜ ٚ ث  ٭ٕٛى إز. ثٙبثَايٗ ٔٛاُي 

 ٌيَيٓ:إز ٚ ٘شيؼٝ ٔي
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  .
d

k s
ds


 

 ثب لَاٍ ىاىٖ

  ,
d

k s
ds


 

٭لأز  k s ٜٛوٝ ٥ٍٛيثٝوٙيٓ اي إشب٘ياٍى سٮَيف ٔيٍا ثٝ ٙي k s  ثَاي ٘مب٥ي

 وٝ ثٝ ٕٕز ثبلا سلية ىاٍ٘ي ٔظجز إز.

 ىٕز آٍٚيٓ:سٛا٘يٓ اُ ٔٮبىِٝ اهيَ ا٘شٍَاَ ٌَفشٝ ٚ ثٝٔي

   
0

0 .
s

s
s k t dt    

ثب ىاٙشٗ  s ،سٛا٘يٓ اُ ٔٮبىِٝ ثاَاي ٕٔابٓ يىاٝ ا٘شٍاَاَ ثٍياَيٓ. اياٗ ا٘شٍاَاَ        ٔي

d ds r ٝٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ثبُ٘ٛيٖي ٔيثٛىٜ وٝ ث 

   cos sin .
d

s s
ds

  i j
r 

 ىٞي:ٔي ىٕزثٝ sا٘شٍَاَ ٖ٘جز ثٝ 

(5-56       )     
 
     

0
0 cos sin  .

s

s
s t t dt      i jr r 

سبث٬ ، (56-5ثٝ وٕه ) k s ( ٝث55ٝ-5( ٚ )54-5ٚ ٔمبىيَ اِٚي ) ٥ٍٛ يىشب هٓ ٍٔٛى

 َ٪٘ sr r اي اُ هٓ ٞب ثب هب٘ٛاىٜ، وٙٙي. ثب سغييَ ٔمبىيَ اِٚيٝ هٍٓا سٮَيف ٔي

 k s ٝٞب ىاٍاي ٙىُ يىٖب٘ي ثٛىٜ أب ٖ٘جز وٝ ه٥ٍٓٛيآٍٚيٓ ثٝىٕز ٔييىٖبٖ ث

 ٔلٍٛٞبي ٔوشٞبر ىاٍاي ٔٛلٮيز ٞبي ٔشفبٚسي ٖٞشٙي.ثٝ 
 

هٕييٌي .61-9توزيي    
1

k s as


 ايٗ هٓ ٍا ، اُ هٓ يه ٦ٖٔق ىاىٜ ٙيٜ إز

 ثيبثيي.

 دقت ثبة دري سخٌ 9-99

 ثٝ ٭ُٕ ىٍ وٝ إزي سبٍٖ٘ٛ ِيآ٘بِ اُيي ٞبفََٔٛ ٚ اثِاٍي ٔٮَف وشبة ٗياي اّٝ ٞيف

 اُي ٚا١لي ٞبٌِاٍٜ ٘يٍر ثٝ إز؛ي ٟٔٙيٕي ٞبوشبة ٕٞب٘ٙي ٔب ٍٚٗ. ٓيىاٍ بُي٘ آٟ٘ب
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 وٝ ٙٛىئ فَٟ آٖي ػب ثٝ أب ىاىٜ ٟٚٙبىيد ٍا إز ٞبفََٔٛ ا٭شجبٍ ١بٔٗ وٝ بريف١َ

 ٗيا. ثبٙٙي ٕٞٛاٍ ٘٪َ ٍٔٛى ٔمبٝيي ثَا ييثب.... ، ٦ٕٛف، ٞب هٓ، سٛاث٬ سٕبْ ٭ُٕ ىٍ

، ثبٙي ىاٙشٝ بٍياهش ىٍ ٍاي إبىٜيي ٞبفََٔٛ هٛاٞيئ وٝي وبٍثَ َٞي ثَا ييٙب ٍٚٗ

ي ٚالٮي َُٔ ٭ٙٛاٖثٝ ػٖٓي ثَا اِِأب وٝ ىاٍى ٚػٛىي ٦ٕٛك هيِيف ىٍ أب. إز ثٟشَ

ي اَّ٘ وٙٙيٜ فيسٛٝ وٝيي آٟ٘ب ُيلج اُ ٔل٠ بريب١يٍ ٦ٕٛف ٙٛى؛يٕ٘ ٙٙبهشٝ

 بٍيثٖ سٛا٘يئي ٦ٕل ٗيؿٙ. ثبٙي ىاٙشٝ ٚػٛى سٛا٘يئ، ٖٞشٙيي دبٍأشَ ىٚ ىٕشٍبٜ

 ٍفشبٍ ٚ ىٕشٍبٜ َارييسغ ىٞٙيٜ ٘ٚبٖ آٟ٘ب ٙىٝيا ٭ّز ثٝ آٖ ٗيسى ٘مب٣ ٚ ثٛىٜ يٜيـيد

 ٗيؿٙ ثٝ ٭لالٕٙي هٛا٘ٙيٜ َٞ. إز ػٌاة بٍيثٖ ٞب ىياٖيِيفي ثَا، ٖٞشٙيي ثلَا٘

 ٕٔىٗ بريف١َ ثبي اٝيل٢ ٭ٙٛاٖثٝ وٝي اّٝ ؼٝي٘ش َٞي ثَا سٛا٘يئيي وبٍثَىٞب

 اُ ٞب ٍٚٗ ُيلج ٗيا ٚشَيث ىٍ. وٙي ٦ٔبِٮٝ ٍا آٖي ٍفشبٍ فّٖفٝ، ٙٛىئ بٖيث سَفي١ٮ

 ي(.ىيسٛدِّٛٛي ٞب ٍٚٗ ٔظبَ ٭ٙٛاٖ ثٝ) ٙٛىئ إشفبىٜ َٚفشٝيد ٖبٍيثي اثِاٍٞب

 ٚػٛىي ٕٛالاس، ٞبٍٚٗ ٗياي ٔمئبس ٦ٕق ىٍي كش وٝ ثيا٘ي ييثب هٛا٘ٙيٜ كبَ َٞ ثٝ

 ٖٔبكز بي هٓ ٞٓ ٥َٛ فيسٮَ ٔظبَ ٭ٙٛاٖثٝ. إز بُي٘ي بىيُ لبريس١ٛ ثٝ وٝ ىاٍى

 وَى؟ بٖيث سٛاٖي ٔ ؿٍٛ٘ٝ ٍا ٦ٕق

 ه٤ي ٍٚ سَيٜيـيد ٔؼٕٛ٭ٝ بي ل٦ٮٝ َٞ ٥َٛي َيٌا٘ياُٜي ؿٍٍٛ٘ي لجّي ٞبآُٔٛٗ ىٍ

 ٔٙ٪ٍٛ ٗياي ثَا. ٓيآٔٛهش ٍا َٜيىا ٤ئل وَىٖ يايد ٘لٜٛ ٗيٕٞـٙ. ٓيٌَفش بىي ٍا ٍإز

 ىٚ ثب. ٓيآٍٚئ ىٕزثٝ ٍا آٖ ٤ئل ٚ وَىٜ ٔلب٣ َٜيىا ثَ الا١لا٫ي ٔشٛاُ ٔظّض هي

 آٖ ٤ئل وٝ ٓيٍٕئي ٔلب٥ي ١ّٮ ؿٙي ثٝي ٔلب٥ ٔظّض ا١لا٫ سٮياى وَىٖ ثَاثَ

 كي ٔلبٕجٝ ٚ زيٟ٘بيث سب ا١لا٫ سٮياى وَىٖ ثَاثَ ىٚ ثب. إز َٜيىا ٤ئلي ثَاي جيسمَ

 ٫ٛ٘ ٗيؿٙ اِجشٝ. ىاٖ٘ز ثَاثَ كي ٗيا ٔمياٍ ثب ٍا ٘٪َ ٍٔٛى ٥َٛ سٛاٖي ٔ آٟ٘ب ٤ئل

 ٘٪َ ىٍ هٓ ٥َٛ ٔلبٕجٝي ثَا ٍا َيُ فََٔٛ وٝ ٙٛىئ إشفبىٜ ٍٞٙبْي َيكيٌ

 :ٓيَيثٍ

                   5-57
b

a
t dt r 

 ه٤ دبٍٜ ٙؼبيا ىٍ ,a b 0 ٘مب٣ ثب ٍا 1, , , nt a t t b  ٝسَوٛؿهي ٞبلٖٕز ث 

 :ٓيوٙئ ٍٕٓ ٍا َيُ ثَىاٍ ٚ وَىٜ ٓيسمٖ

     11 .i i it t t   r r r 
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 َيدٌ ٔٚشكي ثَىاٍ سبث٬ي ثَا. ٓيوٙ ئ "ٔلب٣" هٓ ىٍٖٚ ٍاي ١ّٮ ؿٙي، ٍٚٗ ٗيا ىٍ

 tr ،َٛآٍٚى ىٕزثٝ ٗيبٍ٘ئ ٔمياٍ ٝيل٢ وٕه ثٝ سٛاٖئ ٍاي ١ّٮ ؿٙي ا١لا٫ ٥: 

       1 11 ,i i i i it t t t     r r r 

1i ٙؼبيا ىٍ  ٝىٍي ا ٘م٦  1i it t  وٝي ٔلب٥ي ١ّٮ ؿٙي ٤ئل ٗيثٙبثَا. إز 

 :ٙٛىئ بٖيث َيُ ٍاث٦ٝ ثب إز هٓ ٥َٛي ثَاي جيسمَ

   1 1

1

.
n

i i i

i

t t  



 r 

 ل٦ٮبر ٥َٛ ٙٝيٚيث وٝي كبِ ىٍ، وٙي ُئ زيٟ٘بيث ٕٕز ثٝ افَاُ ٘مب٣ سٮياى وٝي ٚلش

 .ييآئ ىٕزثٝي َيكيٌ اُ( 57-5) ٔٮبىِٝ، وٙي ُئ ٝفَ ٕٕز ثٝ افَاُ

ىٍ ث٦ٗ ايٗ فَآيٙي ٔفٟٛٔي اُ سمَيت يه ل٦ٮٝ وٛؿه ، ٍٕيَٞ ؿٙي ثٝ ٘٪َ هٛة ٔي

ٌٛيي وٝ َٞ ؿٝ ا١لا٫ ٞب ثب ا١لا٫ ُيبى إز. ٟٙٛىٔبٖ ٔياُ هٓ س٤ٕٛ ؿٙي ١ّٮي

ٔلي٤ آٖ سمَيت ثٖيبٍ  اُ ايَٙٚ، ٙٛىسَ ٔيهٓ ثٝ ؿٙي ١ّٮي ِ٘ىيه، وٛؿه ٙٛى

سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاىوٝ ػ٬ٕ ا١لا٫ ِ٘ىيىي ثَاي ٥َٛ هٓ إز. أب ىٍ ٞٙيٕٝ ٔمئبسي ٔي

ٍٝٛر ُيَ إز. فَٟ وٙيي ٔظّض ٔظّض لبئٓ اِِاٚيٝ ثَاثَ ٚسَ إز. ٕبهشبٍ ايٗ َٙف ثٝ

ٔفَٟٚ ثبٙي. اوٖٙٛ هٕي ٙجيٝ ثٝ ى٘يا٘ٝ  a  ٚbٞبي ثب ا١لا٫ ُاٚيٝ لبئٕٝ لبئٓ اِِاٚيٝ

ٞبي وٛؿه ٔٚبثٝ ثب ٔظّض ىاٜ ٙيٜ اي اُ ٔظّضٌيَيٓ. ٚسَ ٍا ثب ى٘جبِٝبي اٍٜ ىٍ ٘٪َ ٔيٞ

ٞبي اٍٜ (. ٚا١ق إز وٝ ػ٬ٕ ا١لا٫ لبئٕٝ ى٘يا4ٝ٘-5وٙيٓ. )ىٍ ٙىُ ػبيٍِيٗ ٔي

aثٖشٍي ثٝ سٮياى ى٘يٜ ٞب ٘ياٍى ٚ ثَاثَ  b ٝ٘ٞب ثٝ إز. أب ٕٞب٦ٍ٘ٛي وٝ سٮياى ى٘يا

ٙٛى. ثٙبثَايٗ كي ٥َٛ ا١لا٫ اٍٜ ثَ ٚسَ ٔظّض اّٝي ٦ٙٔجك ٔي، وٙيثي ٟ٘بيز ٔيُ ٔي

cإز ٚ هٛاٞيٓ ىاٙز cثَاثَ ٥َٛ ٚسَ  a b ٙٛى وٝ .  ثٙبثَايٗ إشٙجب٣ ٔي

ٞبي ىِوٛاٜ سمَيت ُى. سٌوَ ٔٚبثٟي ثَاي سٛاٖ هٓ ٍا ثٝ ٕٚيّٝ ؿٙي ١ّٮيٕٞيٚٝ ٕ٘ي

 سمَيت ٔلبٕجٝ يه ٦ٕق ٚػٛى ىاٍى.
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 يك خظ سفسغِ تقزيت عَل 6-9ضكل 

 

ىٞي وبٍثَى ىٍٕز فََٔٛ ٖٔشِّْ َٙاي٦ي وٝ ايٗ سٌوَار ٞٚياٍي إز وٝ ٘ٚبٖ ٔي

 ٙٛ٘ي.سلز آٟ٘ب ايٗ فََٔٛ ٞب إشوَاع ٔي

 گيزي ًتيجِ 9-93

ٞب ١ٛٔٛ٭ي ثٖيبٍ سٕٛٮٝ يبفشٝ إز. ٞٙيٕٝ ىيفَاٖ٘يُ ثٕٛيّٝ ٘شبيغ ٚ فََٔٛ

سٛا٘ي وٙيٓ. هٛا٘ٙيٜ ٭لالٕٙي ٔيٞبي فٙي اّٝي ٍٔٛى ٘يبُ ىٍ وبٍثَٞب ٍا ٔٮَفي ٔي فََٔٛ

ٞب ٍا ٦ٔبِٮٝ ٕ٘بيي. ؿٙيٗ ٦ٔبِٮٝ ٦ٕٛف ٚ هٕيٙٝ، ٞبٞبي ٔوشٜ ثٝ ٘٪َيٝ هٓثو٘

 ٔفّٞي هبٍع اُ كّٛٝٝ ايٗ وشبة إز.

 هسبيل 9-96

 ٕبُي ٚ ٘مب٣ سىيٗ هٓ ٦ٖٔق٦ّٔٛة إز دبٍأشَي 9-9
2 2 2

3 3 3 ,x y a  

 يه دبٍأشَ إز. aوٝ ىٍ ايٙؼب

 ٦ٖٔق ىاىٜ ٙيٜ س٤ٕٛ ٔٮبىلار ٦ّٔٛة إز ٘مب٣ سىيٗ هٓ 9-9

   sin ,          cos ,x a t t y a t t    

 يه دبٍأشَ إز. aوٝ ىٍ ايٙؼب

٦ٔّٛة إز ٔٮبىِٝ ه٤ ٕٔبٓ ىٍ ٘م٦ٝ 9-3 0,0,1  :ٓثَ ه 
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2 2 2 2 21,         =x x y z x y    
 ٌٖٛ ُيَ ٍا ثيبثيي.٥َٛ ٕشبٍٜ 9-6

3 3cos ,         sin .x a t y a t  
 ٥َٛ يه لٖٕز اُ ؿَم ُاى ُيَ ٍا ثيبثيي.  9-9

     sin ,    1 cos              0,2 .x a t t y a t t      

 ٥َٛ ىٍِٖٛ ىاىٜ ٙيٜ ُيَ ٍا ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ل٦جي ثيبثيي.  9-6

 2 cos .a t   

 
 دلگَى 9-9ضكل 

 

٥0tَٛ لٖٕشي اُ هٓ ُيَ وٝ ثيٗ   9-7   ٚt T .إز ٍا ثيبثيي 

cosh ,          sinh ,          x a t y a t z at   
 هٕييٌي هٓ ُيَ ٍا ثيبثيي. 9-8

sin ,          1 cos ,          4sin .
2

t
x t t y t z     

 هٕييٌي ٚ سبة هٓ ُيَ ٍا ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ىِوٛاٜ ثيبثيي. 9-9

cosh ,          sinh ,          x a t y a t z at   
 سبة هٓ ُيَ ٍا ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ىِوٛاٜ ثيبثيي. 9-91

cosh cos ,          cosh sinh ,          x a t t y a t t z at   
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فَٟ وٙيي ٕٝ سبيي ثَىاٍٞبي ٔشٮبٔي  9-99     1 2 3, ,s s se e e  يٮٙي ثَىاٍٞبي(

i.ىق ىٍٝب j ije e :ىٍ أشياى هٓ ىاىٜ ٙيٜ ثبٙٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي ) 

   i i

d
s s

ds
 e d e 

 وٝ ىٍ ايٙؼب

 
1

.
2

i i  d e e 

 ٖٞشٙي.َٕٜ ثب ثَىاٍ ىاٍثٛؤ-ٞب ٔٚبثٝ ٔٮبىِٝ فَ٘ٝسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ايٗ فََٔٛ

فَٟ وٙيي  9-99 sQ  سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي ىٍ أشياى هٓ ثبٙي. فََٔٛ ُيَ ٍا ثٍَٕي

 وٙيي:

 
1

,        .
2

T


     Q d Q d Q Q 

 ىٚٔيٗ ٙىُ َٔثٮي ٦ٕق ىاىٜ ٙيٜ س٤ٕٛ ٔٮبىلار ُيَ ٍا ثيبثيي: 9-93

cos ,          sinh ,          .x u y u z     
٦ٕلي ثب ٔٮبىِٝ 9-96 ,z x y  ٗسٮَيف ٙيٜ إز. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ١َايت ىٚٔي

 ٙىُ إبٕي آٖ ثَاثَ إز ثب:

11 12 21 22
2 2 2 2 2 2

 ,    ,    .
1 1 1

xy yyxx

x y x y x y

f ff
b b b b

f f f f f f
   

     
 

٦ٕلي ثب ٔٮبىِٝ 9-99 ,z x y ثٝ ٥ٍٛي وٝ ، سٮَيف ٙيٜ إزf  ِٝىٍ ٔٮبى

2لادلآ  0f  0وٙي. س١ٛيق ىٞيي وٝ هٕييٌي ٌبٚٓ آٖ ىٍ ٍاث٦ٝ ٝيق ٔيK 

 ٝبىق إز.

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ هٕييٌي ٔيبٍ٘يٗ ٦ٕق  9-96 ,z x y  ٜس٤ٕٛ ٍاث٦ٝ ُيَ ىاى

 ٙٛى:ٔي

2

grad 
div ,

1+ grad 

f
H

f

 
 
  
 

 

 ػبيي وٝ
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1 2grad .
x y

 
 

 
i i 

.٘ٚبٖ ىٞيي وٝ هٕييٌي ٔيبٍ٘يٗ ٦ٕق س٤ٕٛ ٍاث٦ٝ 9-97 2H   n   ٜىاى

 ٙٛى. ٔي

.٘ٚبٖ ىٞيي  9-98 2H A n ، وٝ ىٍ ايٙؼب. A E nn. 

سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ثبٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي  Xفَٟ وٙيي  9-99

   .    n nX X. 

 هٕييٌي ٌبٚٓ ٦ٕق ىاىٜ ٙيٜ س٤ٕٛ ٍاث٦ٝ ُيَ ٍا ثيبثيي. 9-91

   .z f x g y  

2اِٚيٗ ٙىُ إبٕي ٦ٕلي ثَاثَ  9-99 2 2 2A du B d  ٗإز. هٕييٌي ٌبٚٓ اي

 ٦ٕق ٍا ثيبثيي.

، إشٌََٚاىٕىي -سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ثبٙي. ٔٚبثٝ ل٢يٝ ٌبٚٓ Xفَٟ وٙيي  9-99

 ىاٍيٓ: ثب َُٔ ٕٙبٍ٘يٜ  Sطبثز وٙيي وٝ ىٍ ٦ٕق 

(5-58)                    . 2  .  . ,
S

H dS ds


   nX X X 

0 .ىٍ ٝفلٝ ٕٔبٓ لَاٍ ىاٍى. يٮٙي ثَىاٍ لبئٓ يىٝ هبٍػي ثٝ  وٝ ػبيي n .

 ٦ٕق ثٖشٝ ثبٙي آٍ٘بٜ: Sسٛػٝ وٙيي وٝ ٚلشي 

. 2  . .
S S

dS H dS    nX X 

 اي ثَلَاٍ إز.ثب َٞ َٔسجٝ X( ثَاي ٔيياٖ سبٍٖ٘ٛ 58-5طبثز وٙيي ) 9-93

 ثب ثىبٌٍيَي ػٛاة سَٕيٗ لجُ طبثز وٙيي وٝ 9-96

 

 

2 ,

2 ,

S

S

H dS ds

H dS ds









  

    

 

 

n

n

X X X

X X X
 

ٚ 

  ,
S

dS ds


  nX X 

ػبيي وٝ   n  ٝثَىاٍ يىٝ ٕٔبٓ ث .إز 



 

 

 



 

 

 

 

 

 : كطسبًي خغي6فصل 
 

وٙيٓ. وٖٚب٘ي ه٦ي ه٦ي إشفبىٜ ٔيىٍ ايٗ فُٞ اُ آ٘بِيِ سبٍٖ٘ٛي ثَاي وٖٚب٘ي 

، ٞبي وبٔذيٛسَي ٭بْوٝ ثب إشفبىٜ اُ ثَ٘بٔٝ، يه اثِاٍ لٛي ثَاي ٟٔٙيٕي إز

سٛا٘ٙي سٙ٘ ٚ وٚ٘ ىٍٖٚ ػٖٕي ثب وٖٚب٘ي ديـييٜ سلز ثبٌٌٍاٍي ٍا ٟٔٙيٕيٗ ٔي

 ٔلبٕجٝ وٙٙي.

ٓ ثٖيبٍ ٕٛىٔٙي إز. إب، يبىٌيَي اِٝٛي وٝ ىٍ دٔ ايٗ ٔلبٕجبر ٚػٛى ىاٍى

أب اثِاٍٞبي سىٙيىي آٖ ثَ دبيٝ آ٘بِيِ سبٍٖ٘ٛي ، وٖٚب٘ي ه٦ي ثَ ٔجٙبي ٔىب٘يه إز

إز. سَٚيق سغييَ ٙىُ وٛؿىي اُ وٖٚب٘ي اػٖبْ س٤ٕٛ ٔٮبىلار ٕبهشبٍي ه٦ي وٝ 

اي اُ لبٖ٘ٛ ٌيَى وٝ ٙىُ ث٤ٖ يبفشٝا٘ؼبْ ٔي، ٞب إزٞب ٚ وٚ٘ٚاثٖشٝ ثٝ سٙ٘

 ثبٙي.ٔمئبسي ٞٛن ثَاي فَٙ ٔي

أب ٘ٝ ٕبىٜ( ٔىب٘يه غيَ ه٦ي إز. ىٍ ، ٖٚب٘ي ه٦ي ٌبْ اَٚ )ٌبٔي ٔمئبسيو

سغييَ ٙىُ ٔشٙبٕت ثب اطَٞبي ٔغٙب٥يٖي ، ٕٞب٘ٙي ا٘شٚبٍ ٌَٔب، ػبٔيار اطَٞبي ىيٍَي

٥ّجي وٝ اُ سَٔٛىيٙبٔيه ٚ ٙٛى. ثٙبثَايٗ ٔييب ديِٚٔغٙب٥يٖي ٚ غيَٜ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

 ٭ّْٛ ىيٍَ فيِيه ٘يِ وٕه ٌَفز.

وٝ ثَ ٔجٙبي آٖ ، ٞيف ايٗ فُٞ ٔٮَفي اثِاٍٞبي اّٝي ٚ لٛا٘يٗ وٖٚب٘ي ه٦ي إز 

ثَهي اُ هٛاٛ ٔمبىيَ َُٔي َٔث٣ٛ ثٝ ٖٔبيُ وٖٚب٘ي فََٔٛ ثٙيي ٙيٜ ٚ ٕٞـٙيٗ 

ٌيَى. ثلض هٛى ٍا ثَهي اَٝٛ سغييَ دٌيَ ىٍ وٖٚب٘ي وبثَثَىي ٍٔٛى ٦ٔبِٮٝ لَاٍ ٔي

ٔٮَفي Augustin Louis Cauchy (1789-1857 )ثب اييٜ سبٍٖ٘ٛ سٙ٘ وٝ س٤ٕٛ 

 وٙيٓ.آغبُ ٔي، ٌَىيي
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 تبًسَر تٌص 6-9

ٔفْٟٛ سٙ٘ ىٍ ٔىب٘يه ديٕٛشٝ ثٖيبٍ ٟٔٓ إز. ايٗ يه سٮٕيٕي اُ ٔفْٟٛ فٚبٍ ثٛىٜ ٚ 

٭ٙٛاٖ ٖ٘جز ٘يَٚي سُٛي٬ ٙيٜ ثَ ٍٚي ػِء ٦ٕق ٔمئبسي ثٝ ٖٔبكز آٖ ػِء ثٝ

ٍا ىٍ ٘٪َ  Sاي ثبٍيه ٚ ثّٙي ثب ٦ٕق ٔم٬٦شٛا٘ٝٙٛى. ثَاي ٔظبَ يه ٔيّٝ إسٮَيف ٔي

لَاٍ ، ٞبي إشٛا٘ٝ ىاٍىوٝ سُٛي٬ يىٙٛاهشي ثَ ٍٚي ٚػٝ fٍا سلز ٘يَٚيٌَفشٝ ٚ آٖ

٥ٍٛ يىٙٛاهز إز. سٙ٘(. ايٗ ٘يَٚ ثَ ٍٚي َٞ ٦ٕق ٔم٬٦ ٔيّٝ ث1ٝ-6ىٞيي )ٙىُ 

 ٝٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔيث 

/ .f S  
٘يَٚي إز وٝ ثَ يه ٘م٦ٝ اُ ٔبي٬ يب ٌبُ ٚاٍى  ىٍ فيِيه ٔمئبسي فٚبٍ سٟٙب ٔٚوٞٝ

وبفي ، ٙٛى. أب فٚبٍ ثَاي سٛٝيف ٭ّٕىَى ٘يَٚٞبي ىٍٚ٘ي يه ػٖٓ ػبٔي ٕٝ ثٮيئي

سٛا٘ي ثيٙيٓ وٝ ػٟز ٘يَٚي سٕبٕي ٕ٘ئي، ثبٙي. ثَاي يه ٘م٦ٝ هبٛ اُ ايٗ ػٖٕٓ٘ي

، ٍا سغييَ ىٞيٕٓٞب٦ٍ٘ٛي وٝ ػٟز ٦ٕق ، ثَ ٦ٕق آٖ ػِء ٭ٕٛى ثبٙي. ٭لاٜٚ ثَ ايٗ

 سٛا٘ي سغييَ وٙي.ا٘ياُٜ ٚ ػٟز ؿٍبِي ٘يَٚي ٚاٍى ىٍ ٭َٟ آٖ ػِء ٘يِ ٔي
 

 
f/تٌص  9-6ضكل  S  ِاي ثب سغح هقغعدر هيلS ًيزٍي كطص ٍf 

 ًيزٍّب

ىٞيٓ. اُ ٔىب٘يه اوٖٙٛ َٙاي٤ سٮبىَ يه ػٖٓ سغييَ ٙىُ دٌيَ ٍا ٍٔٛى ثلض لَاٍ ٔي 

يه ػٖٓ ّٝت اُ ٔٮبىلار ثَىاٍي سٚىيُ  ىا٘يٓ وٝ َٙاي٤ سٮبىَ ثَايولإيه ٔي

ثبيي ٝفَ ، ػ٬ٕ سٕبْ ٘يَٚٞبي ٚاٍى( ثَ ػٖٓ، ثَايٙي ٘يَٚٞبي ٚاٍى )يٮٙي، ٙيٜ إز. اَٚ

ثَايٙي ٌٚشبٍٚ )ٔؼ٫ٕٛ ٌٚشبٍٚٞبي سٕبْ ٘يَٚٞبي ٚاٍى ٖ٘جز ثٝ ثَهي ٘مب٣( ، ثبٙي. ىْٚ

 ٘ٛيٖيٓثبيٖشي ٝفَ ثبٙي. ٔي

(6-1)                       0,      ( ) ,k k k

k k

    f 0 r r f 0  
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 ٙٛى.٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي krاي وٝ ثب ثَىاٍ ٔىبٖثيبٖ وٙٙيٜ ٘يَٚي ٚاٍى ثَ ٘م٦ٝ kfوٝػبيي

 أب ٌٚشبٍٚ ٔشٙب٩َ ثب ايز ٘م٦ٝ طبثز إز.، ٙٛى٥ٍٛ ىِوٛاٜ ا٘شوبة ٔيثَىاٍ ٔىبٖ ثٝ

ٔٮبىلار سٮبىَ ػٖٓ ّٝت ٍا ثَاي َٞ لٖٕز ، ثَاي سٮَيف سٮبىَ يه ػٖٓ سغييَ دٌيَ

ٍٝٛر ُيَ ٭ٙٛاٖ يه اُٝ ثٍٝا ثٝثَيٓ. ايٗ ٦ّٔت وبٍ ٔياُ ػٖٓ سغييَ ٙىُ دٌيَ ثٝ

 دٌيَيٓ:ٔي

َٞ لٖٕز اُ ػٖٓ سغييَ ٙىُ دٌيَ اُ ٔٮبىلار ، ىٍ كبِز سٮبىَ اصل استحكبم.

(وٙ٘ 1ٍٝٛر يه ػٖٓ ّٝت سلز )ٍا ثٝوٝ ثشٛاٖ آ٥ٍٖٛيثٝ، وٙيسٮبىَ ديَٚي ٔي

، ٞبي ىيٍَ ػٖٓ ٍٔٛى ثٍَٕيز( ٘يَٚي ٚاوٙ٘ ٚاٍىٜ اُ ل2ٕٖ)، سٕبْ ٘يَٚٞبي هبٍػي

 ىٍ ٘٪َ ٌَفز.

ايٗ يه ٫ٛ٘ ، ٙٛى. َٞؿٙي٥ٍٛ ٖٔشميٓ اُ ٔىب٘يه ولإيه إشٙشبع ٕ٘يايٗ اُٝ ثٝ

ىٞي سب ٘شبيغ ٔىب٘يه ولإيه ٍا ثَاي اػٖبْ سغييَ ٙىُ اُٝ إز وٝ ثٝ ٔب اػبُٜ ٔي

٦ٝلاكبر ىٕز آٔيٜ إز(. اُ ادٌيَ ثٝوبٍ ثَيٓ )ثَاي اػٖبْ غيَ سغييَ ٙىُثٝ

سوٞٞي ُيَ إشفبىٜ هٛاٞيٓ وَى. َٞ ػٖٓ ػبٔي كؼٓ ٔٚوٞي ٍا ىٍ ف٢بي ٕٝ 

سَويت ، ثَىٍا ثٝ ٘مب٣ ف٢بيي ٔيآٖ وٙي. ٍ٘بٙشي وٝ سٕبْ ٘مب٣ ٔبىيثٮيي اٙغبَ ٔي

ٞٙيٕٝ ، سٛاٖ ٌفز وٝ ايٗ ٫ٛ١ٛٔٔي، ٥ٍٛ غيَ ىليكٙٛى. ثٝثٙيي ػٖٓ ٘بٔييٜ ٔي

ٍٝٛر ثٙيي ثٝسَويت، َ ػٖٕي سلز فٚبٍ ٘جبٙيوٙي. اٌػٖٓ ىٍ ف٢ب ٍا سَٚيق ٔي

ٙٛى. ثَاي ػٖٓ ىٍ كبَ سٮبىَ سغييَ ٙىُ يبفشٝ سَويت ثٙيي اِٚيٝ يب َٔػ٬ ثيبٖ ٔي

 ٙٛى.ٍٝٛر سَويت ثٙيي ٚالٮي ثيبٖ ٔيثٙيي ثٝسَويت، وٝ سلز فٚبٍ إز

َ دٌيَ وٝ ىٍ كبكبَ اُٝ إشلىبْ ٍا ثَاي سَويت ثٙيي ٚالٮي يه ػٖٓ سغييَ ٙىُ

ٕ٘بي٘ ىاىٜ  2-6ٍا ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ىٍ ٙىُ  ثَيٓ. لٖٕز ىِوٛاٜوبٍ ٔيسٮبىَ إز ثٝ

ٞب ٭جبٍر إز اُ ٘يَٚي ٙٛى. اِٚيٗ آٖٚاٍى ٔي ٌيَيٓ. ىٚ ٫ٛ٘ ٘يَٚ ثٝٙيٜ ىٍ ٘٪َ ٔي

اطَ وَىٜ ٚ ثٝ َٙاي٤ ٔٛػٛى ثَٚي ٦ٕق َُٔي ٍٝٛر ىٍٚ٘ي ثٝػٖٓ. ايٗ ٘يَٚٞب ثٝ

، َا٘٘ ٔظبِي اُ ايٗ ٘يَٚٞبٕز. ىٚٔيٗ ٫ٛ٘ ايٗ ٘يَٚٞبٚاثٖشٝ ٘يٖشٙي. ٘يَٚي ٌ 

اِٮُٕ اطَ ٚ س٤ٕٛ ٘يَٚي ٭ىٔ ٘يَٚٞبي سٕبٕي ٖٞشٙي. ايٗ ٫ٛ٘ ٘يَٚٞب ثٝ ٍٚي َُٔ

آيٙي. ىٕز ٔيٍٝٛر ُيَ ثٝٙٛى. ايٗ ٘يَٚٞب ثٝٚاٍى ٔي ٞبي ىيٍَ ػٖٓ ثٝاُ لٖٕز

ٍا اُ ػٖٓ ػيا ٚ اطَٞبي ثبليٕب٘يٜ اُ ػٖٓ ٍا ثب ثَهي اُ ٘يَٚٞب  سٍٞٛ وٙيي ٦ٕق
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ٞب ثٝ آٖ لٖٕز اُ َُٔ وٝ ىٍ سٕبٓ ثب ثبليٕب٘يٜ ػٖٓ اِٮُٕػبيٍِيٗ وٙيٓ. ايٗ ٭ىٔ

(. ثٮلاٜٚ ٘يَٚٞبي "٘يَٚٞبي سٕبٕي" ٙٛى )ىٍ٘شيؼٝ ٭جبٍروبٍ ٌَفشٝ ٔيثٝ، ٖٞشٙي

ي. ايٗ ٘يَٚٞب ثٝ َٕٞاٜ ٘يَٚٞبي ػٖٓ سٛا٘ي ثَ ٍٚي َُٔ هبٍع وُ ػٖٓ اطَ و٦ٕٙق ٔي

ٍٝٛر ثٝ ٚلشي ، ٙٛ٘ي. ٥جك ايٗ اُٝ٭ٙٛاٖ ٘يَٚٞبي هبٍػي ىٍ ٘٪َ ٌَفز ٔيثٝ

ثبيي ىٍ اطَ ٚاٍى ٙيٖ سٕبْ ٘يَٚٞب ثٝ ، يه ػٖٓ ىٍ ٔىب٘يه ولإيه ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى

ٍ كبِز سٮبىَ لَاٍ ىاٙشٝ ثبٙي. ) ٔىب٘يه ديٕٛشٝ ىييٌبٜ ىيٍَي دي٘ ٍٚي ٔب لَا

ٞبي ىيٍَ ثٝ ٕٞبٖ هٛثي ٍٚي ٞبي ٘بٙي اُ لٖٕزاِٮُٕاي وٝ ٭ىٌٔٛ٘ٝثٝ، ىٞي ٔي

ٙٛى. وبٍ ٌَفشٝ ٔيآيٙي(. أب ايٗ ىييٌبٜ ىٍ ٟٔٙيٕي ٔيٍٖ ٭ّٕي ثٝىٕز ٔيػٖٓ ثٝ

 ثَاثَ إز  دٔ ٘يَٚي وُ ٚاٍى ثَ

( ) ( ) ( ),B C f f f 
 سَسيت ىلاِز ثَ ٘يَٚي ػٖٓ ٚ سٕبٓ ىاٍ٘ي.ثٝ B ٚCٞبيوٝ ىٍ آٖ ُيَ٘ٛئ

 وٙيٓ.ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔيؿٍبِي ٘يَٚ ٍا ثٝ، َاي ٔٚوٜ ٕ٘ٛىٖ سُٛي٬ ٘يَٚٞبث

( ) ,         ( ) ,B C
V

dV d


   f f f t 

V، كؼٓ ف٢بي Vوٝ    َُٔ ٚ  ٜؿٍبِي )ٚيْٜ( ٔٛاى سٚىيُ ىٞٙي

ثَ كٖت ٕٞبٖ  fثَكٖت ثٮيٞبي ٘يَٚ ثَ ٚاكي ٦ٕق ٚ ٕٞـٙيٗ tػٖٓ إز. ؿٍبِي 

ثٙيي ٚالٮي ٍٝٛر سَويتٞب ثٝٙٛى وٝ ايٗٙٛى. سبويي ٔي٘يَٚٞب ثَ ٚاكي ػَْ ثيبٖ ٔي

 ٙٛى.ثَىاٍ سٙ٘ ٘بٔييٜ ٔي tا٘ي. وٕيزسٮَيف ٙيٜ
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 هعبدلات تعبدل اس هحيظ ديَستِ

ثب ىٚ ٣َٙ ُيَ ثَاي ، ثَاي ػٖٓ ّٝت 1-6ٔٮبىِٝ سٮبىَ ، ثب إشفبىٜ  اُ اُٝ إشلىبْ

 ٙٛى.ػٖٓ سغييَ ٙىُ دٌيَ سجييُ ٔي

 ثَاثَ ٝفَ إز: ثَايٙي ٘يَٚٞبي ٚاٍى ثَ َٞ لٖٕز. 1

(6-2)                                   0.
V

dV d


   f t 

 ثَاثَ ٝفَ إز: . ثَايٙي ٌٚشبٍٚ سٕبْ ٘يَٚٞبي ٚاٍى ثَ َٞ لٖٕز2

(6-3)                 0 0{( ) } {( ) } 0,
V

dV d


       r r r r t 

سٛا٘ي ثب ثبٙٙي. هٛا٘ٙيٜ ٔييه ٘م٦ٝ َٔػ٬ طبثشي ٔي 0rٕ٘بيٍَٚ يه ٘م٦ٝ ٔبىي ٚ rوٝ

 ثٖشٍي ٘ياٍى. 0rثٝ ا٘شوبة 3-6٘ٚبٖ ىٞي وٝ  2-6إشفبىٜ اُ 

ٌيَي ٍٚي اي إز وٝ ٭ُٕ ا٘شٍَاٌَٛ٘ٝأب ايٗ ثٝ، سٛػٝ وٙيي وٝ وبٔلاً ىِوٛاٜ ٘جٛىٜ

 ثب ٔٮٙي إز.

 تبًسَر تٌص

٭ٕٛى ثَ  ػِء ٦ٕق ػٖٓ  nَٞ ًٍٜ ٚ ثَىاٍ ٥rٍٛ وّي ثَىاٍ سٙ٘ ثٝ ٔٛلٮيزثٝ

٦ٕق ٍٔٛى ثٍَٕي  ٍا ثٝ ٕٕز هبٍع   ٕٛى ثَ َٞ لٖٕز اُثٖشٍي ىاٍى. ٕٞٛاٍٜ ثَىاٍ ٭

 ٌيَيٓ.ٔي

 
  ثزّن كٌص دٍ قسوت اس جسن 3-6ضكل
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ثٙبْ ِٓ ، ٭ىٔ اِٮُٕ -ٍٝٛر ػفز ٭ُٕلبٖ٘ٛ ْٕٛ ٘يٛسٗ ثٝ، ىٍ ٔىب٘يه ديٕٛشٝ

 ٍٝٛر ٍاث٦ٝ ُيَ ثيبٖ ٔي ٙٛى.ٙٛى ٚ ثٝوٛٙي هٛا٘يٜ ٔي

(6-4)                                 ( , ) ( , ).  t r n t r n 

ٕ٘بي٘ ىاىٜ  3-6ثَ ٞٓ وٙ٘ لٖٕز ٞبي سٕبٕي ػٖٓ ٍا وٝ ىٍ ٙىُ  (4-6) فََٔٛ

ٍٝٛر سٛٝيفي اُ سٛٝيف ٔي وٙي. ِٓ وٛٙي اػبُٜ سٮَيف سبٍٖ٘ٛ سٙ٘ ٍا ثٝ، ٙيٜ

ثَىاٍ ٭ٕٛى ثَػِء ٦ٕق ىٍ َٞ ٘م٦ٝ إز. ىٍ اىأٝ  nوٝ، ىٞئي، nثٝ tٚاثٖشٍي

 ل٢يٝ وٛٙي ٍا ثيبٖ ٔي وٙيٓ.

آٍٚيٓ.  ىٕز ٔي٣َٙ سٮبىَ ٍا ىٍ كبِز ىيفَاٖ٘يّي آٖ ثٝ( 2-6) إشفبىٜ اُأب اثشيا ثب 

ػٖٓ طبثز ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٚ ايٗ ٘م٦ٝ ٍا ثٝ ٭ٙٛاٖ  Vٍا ىٍ كؼPٓيه ٘م٦ٝ ىِوٛاٜ

 وٝ ٚػٝ آٖ ٝفلبر ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ٕٞب٘ٙي ٙىُ ٍآ ٔشٛاُي ا٦ِٖٛكي

ٞب ىٍ أشياى ثَىاٍٞبي  يىٝ ٚػٝلَاٍ ٔي ىٞيٓ. ثٙبثَايٗ ثَىاٍٞبي ٭ٕٛى ثَ ايٗ  6-4

1ٔشٮبٔي 2 3, ,i i i .ٖٞشٙي 

)اوٖٙٛ ثَىاٍ سٙ٘ )kt iٍسٛاٖ ثَ ٍٚي َٞ ٚػٝ ثَ كٖت ثَىاٍ ٭ٕٛىا ٔيn ٍٝٝٛر ُيَ ث

 ث٤ٖ ىاى:

(6-5)                                  ( ) .k ks stt i i 

)ِٔٛفٝ ٞبي  kst، يٮٙي )kt i ٝثَ كٖت ثَىاٍ دبيsi.إز 

 
 هتَاسي السغَح  6-6ضكل  
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 ٔٮبىِٝ ىيفَاٖ٘يُ  .9-6قضيِ 

(6-6)                                     0,ks
s

k

t

x



 


f i 

 ثَلَاٍ إز. Vىٍ كؼٓ، ٙٛى٭ٙٛاٖ ٔٮبىِٝ سٮبىَ ٙٙبهشٝ ٔيوٝ ثٝ

 ثَاثَ إز ثب ثَاي ٔشٛاُي ا٦ِٖٛف  (2-6)ٔٮبىِٝ  احجبت.

 

0.
V

dV d
 

    tf 

ثَىاٍ ٭ٕٛى ثَ َٞ وياْ اُ آٟ٘ب   kiٙٛى وٝ ٌَفشٝ ٔي ٞبي ا٘شٍَاَ ٦ٕق  ثَ ٍٚي ٚػٝ

knٖٞز. ثَاي ٚػٟي ثب ثَىاٍ ٭ٕٛى i ، ٓ1ىاٍي( ) ,k k s sn tt i i ٝوkn  ٝىٚ ِٔٛف ٚ

ثٙبثَايٗ ، إز kiثَاثَ ٝفَ ٖٞشٙي. ثَىاٍ ٭ٕٛىي ٚػٝ ٔمبثُ ثَاثَ  nىيٍَ

1kn   ٝىاٍيٓ  (4-6) ٞبي ىيٍَ ٝفَ ٖٞشٙي. ثب إشفبىٜ اُ ِٓ وٛٙيٚ ِٔٛف

( ) ( )k k  t i t i ،ٝ1وٝ ىٍ ٘شيؼ( )k k s sn t t i i ثٝ ٍٝٛر ُيَ . ثٙبثَايٗ ٔٮبىِٝ ثبلا

 سجييُ ٔي ٙٛى:

0.k ks s
V

dV n t d
 

   f i 

 ثَاي ا٘شٍَاَ ٦ٕق ثٝ ىٕز ٔي آٍٚيٓ: (41-4)ثب ثىبٍ ٌيَي  

(6-7)                        ks
k ks s s

V
k

t
n t d dV

x 


 

 i i 

 ٚ ىٍ ٘شيؼٝ 

(6-8)                            .ks
s

V
k

t
dV

x




 
 
 

 f i 

طبثز إز ٚ  اُ Pٙٛى. ؿٖٛ ٍآٍٝٛر سبث٬ ديٕٛشٝ فَٟ ٔيثٝ (8-6)ا٘شٍَاِيٜ

 ٝىٍ  (6-6) ٙٛى. دٔ ثبيي ٔٮبىِٝ ىيفَاٖ٘يُاهشيبٍي وٛؿه فَٟ ٔي ٥ٍٛ وبٔلاث

P ٖٛثَلَاٍ ثبٙي. ؿP  ٔىٍ كؼٓ( 6-6)اهشيبٍي إز دV  .ثَلَاٍ إز 

 ٍا طبثز وٙيي. (7-6)ٌيَي ٖٔشميٓ ٥َف ٍإز ٍاث٦ٝ ثب ا٘شٍَاَ .9-6توزيي 

 وٙيٓ.ثٙيي ٔياوٖٙٛ فََٔٛ
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لبئٓ ثٝ ٦ٕق ػِيي ىٍ ، nثٝ tٚاثٖشٍي، ىٍ َٞ ٘م٦ٝ اُ ػٖٓ )كَضي(. 9-6قضيِ 

 يه ٘م٦ٝ ه٦ي إز:

t n 
 تبًسَر تٌص كَضيسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ٚاثٖشٝ ثٝ ٘م٦ٝ إز وٝ آَ٘ا  ىٍايٙؼب

 ٘بٔٙي. ٔي

ٍا  5-6ٔب٘ٙي ٙىُ   Vىٍ ٘م٦ٝ طبثز ٚ اهشيبٍي اُ Oثب ٍآ Tؿٟبٍ ٚػٟي احجبت.

 ىاٍيٓ: T( ث2ٝ-6وبٌٍيَي )ٕبُيٓ. ثب ثٝٔي

(6-9   )
       

ثوٚي اُ َُٔ ؿٟبٍٚػٟي إز وٝ اُ  T، كؼٓ ؿٟبٍٚػٟي إز TVوٝػبيي

1ٞبي ٔٛاُي ٔلٍٛٞبي ٔوشٞبر سٚىيُ ٙيٜ إز ٚ ٚػٝ 2 3M M M  .ٚػٝ ىاهّي إز

)1ٕ٘بي٘، ٭ٕٛى إز kiٍٚي ٚػٟي وٝ ثَ )k k s sn tt i i ر ل٢يٝ لجُ بثٌََفشٝ اُ اطج

 ثَيٓ.وبٍ ٔي ٍا ثٝ

 
  Tچْبر ٍجْي 9-6ضكل 

 

 ٍا ثٝ سٖبٚي ُيَ سجييُ وَى: (9-6) سٛأٖي (6-6) وبٌٍيَيثب ثٝ

 
1 2 3

 .ks
s k ks s

VT T M M M
k

t
dV n t d d

x 


   

  i i t n 

TV( ثَاي41-4يه ٘شيؼٝ اُ ) V :ثَاثَ إز ثب 

1 2 3

 .
T

ks
s k ks s k ks s

V T M M M
k

t
dV n t d n t d

x 


   

  i i i 

 
1 2 3

 ,
T T

k ks s
V M M M

dV n t d d


      f i t n 0
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 هٛاٞيٓ ىاٙز:، ثب ٔمبيٖٝ ٘بٖٔبٚي اهيَ

  
1 2 3

.k ks s
M M M

n t d   t n i 0 

اسلبى ُيَ ٍا هٛاٞيٓ ، إز Oثب سٛػٝ ثٝ ايٙىٝ ؿٟبٍ ٚػٟي ىٍ ٘م٦ٝ اهشيبٍي ٚ وٛؿه

 ىاٙز:

  .k ks sn t t n i 0 

1ثبسٛػٝ ثٝ ايٙىٝ 2 3 M M M سٖبٚي ثَاي  ايٗ، ىٞي ىِوٛاٜ ثبٙيسٛا٘ي ىاٍاي ػٟزٔي

 ثَلَاٍ إز. Vَٞ ٚ ٕٞـٙيٗ ثَاي َٞ ٘م٦ٝ اُ

يه ، (§2-3ىا٘يٓ )ه٦ي إز. ٕٞب٦ٍ٘ٛي وٝ ٔي nثٝ tايٓ وٝ ثٖشٍي٘ٚبٖ ىاىٜ

ٕ٘بي٘ ىاىٜ  ثٖشٍي ه٦ي ثيٗ ىٚ ثَىاٍ س٤ٕٛ يه سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ه٦ي وٝ ثب

 ٌَىى:ٙٛى اٍايٝ ٔئي

(6-10        )                              . .t n n 

   اطجبر وبُٔ إز.

ٞبي ٔبسَئهٛاٞيٓ ىيي وٝ ِٔٛفٝ، ثب سٛػٝ ثٝ اطجبر ل٢يٝ وٛٙي skt ٝٞبي ثَاثَ ِٔٛف

 ٔبسَئ سبٍٖ٘ٛ سٙ٘ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي إز:

.sk k st  i i 
سغييَ ىاىٜ ٚ  skٍا ثٝ skt، ٞبي٘ٚ ِٔٛفٝ ٞبيثَاي ثَلَاٍي سٙب٩َ ثيٗ ٔفْٟٛ

 ٘ٛيٖيٓ: ٔي

.sk k s  i i 
ثوٞٛٝي إز. اِٚيٗ ُيَ٘ٛئ ثٝ ٭َٙٞ ىاٍاي ٔٮٙي ٞٙيٕي  skَٞ ا٘يئ دبييٗ اُ

 siىٍكبِي وٝ ىٚي ثٝ ػٟز سٞٛيَ ثَىاٍ سٙ٘ ٍٚي، اهشٞبٛ ىاٍى ٦ٕkiق ثب لبئٓ

سٞٛيَ 31، اهشٞبٛ ىاٍى. ثَاي ٔظبَ 3t i ٍٛ1ٍٚي ٔلx ٘ٙثٛىٜ ٚ ثَىاٍ س 3t i 

 إز. 3iوٙي ىاٍاي ثَىاٍ لبئٓوٝ ٍٚي ٦ٕق ػِيي ٭ُٕ ٔي

 ٙٛى وٝ ايٗ ٔٮبىِٝ ىييٜ ٔي ٌَىيٓ. ثٝ إٓب٘ياوٖٙٛ ثٝ ٔٮبىِٝ سٮبىَ ثبُٔي

(6-11       )                        .   f 0 
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سٛاٖ ِٔٛفٝ ( إز. ايٗ ثييٗ ٔٮٙي إز وٝ ٔي6-6ٍٝٛر ُيَ )ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ثٝ

آُاى يه ػٖٓ ٍا اُ ٔٮبىِٝ سٮبىَ يبفز. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ايٗ ٔٮبىِٝ ثٝ هٛاٛ ٔبىٜ 

 سٚىيُ ٙيٜ ػٖٓ ثٖشٍي ٘ياٍى.

( ٙىُ ىيفَاٖ٘يّي ايٗ ٣َٙ وٝ ثَايٙي ٘يَٚي ٚاٍىٜ ثٝ َٞ 11-6ٙٛيٓ وٝ )ٔي يبىآٍٚ

 لٖٕز اهشيبٍي اُ ػٖٓ ثَاثَ ٝفَ إز.

( ٍا ثٍَٕي وَىيٓ. اوٖٙٛ ثٝ فََٔٛ ثٙيي ٘شبيغ ٔٮبىِٝ 2-6سبوٖٙٛ سٟٙب ٔٮبىِٝ ٘يَٚي )

 دَىاُيٓ.( ٔي3-6ٌٚشبٍٚ )

( ثَاي َٞ لٖٕز اُ ػٖٓ ثَلَاٍ ثبٙي. ايٗ ايؼبة 3-6فَٟ وٙيٓ ٔٮبىِٝ ) .3-6قضيِ 

 يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ إز:  وٙي وٝٔي
T . 

سغييَ  PV( ٍا ثٝ ا٘شٍَاَ ٍٚي3-6سٛاٖ ا٘شٍَاَ ٦ٕق )( ٔي41-4ثب إشفبىٜ ) احجبت:

 ىاى:

(6-12       )      

     

 

 

0 0

0

0

 . 

                          . 

                          . .

p p

P

PV

d d

d

r dV







 



      

    

      

 





r r t r r n

n r r

r r

 

kىِيُ ايٙىٝوٙيٓ. ثٝىٜ ا٘شٍَاَ آهَ ٍا سجييُ ٔياوٖٙٛ ا٘شٍَاَ kx  r i  ٚ

0 kx  r  هٛاٞيٓ ىاٙز: 0

     

 

 

0 0 0

0

0

 .  .  . 

                              .  . 

                              . .

k

k

k k

ks k s

x
  

 

 


            

      

      

r r r r i r r

r r i i

r r i i

 

ٍاث٦ٝ ، ثَاثَ ٝفَ إز PVثٙبثَايٗ ايٗ ٣َٙ وٝ ثَآيٙي ٕٞٝ ٘يَٚٞبي ا٭ٕبَ ٙيٜ ٍٚي

 ىٞي:ُيَ ٍا ٘شيؼٝ ٔي

(6-13)                  0 . .
P P

ks k s
V V

dV dV        r r f i i 0
 

-6( ثَاثَ ٝفَ إز. ثٙبثَايٗ ا٘شٍَاَ ىْٚ ىٍ )13-6ا٘شٍَاَ اَٚ ىٍ )، (11-6ثب سٛػٝ ثٝ )

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔياثَ ٝفَ إز ٚ ىٍ ٘شيؼٝ ثٝىِوٛاٜ ثَ PV( ثَاي َٞ 13
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ks k  i i  Vىٍ  0

Tيٮٙي، ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ٔشمبٍٖ ثبٙي ايٗ ثَلَاٍ إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ  . 

ksثب ىٍ٘٪ٌََفشٗ لٖٕز ػ٬ٕ، ٭لاٜٚ ثَايٗ k  i i k,ٚلشي وٝ 0 s  َ2يب  1ثَاث 

 ىاٍيٓ:، إز

 
11 1 1 22 2 2 12 1 2 21 2 1

12 21 3               

               ,  

ks k s    

 

        

 



i i i i i i i i i i

i

0

 

12وٙيوٝ ايؼبة ٔي 21 ٝ23سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى و٥ٍٝٛ ٔٚبثٝ ٔي. ث 32  ٚ

13 31  ُٔٔي وٙي.. ايٗ اطجبر ٍا وب
 

 

ٞبي ىيٍَ اُ سٛاٖ ا٘ٛا٫ سٙ٘ايٗ ٦ّٔت لبثُ إٞيز إز وٝ ىٍ ٔىب٘يه ديٕٛشٝ ٔي

(؛ اٍيٍٙٗ 1909ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛ٘ي =وَٕٛار ٚ وَٕٛار )، ٞبي ُٚػيلجيُ سٙ٘

 ٥ٍٛ وّي ٔشمبٍٖ ٘يٖز. سبٍٖ٘ٛ وٛٙي ثٝ، ٞبيي(>. ثَاي ؿٙيٗ ٔي1999َ)

 اصل تٌص ّب ٍ عٌصزّبي سغح

ّيىٍ يه دبيٝ و 1,2,3k k e ،سبٍٖ٘ٛ سٙٔ وٛٙي ٝٙىُ ُيَ إز:ث 

,s k

sk  e e 
 ىاٍاي سٟٙب ٙ٘ ِٔٛفٝ ٖٔشمُ إز. skوٝ ىٍ آٖ ٔبسَئ

 ٍٝٛر ُيَ إز:( ث21ٝ-3ث٤ٖ ٥يفي)، ثٝ ىِيُ ٔشمبٍٖ ثٛىٖ

(6-14   )                     
1 1 1 2 2 2 3 3 3.     i i i i i i 

)ىٍ ايٙؼب ٔمبىيَ ٚيْٜ اُ ٔبسَئ )sk ٘ٙٞب ثٛىٜ ٚ ثب ثٟٙؼبٍ ثَىاٍٞبي ٚيْٜاُٝ س
ki 

ٞبي ٕٔبٕي سٙ٘، ٖٞشٙي. ىٍ ٭َٙٞ ٦ٕق اّٝي ثب ثَىاٍ لبئٓ ٔلٍٛٞبي اّٝي اُ

ٌبٜٚػٛى ٘ياٍى. َٞ
k 1ىٕشٍبٜ، ٔشٕبيِ ثبٙٙي 2 3, ,i i i  ٝٔشٮبٔي إز. ثَاي كبِشي و

k 

ىٕشٍبٜ، سىَاٍي ثبٙٙي
ki ٜسٛاٖ ٔؼٕٛ٭ٝ كشي ىٍايٗ كبِز ٘يِ ٔي، ثَٟكبَ، يىشب ٘جٛى

1ثَىاٍٞبي ٔشٮبٔي 2 3, ,i i i  .ٍا ا٘شوبة وَى 
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 َر كطص تبًس 6-9

وٕه ٞي. ؿٍٍٛ٘ي سغييَ ٙىُ ٍا ثٝيه ػٖٓ سلز ٭ٙٛاٖ ثبٌٌٍاٍي سغييَ ٙىُ ٔي

ٞبي ثٖيبٍ وٛؿه ٔليٚى وٙيٓ. ثٍَٕي هٛى ٍا ثٝ سغييَ ٙىُسبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ثٍَٕي ٔي

 وٙيٓ. ٔي

ىٞيٓ. يه س١ٛيق ٔي، ٭ٙٛاٖ ٔظبَ ٔفْٟٛ وٚ٘ ٍا س٤ٕٛ يه ثبٍ وٚييٜ ٙيٜاوٖٙٛ ثٝ

ىاٍاي ٥َٛ ثبٍ سغييَ ٙىُ ٘يبفشٝ 
0l دٔ اُ ثبٍ ٌٌاٍي ٥ِٛ٘ ثٝ ، إزl ٍٕي. ٔي

 وٚ٘ ثَاثَ إز ثب:

0

0 0

.
l l l

l l


 
  

سٮٕيٓ ايٗ ٦ّٔت ثٝ ثٮي ٕٝ َٕ ٍإز ٘يٖز: ثبيٖشي سغييَ ٙىُ ػٖٓ ىٍ سٕبْ ػٟبر 

 ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى.

ىٍ ف٢ب ٍا اٙغبَ وٙي. لٖٕز ثبٌٌٍاٍي ايٗ  Vفَٟ وٙيٓ وٝ يه ػٖٓ ىٍ اثشيا كؼٓ

وٙي. ثَىاٍ ٔىبٖ يه ًٍٜ ىٍ لجُ ٚ ثٮي اُ سغييَ ٙىُ ٍا ٍا اٙغبَ ٔي ػٖٓ كؼٓ 

  ثَىاٍ ػبثؼبييىٞيٓ. ٕ٘بي٘ ٔي 0r  ٚrسَسيت ثب  ثٝ

0 u r r 
(. ىٍ ايٗ وشبة هٛى ٍا 6-6وٙي )ٙىُ ػبثؼبيي ًٍٜ ٔشٙبٕت ثب سغييَ ٙىُ ٍا سَٚيق ٔي

ٍا وٛؿه 1ىٍ ٔمبيٖٝ ثب  uٔليٚى وَىٜ ٚ سٕبٔي ٔٚشمبر اَٚ  1u ثٝ كبِشي وٝ 

ٙيٓ. ثٙبثَايٗ سٕبْ ػٕلار َٔسجٝ ىْٚ وٛؿه ىٍ َٞ ٭جبٍر وٝ ٙبُٔ ػّٕٝ وفَٟ ٔي

، ٙٛى. ٕٞـٙيٗ ىٍ كبِشي وٝ سغييَ ٙىُ وٛؿه إزكٌف ٔي، َٔسجٝ اَٚ إز

ٙٛيٓ. ايٗ ثياٖ ٔٮٙي إز وٝ ٞبي اِٚيٝ ٚ ٚالٮي اُ ػٖٓ لبئُ ٔيسٕبيِي ثيٗ كبِز

 ي. لَاٍ ىاٍ٘ Vسٕبٔي وٕيز ٞبي ٍٔٛى ثٍَٕي ىٍ كؼٓ اِٚيٝ
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 تغييز ضكل جسن سِ ثعذي 6-6ضكل 

 

0dاوٖٙٛ يه سغييَ وٛؿه اُ ل٦ٮٝ ثَىاٍي r ٌيَيٓ. ٔشٙبٕت ثب سغييَ ٙىُ ىٍ ٘٪َ ٔي

dٍٝٛر ثَىاٍٙىُ ل٦ٮٝ ثٝ، ثٮي اُ سغييَ r ٙٛى: ٔي 

(6-15                                )0. ,dr dr F 

وٝ ىٍ ايٙؼب  F E u 11ٌَاىيبٖ سغييَ ٙىُ إز . 

0( ٍا اُ ٍاث٦ٝ 15-6٭جبٍر ) .9-6توزيي r r u ٝىٕز آٍٚيي. ث 

ٌيَيٓ. َٔث٬ ٥ِٛي لجُ سغييَار ٥َٛ ل٦ٮٝ ٍا ىٍ ؿٙيٗ سغييَ ٙىُ ىٍ ٘٪َ ٔي، ىٍ اىأٝ

 اُ سغييَ ٙىُ ثَاثَ إز ثب:
2

0 0. .dS d d r r 
 ايٗ ٔمياٍ ثَاثَ إز ثب ، ثٮي اُ سغييَ ٙىُ

2

0 0 .  .  . . .Tds d d d d r r r F F r 
 ىاٍيٓ:

 

    

2 2

0 0

0 0

 .  . . 

                 .  .  . .

T

T T

ds dS d d

d d

  

       
  

r F F E r

r u u u u r
 

                                                                                                                                        
11 T

 F E u

0
.d dr F r
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ٞبي ٔؼٌٍٚ ٍا كٌف وَىٜ ٚ سٛاٖ سٕبْ وٕيزي وٛؿه ٔيٞبثَاي سغييَ ٙىُ

 ٘ٛيٖيٓ: ٔي

  2 2

0 0 0 0 .  . 2  .  . ,
T

ds dS d d d d      
 

r u u r r r 

 ػبيي وٝ

(6-16)                           
  

  
1

2

T
    u u  

 يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ إز إز. آٙىبٍ إز وٝ  سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ه٦ي

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ ٔيثٝ ، ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي

mn m n  i i 
 ػبيي وٝ

1 1 2
11 12

1 2 1

32 1
22 13

2 3 1

3 32
33 23

3 3 2

1
,                    ,

2

1
,                    ,

2

1
,                    .

2

u u u

x x x

uu u

x x x

u uu

x x x

 

 

 

   
   
   

  
   
   

  
   
   

 

11ٞبي ل٦َئِٛفٝ 22 33, ,   ٝسَسيت ىٍ أشياى سغييَار ٥َٛ ل٦ٮٝ ػِيي ٍا ث

1ٞبي ػٟز 2 3, ,i i i ٞبي ىيٍَ وٙي. ِٔٛف٫َٚٙٝ ٔي mn m n   ٘٘ٚبٖ ىٞٙيٜ ؿَه

آٟ٘ب ٔٚوٜ وٙٙيٜ سغييَ ٙىّي إز وٝ ٘بٙي اُ سغييَ ُٚايبي ثيٗ ، ػٖٓ إز

 ٔي ثبٙي، ٞبي ػِيي ٚال٬ ىٍ أشياى ٔلٍٛٞبي اِٚيٝ  ل٦ٮٝ

1ىٍ ىٕشٍبٟٞبي هٕييٜ ه٤ 2 3, ,q q q ٝثب دبي 1,2,3k k r بيٝ ىٌٚبٖٚ د

 1,2,3k k r  ،ٍٖٛ٘سب ٝٙٛىٍٝٛر ُيَ ثيبٖ ٔيث 

( ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٙيٜ إز. ديٕٛز  39-4ٞبي هٕييٜ ه٤ ٔشٮبٔي ثٝ ٍٝٛر )ىٍ ىٕشٍبٜ

 اي ٚ وَٚي ٍا ٔلاك٪ٝ وٙيي. ٞبي إشٛا٘ٝىٍ ىٕشٍبٜ اِف ثَاي 

وٙي. ٖٔبِٝ ٔٮىٛٓ دييا سٮَيف ٔي u٭ٙٛاٖ سبث٬ سبٍٖ٘ٛي ٍا ثٝ ، (16-6ٔٮبىِٝ )

 ىاىٜ ٙيٜ ىاٍاي ػٛاثي إز اٌَ ٚ سٟٙب اٌَ ٣َٙ س٦بثك إز ٚلشي وٝ uوَىٖ
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(6-17        )                         
T

  0 

 آيي:ىٕز ٔيثٝ ٞبي ِٕاٍٚفََٔٛثب إشفبىٜ اُ  uثَلَاٍ ثبٙي. ىٍ ايٙؼب 

(6-18)            
0

0 0 0 . ,
M

M
s s s d s           u u r r r r r

0Mٌيَي ثَىاٍٞبي ىِوٛاٜ أب طبثشي ٖٞشٙي ٚ ٖٔيَ ا٘شٍَاَ 0u ٚ0وٝ M ٝ0وM  ٍا

ٙٛ٘ي. ىٍ ايٙؼب َٔث٣ٛ ٔي  0rٚrسَسيت ثب ثَىاٍٞبي ٔىبٖ وٙي وٝ ثٝٔشُٞ ٔي Mثٝ 

 sr ٜ0ٍٚي ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ َٞ ٘م٦ٝ ىِوٛاM M .إز 

٭ٙٛاٖ ٔظبَ =ٌَيٗ ٚ ٍُ٘ب سٛاٖ ىٍ َٞ وشبة وٖٚب٘ي ثٝإشوَاع ايٗ فََٔٛ ٍا ٔي

 (>.2005( ٚ ٍِٛي )1954)

 هعبدلِ حزكت 6-3

سٛاٖ َٕ٭ز ٔٮبىلار ٔي، ٚ اُٝ ٔىب٘يه ىالأجَر( ٔىبٖ 11-6ثب إشفبىٜ اُ ٔٮبىِٝ )

ٍٝٛر إز وٝ ثٝ ٘يَٚٞبي ػٖٓ  ىٕز آٍٚى. ٍٚٗ ثييٗكَوز يه ػٖٓ ٍا ثٝ

 ٍٝٛر ٩بَٞي ا١بفٝ ٙٛى:٘يَٚٞبي ايَٕٙي ثٝ
2

2
,

t



 


u
f f 

 ؿٍبِي ٔبىٜ إز. ٔٮبىِٝ كَوز ثَاثَ إز ثب: ٔشغيَ ُٔبٖ ٚ  tوٝ 

(6-19)                            
 

2

2
. .

t
  


  



u
f 

 ىٞيٓ:ٙٛى. لَاٍ ٔيسَ ٔي( ٕبى19ٜ-6ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ٙىُ)ىٍ 

,          ,mn m n m mu  i i u i 
 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

 
2

2
           1,2,3

ij j

j

i

u
f j

x t


 

 
 

 
 

 يب ثٝ ٥ٍٛ َٝيق:
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,
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f

x x x t

u
f

x x x t

u
f

x x x t

 
 

 
 

  
 

  
   

   

  
   

   

   
   

   

 

ٍٝٛر ( ث33ٝ-4( ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٔٙلٙي اِو٤ ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ )6-19ٔٮبىِٝ )

 ُيَ إز:

(6-20       )                 
2

2

1
.ij

ji
g f

q tg
  

 
 

 

u
r 

 ٙٛى:ٞب ثٝ ٍٝٛر ُيَ ٘ٛٙشٝ ٔيايٗ ٍاث٦ٝ ثَ كٖت ِٔٛفٝ

(6-21)       
2

2
     1,2,3

j
ij j mn i

mni

u
g g f g j

q t
   

 
   

 
 

ٞبي َٔث٣ٛ ٙٛى. ٭جبٍرسَي ٘ٛٙشٝ ٔئٮبىِٝ كَوز ٍا ىٍ ىٕشٍبٜ ٔشٮبٔي ثٝ ٙىُ ٕبىٜ

 اي ٚ وَٚي ٍا ىٍ ديٕٛز اِف ٍ٘بٜ وٙيي. ثٝ ٔوشٞبر إشٛا٘ٝ

 قبًَى َّک  6-6

وبٍ ٌَفشٝ ( ثَاي َٞ سغييَ ٙىُ وٛؿه ٔلي٤ ديٕٛشٝ ث19ٝ-6( ٚ )16-6ٔٮبىلار )

ثٝ ٥ٍٛ يىشب ٕ٘ي سٛا٘ٙي سغييَ ٙىُ ٚ سٙ٘ ػٖٓ ٍا سٮَيف وٙٙي. ثب ٙٛى. ٌَؿٝ آٟ٘ب ٔي

ثب إشفبىٜ اُ هٛاٛ ٔبىي ػٖٓ ثٝ ٖ٘جز سٙ٘ ثٝ وٚ٘ ، ٦ٔبِٮٝ ػٖٓ سلز ثبٌٌٍاٍي

٘بٔٙي. اُ آ٘ؼبيي وٝ ٔٮبىِٝ ٕبهشبٍي ٔي ٔٮبىلار ٕبهشبٍيثَيٓ. ايٗ ٍٚاث٤ ٍا ٔيدي

وشبة وٖٚب٘ي ٔٛاى ٍا ه٦ي ىٍ  ىٍ ايٗ، إز   ٚ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ ٚاثٖشٍي ه٦ي ثيٗ 

 لبٖ٘ٛ ٞٛن إز:، ٌيَيٓ. ٕبىٜ سَيٗ كبِز٘٪َ ٔي

(6-22)                                     ,E  

 Eوٙي. ىٍ ايٙؼب وٝ هٛاٛ وٖٚب٘ي يه ٔيّٝ سلز سٙ٘ يب وٚ٘ ٍا سٛٝيف ٔي

 ٙي.٘بٔٔي ٔيَٚ يبً٘اي إز وٝ ٔيّٝ اُ آٖ ٕبهشٝ ٙيٜ ٚ آٖ ٍا ٔيَٚ وٖٚب٘ي ٔبىٜ
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f( ثَاي اِٚيٗ ثبٍ ٚاثٖشٍي ه٦ي1703-1636ٍاثَر ٞٛن ) l  ٍٝا ثيٗ ٘يَٚي ث

ثٝ ، ٘ٚبٖ ىاىٜ ٙيٜ 1-6وبٍ ٌَفشٝ ٙيٜ ٚ أشياى يبفشٍي ٔيّٝ ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ىٍ ٙىُ 

٭ٙٛاٖ وٕيشي وٝ ثٝ ٍا ثٝ E( ٔيَٚ وٖٚب٘ي 1829-1773ؿبح ٍٕب٘ي. سٛٔبٓ يبً٘ )

ثٝ ٘يٍر هٛى ٔبىٜ ٍا  Eوٝ ٥ٍٛيوَى ثٝسٮَيف ، ٦ٕق ٦ٕق ٔم٬٦ ٔيّٝ ٚاثٖشٝ ٘يٖز

0( سٟٙب ىٍ ٔليٚىٜ 22-6وٙي. ٚاثٖشٍي ه٦ي )ٔٚوٜ ٔي   ثَلَاٍ إز

ىٔب ٚ ٘يَٚٞبي ىيٍَ ٚاثٖشٝ إز. ٌَؿٝ إٞيز لبٖ٘ٛ ٞٛن ، ثٝ ٔبىٜ 0اي وٝ  ٌٛ٘ٝ ثٝ

 ىٍ ٟٔٙيٕي غيَ لبثُ سلٖيٗ إز.

( ٘ٚبٖ 31-3ىٍ ٔٮبىِٝ )   ٚٚاثٖشٍي ه٦ي ثيٗ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ، ىٍ كبِز وّي

 ٙٛى:سٮٕيٓ يبفشٝ ٙٙبهشٝ ٔي لبٖ٘ٛ ٞٛن٭ٙٛاٖ ثٝ، ىاىٜ ٙيٜ

(6-23         )                           .. .C  

 ايٗ ٍاث٦ٝ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ثَاثَ إز ثب:

.ij ijmn mnc  

 ٞبي وٖٚب٘يسبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ؿٟبٍْ ٔيَٚ

ijmn i j m nC c i i i i 

  ٚٞبي سمبٍٖ، َٞكبَثٝ، سب اُ آٟ٘ب ٖٔشمُ إز 36وٝ سٟٙب ، ِٔٛفٝ إز 81ىاٍاي 

 ٙٛى:ٞبي ُيَ ٔئٙؼَ ثٝ ٣َٙ

.ijmn ijmn ijmnc c c  

ًهيَٜ ٙيٜ ىٍ  اَّ٘ي وٚٚيسٛاٖ (> ٘ٚبٖ ىاى وٝ ٔي2005ىٍ وٖٚب٘ي ه٦ي  =ٍِٛي )

 ٍٝٛر ُيَ ٔٮَفي وَى:ػٖٓ وٖٚبٖ س٤ٕٛ سغييَ ٙىُ ٔؼبُي  ٍا ثٝ
1

2 V
WdV 

ا٘شٍَاِيٜ W W  ،٘ٚىاٍاي ٙىُ َٔثٮي ىٍ  سبث٬ اَّ٘ي و :إز 
1 1

.. .. .
2 2

ij ijmn mnW C c     

ثٝ هبٝيز سمبٍ٘ي ، ٙٛى٥ٍٛ يىشب سٮَيف ٔيثَاي َٞ سغييَ ٙىُ ثٝ Wايٗ كميمز وٝ

,ٞبي ٞب ثَاي ا٘يئوٝ ثَكٖت ِٔٛفٝ، ٘يبُ ىاٍى Cا١بفي ثَاي  , ,i j m n ٍٝٝٛر ث

 ُيَ إز:
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ijmn mnijc c 

 ٍٝٛر ػ٬ٕ ىٚ سبٍٖ٘ٛ ٘ٚبٖ ىاى:ٍا ثٝ Cسٛاٖ ٕٞـٙيٗ ٔي

,  C C C 
 ىٍ  Cٞبي وٝ ِٔٛفٝ

ijmn mnijc c  

 ىٍ  Cٞبيٚ ِٔٛفٝ

.ijmn mnijc c   

 وٙٙي.ٝيق ٔي

)ايٗ ثب ٕ٘بي٘ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ثٝ ٍٝٛر ٔؼ٫ٕٛ سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ ٚ دبى ٔشمبٍٖ 

 ىاٍيٓ: kٔٚبثٝ إز.( ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ 

1 2 2 1.. .. .. .. ,     C C 
 :ىٍ ٘شيؼٝ ثَاي َٞ سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ 

.. .. .. ..      C C 
ٚ 

.. .. 0.  C 
 ٙٛى وٝ:دٔ ٘شيؼٝ ٔي

.. .. .. .. .   C C 
ٙٛى. سبطيَ ٘ياٙشٝ ٚ ٍٚاث٤ ٕبهشبٍي ٙبُٔ كبَ آٖ ٕ٘ي Wٍٚي ٔمبىيَ  Cثٙبثَايٗ 

Cىاٍيٓ، ثَاثَ ٝفَ Cلَاٍ ىاىٖ ثب  C ٝٞبي . دٔ ِٔٛفC ٔٞبي ثَاي ُيَ٘ٛي

, , ,i j m n :ىاٍاي هٛاٛ سمبٍ٘ي ُيَ ٖٞشٙي 

,          ,  ijmn ijmn ijmn ijmn mnijc c c c c   

 81وٕيز ٖٞشٙي. ثٙبثَايٗ ىٍ لبٖ٘ٛ ٞٛن اُ  60ىٞي وٝ ٔلبٕجبر ٔمئبسي ٘ٚبٖ ٔي

 ٞبي ٖٔشمُ وٖٚب٘ي ٖٞشٙي. ٍٝٛر طبثزثٝ 21;60-81سٟٙب  Cِٔٛفٝ 
 

 يٮٙي:، إز دشبٖ٘يُ  Wوٙي وٝ ايؼبة ٔي 44-3سَٕيٗ 

,W   
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ىٍ ايٙؼب 
,W   ٔٚشكW  ٖٝ٘جز ث .إز 

 ٍاث٦ٝ ىٌٚبٖ ُيَ:

,W   

يٮٙي ، ث٤ٖ ىٞيٓ ٍا ثَكٖت Wٍٞٙبٔي ثَلَاٍ إز وٝ  W W  ٍاَٝا .

 ىاٍيٓ وٝ هٛا٘ٙيٜ ايٗ ٦ّٔت ٍا ثٝ ٭ٙٛاٖ سَٕيٗ ثٝ ىٕز آٍٚى.

ٍٚى. وبٍ ٔيبٖ ثٕٝ٘بىٞبي ٔبسَيٖي ىٍ آ٘بِيِ ٟٔٙيٕي ٔٮٕٛلا ثَاي سٛٝيف ػٖٓ وٖٚ

ٙ٘ ثٮيي ٍٝٛي ثب  "ثَىاٍٞبي"سٕبْ ٍٚاث٤ ثَكٖت ، ىِيُ هٛاٛ سمبٍ٘ي سبٍٖ٘ٛٞبثٝ

6ٞبئبسَئ  ٚٞبي ِٔٛفٝ 6   ثَايC ٙٛى. ؿٍٍٛ٘ي سجييُ ٕ٘بى ثيبٖ ٔي

ijmnٙٛى. لب٭يٜ سغييَ ثيبٖ ٔي لب٭يٜ ٚٚيًسبٍٖ٘ٛي ثٝ ٕ٘بى ٔبسَئ ثَىاٍ ثب  pqc C 

 32ثٝ  23ٞبي ٚ ػفز 3، 2، 1ثٝ  33، 22، 11ٞبي ٘ٛئٍٝٛر ُيَ إز. ػفز ُيَ ثٝ

ٙٛ٘ي. ثَاي ٔظبَ سجييُ ٔي 6ثٝ  21ٚ  12ٞبي ٚ ػفز 5ثٝ  31ٚ 13ٞبي ٚ ػفز 4ثٝ 

1122 12c C  ٚ1 2 3 2 6 4c C هبٝيز سمبٍ٘ي .pq qpC C ٝٞبي ثَلَاٍ إز. ِٔٛف

 ٞبي ُيَ لبثُ سجييُ ٖٞشٙي:سٙ٘ ٚ وٚ٘ سبٍٖ٘ٛٞب ثب فََٔٛ

(6-24)

                    

11 1 11 1

22 2 22 2

33 3 33 3

23 4 23 4

31 5 31 5

12 6 12 6

,      .
2

2

2

   
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       
       

        
       
       
       
              

 

 ٍٝٛر ُيَ إز:ٞٛن ىٍ ايٗ ٕ٘بىٌٌاٍي ثٝ لبٖ٘ٛ

(6-25)                     

  

1 11 12 13 14 15 16 1

2 12 22 23 24 25 26 2

3 13 23 33 34 35 36 3

4 14 24 34 44 45 46 4

5 15 25 35 45 55 56 5

6 16 26 36 46 56 66 6

.

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

 

 

 

 

 

 

     
     
     
     

     
     
     
     
          

 



 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                               996

 

( ٖٔشمُ ٖٞشٙي أب ىٍ ٭ُٕ اُ آٟ٘ب 25-6طبثز وٖٚب٘ي ) 21ىٍ كبِز وّي وٝ سٕبْ 

ٞبيي ٖٞشٙي وٝ ثٝ ٙٛى. ٔٛاى ٔٮٕٛلا ىٍ ٭ّٕيبر ٟٔٙيٕي ىاٍاي سمبٍٖإشفبىٜ ٕ٘ي

سَيٗ آٟ٘ب ٖٞشٙي؛ ؿٙيٗ ٍى اُ ٍايغى ٕٖٞبٖيبثي. ٔٛاٞبي ٖٔشمُ وبٞ٘ ٔيسٮياى طبثز

اي وٝ هٛاٛ ٔبىٜ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ اُ ف٢ب ثب ٌٛ٘ٝٔٛاىي ثب سمبٍٖ وبُٔ هٛاٛ هٛى ىٍ ف٢ب ثٝ

ٙٛ٘ي. هبٝيز سمبٍٖ اُ ٘٪َ ٍيب١ي ثب ُثبٖ ٘٪َيٝ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي، ػٟز سغييَ ٘ىٙي

ٞبيي اُ دّيَٕي ٚ غيَٜ ٔظبَآِٛٔٙيْٛ ٚ ثٖيبٍي اُ ٔٛاى ، ٞب لبثُ ثيبٖ إز. فٛلاىٌَٜٚ

 ٌَى ٖٞشٙي. ٔٛاى ٕٖٞبٖ

ٙٛى. ايٗ سبث٬ ٌَى ثب سبث٬ ه٦ي ٕٖٞبٍَ٘ى ثيبٖ ٔيثَاي ٔٛاى ٕٖٞبٖ   ٚٍٚاث٤ ثيٗ 

 ٍٝٛر ُيَ إز:ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٌَفز ثٝ 3وٝ ىٍ فُٞ 

(6-26)                               tr 2 ,    E 

٭ٙٛاٖ ٔيَٚ ثَٙي ىٍ ٍا ثٝ سٛاٖ ٖٞشٙي. اغّت ٔي ٞبي لأٝٔيَٚ   ٚىٍ ايٙؼب 

 ٌَى ُيَ:٘٪َ ٌَفز. ثَاي َٞ ٔبىٜ ٕٖٞبٖ

 .k

k   C EE e Ee I 

C :ىٍ ٕ٘بىٌٌاٍي ٔبسَيٖي ثب ٔبسَئ ل٦َي ُيَ ٔشٙب٩َ إز 
2    0        0       0     0     0

0        2    0       0     0     0

0           0      2  0     0     0

0           0         0       2   0     0

0           0         0       0     2   0

0      

 

 

 










.

     0         0       0     0    2

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

ٞبي وٖٚب٘ي ىيٍَ ىٍ وبٍثَىٞبي ٟٔٙيٕي ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ اُ ٘٪َ سبٍيوي طبثز

ٙٛى. ثَهي اُ ٍٝٛر ىيٍَي سجييُ ٔيثٝٞب ٌيَى ٚ لبٖ٘ٛ ٞٛن ثَكٖت ايٗ طبثز ٔي

 kٔيَٚ كؼٕي،  ٖ٘جز دٛإٖٛ، Eٔيَٚ يبً٘ٞبي ٟٔٙيٕي ٍايغ ٭جبٍسٙي اُ: طبثز

وبٍ ثٝ  E ٚ ،k ٚGٞبيٌَى ىٍ ػفز. ايٟٙب ثَاي ٔٛاى ٕٖٞبGٖٞبي ثَٙيٚ ٔيَٚ

ىٍ ٖٔبيُ ٔيّٝ سلز وٚ٘ وبٍثَى ىاٍى؛ ايٗ ثٖشٍي ثٝ سٙ٘ ا٭ٕبَ  Eٍٚ٘ي. ٔيَٚ ٔي

ثَاي سٛٝيف سغييَ ٙىُ كؼٓ يىٙٛاهز  kٙيٜ ثٝ ٔيّٝ ثب وٚ٘ ٟ٘بيي ىاٍى. ٔيَٚ 
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ٔٚوٞبر ثَٙي ٔبىٜ ٍا  Gٔظلا ٌٛيي سلز فٚبٍ يىٙٛاهز. ٔيَٚ ، ٍٚىوبٍ ٔئبىٜ ثٝ

ييٜ ٙيٜ ٍا سَٚيق وٛسبٜ ٙيٌي ٭١َي َٞ ٘ٛاٍ وٚ وٙي. ىٍ ٟ٘بيز سٛٝيف ٔي

 آٍٚيٓ.ىٕز ٔيٞب ٍا ثٝوٙي. ثَهي ٍٚاث٤ ثيٗ ايٗ طبثز ٔي

 وٙيٓ:ٍا ثٝ سبٍٖ٘ٛ ٌٛي ٚ ا٘لَاف ىٞٙيٜ سؼِيٝ ٔي اوٖٙٛ 
1

dev .
3

   E 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٔي( ث26ٝ-6ثٙبثَايٗ )

 
1

3 2 ,         dev 2  dev .
3

tr         

َٔث٣ٛ  trثب وٚ٘ كؼٕي  اُ ٥َيك ٍاث٦ٝ ُيَ ثٝ ٔيبٍ٘يٗ سٙ٘  kٔيَٚ كؼٕي 

 ٔي ٙٛى:

tr ,k  
 ٚ ثٙبثَايٗ:

2 3.k    
 ٞبي ثَٙي َٔسج٤ إز:ٞبي ثَٙي اُ ٥َيك ٍاث٦ٝ ُيَ ثٝ وٚ٘سٙ٘

 2      .ij ijG i j   

 ٞب ثَاثَ إز ثب:ٔٮبىِٝ ا٘لَاف ثبلا ثَكٖت ِٔٛفٝ

 2      ,ij ij i j   

Gوٙي وٝ ايؼبة ٔي   . 

ٌَىيٓ. ثَاي ٔيّٝ سغييَ ٙىُ ٍٕٞٗ سه ٔلٍٛي ٍا ىٍ ثَٔي Eاوٖٙٛ ثٝ ٔٮبىِٝ يبً٘ 

ٍٝٛر يىٙٛاهز وٚييٜ يب ٔشَاوٓ ثٝافشي وٝ ٔبىٜ ٘٪َ ثٍيَيي؛ ايٗ كبِز ٚلشي اسفبق ٔي

11ٍٝٛرٍا ىٍ أشياى ٔلٍٛ ٔيّٝ ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ىٍايٗ 1iٌَىى. ثَىاٍ يىٝ  1 1  i i .

 يبثي:اي غيَ ثييٟي ُيَ وبٞ٘ ٔي( ثٝ ٕٝ ٔٮبىِٝ ِٔٛف26ٝ-6ٍاث٦ٝ )

11 11 22 332 ,      0 2 ,       0 2 .tr tr tr               
 آٍٚيٓ:ىٕز ٔياُ ايٗ ٔٮبىلار ثٝ 22  ٚ33ثب كٌف 

11 11,E   ٖوٝ ىٍ آ
 3 2

E
  

 





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٥ٍٛ سؼَثي ثٝ، ثٛىٜ ٚ ثب ٘يَٚيي يىٙٛاهز وٚييٜ ٙٛى ,ٚلشي ٔيّٝ ىاٍاي وٚ٘ 

وٙٙي. وٚ٘ اٍيت َٔث٣ٛ ثٝ ايٗ سغييَ سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ اثٮبى اٍيت وبٞ٘ دييا ٔي ٔي

وٝ ١َيت سٙبٕت ثَاثَ ٖ٘جز دٛإٖٛ إز. ، ٔشٙبٕت إز ٙىُ ثب وٚ٘ ٥ِٛي 

 ٙٛى:ٞبي ىيٍَ ٕٞب٘ٙي ُيَ سٮَيف ٔيٍاث٦ٝ آٖ ٖ٘جز ثٝ طبثز

22ثَاي كبِز وٚ٘ سه ٔلٍٛ ٔيّٝ ثبلا  .3-6 توزيي 11    ٍٖا ثيبثيي. ٘ٚب

ىٞيي وٝ  / 2 2    ٍٝٝٛر . سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ىٍ ٔيّٝ وٚييٜ ٙيٜ ث

 وٙي. ٍا سٮَيف ٔي .11ٍٚي وٚ٘ ٔلٍٛي  22ٚاثٖشٍي وٚ٘ ٭١َي  ، سه ٔلٍٛ
 

 ٞب ىٍ ٔمبلار آٔيٜ إز. ٞبي ٔوشّف ٔيَٚاي اُ ٍٚاث٤ ثيٗ ػفزىٍ ديٕٛز اِف هلاٝٝ

 ىٞي وٝ اَّ٘ي وٚٚي ثبيي ٔظجز ثبٙي:ٔلاك٪بر سَٔٛىيٙبٔيىي ٘ٚبٖ ٔي

(6-27)                           0W    ٜ0ٌَٞب  

 وٙي. ىاٍيٓ:ليٛىي ٍا ا١بفي ٔي، ٌَىٞبي وٖٚب٘ي ٔبىٜ ٕٖٞبٖايٗ ٍٚي ٔيَٚ

   
21 1

.. tr  .. 0.
2 2

W           

 ٌيَيٓ. ٍٝٛر ٔؼ٫ٕٛ ػٕلار ٌٛي ٚ ا٘لَاف ىٍ ٘٪َ ٔيٍا ثٝاوٖٙٛ
1

tr dev .
3

   E 

 ىِيُ ايٙىٝ:ثٝ

 
21

 .. tr dev  .. dev ,
3

      

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

    
21

3 2 tr  dev  .. dev .
6

W          

 آيي:ىٕز ٔي( ث27ٝ-6وٕيز ٞبي ٖٔشمّي ثٛىٜ ٚ اُ ) tr  ٚdevأب 

(6-28                  )         3 2 0,      >0.    

2ثٙبثَايٗ ٔيَٚ كؼٕي  3k     ٔيَٚ ثَٙي ٚG   ٍٔظجز ٖٞشٙي. ى

 ( آٔيٜ إز.28-6اي اُ )سَٕيٗ ُيَ ٘شيؼٝ

0E٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  .6-6توزيي    ٚ-1< 1 2  . 
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0، ٍفشٝ ىٍ ٟٔٙيٕيثَاي ثيٚشَ ٔٛاى ثٝ وبٍ    ٍَا ىاٍيٓ. ٔمبىي  ثَاي لإشيه

ٔٙفي ٖٞشٙي.  إز؛ ٔٛاى ٕٞب٘ٙي إفٙغ ٞبي سٍِيك ىٚثبٍٜ ىاٍي ٔمبىيَ  1/2ِ٘ىيه 

ٞبي َٔػ٬ فٙي ثيبثي. سٛا٘ي ا٥لا٭بر َٔسج٤ ثب ٔٛاى ٌٛ٘بٌٖٛ ٍا ىٍ وشبةهٛا٘ٙيٜ ٔي

11Pa  2ثَاي فٛلاى ٔٙ٪ٓ ىٍ كيٚى  Eٔمبىيَ  10  ٚ إز  ُٜ0.25ىٍ ثب 0.33 

 اٍ ىاٍى. لَ

ىٕز ثٝ ثَ كٖت    ٚW٭جبٍسي ثَاي ، ٌَىثَاي َٞ ػٖٓ ٕٖٞبٖ .9-6توزيي 

 آٍٚيي.

 ّبجبييهعبدلات تعبدل ثزاي جبثِ 6-9

( ثَ 11-6ىٕز آٍٚىيٓ. ٔٮبىِٝ )( ٍا ث11ٝ-6( ٚ ٔٮبىِٝ سٮبىَ )19-6ٔٮبىِٝ كَوز ) 

( ٙبُٔ ٕٝ ٔٮبىِٝ ثب ٙ٘ 11-6)، ايكٖت سٙ٘ ٘ٛٙشٝ ٙيٜ إز. ىٍ ٙىُ ِٔٛفٝ

-6سٛاٖ )ٔيإز. ثب إشفبىٜ اُ سٮَيف سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ٚ لبٖ٘ٛ ٞٛن  ijٔؼَٟٛ ٖٔشمُ 

ػبيي ٞبي ثَىاٍ ػبثٝ( ثٝ ىٕشٍبٞي ثب ٕٝ ٔٮبىِٝ ِٕٞٔبٖ ٖ٘جز ثٝ ِٔٛف6-11ٝ( ٚ )19

u ٜ( ثٝ ىٕشٍبٞي ثب ٕٝ ٔٮبىِٝ ىاٍاي ٕٝ 11-6( ٚ )19-6ٞبي )سجييُ وَى. دٔ ىٕشٍب

يبثي. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثب ٘م٦ٝ ٘٪َ وّي وٝ َٞ ٖٔبِٝ وبٞ٘ ٔي uٞبي ٔؼَٟٛ اُ ِٔٛفٝ

 ٔشٙب٩َ إز. ، هٛٗ ٍفشبٍ ثبيي ىاٍاي سٮياى ثَاثَي ٔٮبىِٝ ٚ ٔؼَٟٛ ثبٙي

ىٕز  ( ث26ٝ-6ٔٮبىلار سٮبىَ ىٍ ٍٔٛى ٔبىٜ ٍٕٞٗ سٮَيف ٙيٜ س٤ٕٛ )، ثَاي ٕبىٌي

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ uٍا ثَكٖت  .طبثز ٖٞشٙي. اثشيا    ٚآيي. فَٟ وٙيي ٔي

   . . tr 2 tr . . .
T

                E u u 

 اُ آ٘ؼبيي وٝ:

tr .    u 
ٚ 

 . . ,
T

  u u 

 ىاٍيٓ: 

 . . . .        u u 
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 ٙٛى:ثٙبثَايٗ ٔٮبىِٝ ثٝ ٙىُ ُيَ ٔي

(6-29)                       . . 0.        u u f 

٘ٚبٖ ىٞيي .6-6توزيي  . . 
T

  u u. 

 

 ( ثَاثَ إز:29-6ٔٮبىِٝ )، ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي

(6-30
        

   
2

0     1,2,3 .i k
k

k i i i

u u
f k

x x x x
   

 
    

   
 

 يٮٙي:

(6-31)            

 

 

 

 

1 2 3
1 1

1 1 2 3

1 2 3
2 2

2 1 2 3

1 2 3
3 3

1 1 2 3

0,

0,

0,

u u u
u f

x x x x

u u u
u f

x x x x

u u u
u f

x x x x

   

   

   

    
       

    

    
       

    

    
       

    

 

 وٝ ىٍ آٖ
2 2 2

2 2 2

1 2 3

.
x x x

  
   

  
 

 اِو٤ ثَاثَ إز ثب:( ىٍ ىٕشٍبٜ ٔٙلي29-6اي )ٕ٘بي٘ ِٔٛفٝ

(6-32)
          

   0     1,2,3mn

m n kk
g uk f k

q
    


      


 

 وٝ ىٍ آٖ

 1
tr .

mn

n

m

gg u

qg
 


 


 

 ىٕز آٍٚيي.( ٍا ث32ٝ-6٭جبٍر ) .7-6توزيي 

 ٍٚاث٤ ٔشٙب٩َ ىٍ ٔوشٞبر وَٚي ٚ إشٛا٘ٝ اي ىٍ ديٕٛز اِف آٔيٜ إز.

 ٞب ٍا ثٙٛيٖيي.  ػبيئٮبىلار كَوز ىٍ ػبثٝ .8-6توزيي 
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 هزسي ٍ هسبيل هقذار هزسي ضزايظ  6-6

ٞب ثبيي ٔٮبىلار ٍا ىٕز آٍٚىٖ يىشبيي ػٛاةىٕز آٍٚىيٓ. ثَاي ثٝٔٮبىلار سٮبىَ ٍا ثٝ

سىٕيُ وٙيٓ. اِٚيٗ ، ثب َٙاي٤ ٚالٮي ثَ ٍٚي َُٔ كُٜٛ وٝ ٔٮبىلار ىٍ آٖ لَاٍ ىاٍ٘ي

ة ٍٝٛر ثٝ ػٛاكبِز ٍٔٛى ثٍَٕي ٖٔبيُ اّٝي سٮبىَ ثَاي اػٖبْ وٖٚبٖ إز. ىٍايٗ

 ٕٛاَ يىشبيي ىٕز هٛاٞيٓ يبفز.

ػبيي ٚ ٞٓ ثَىاٍ ٌٛيي وٝ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ َُٔي ثبيي ٞٓ ثَىاٍ ػبثٝثيٙ٘ فيِيىي  ثٝ ٔب ٔي

سٙ٘ ثَ إبٓ ثبٍ ٔشُٞ سٮييٗ ٙٛى. سٮييٗ َٞ ىٚ ثَىاٍ ىٍ يه ٘م٦ٝ غيَ ٕٔىٗ إز. 

َُٔي ٌيَى. ىٍ وٖٚب٘ي ٕٝ ٖٔبِٝ ٔمياٍ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ىٍ اىأٝ ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔي

، ٙٛى ػبيي ثيبٖ ٔياّٝي ٚػٛى ىاٍى. ىٚ سب اُ ايٗ ٔٛاٍى ثٝ َٙف ُيَ إز: يىي ثب ػبثٝ

ػبيي ٚ ٍٝٛر  يه ٖٔبِٝ سَويجي إز وٝ اُ ػبثٝٞبي سٕبٕي. ٕٛٔي ثٝىيٍَي ثب ٘يَٚ

 ثبٍٞبي ٔشُٞ ثَ ٍٚي  َُٔ سٚىيُ ٙيٜ إز.

( يب 29-6ٞبي )ػبييػبثٝىٍ اِٚيٗ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي وٖٚب٘ي ٔٮبىلار سٮبىَ ٍا ثب 

ثَ ٍٚي  0uػبيي( ثب سٛػٝ ثٝ ٔيياٖ ػبث32ٝ-6) -(30-6ٞبي ىيٍَي اُ ٔٮبىلار )ٙىُ

 وٙيٓ:سىٕيُ ٔي وُ َُٔ 

(6-33)                                    
  

0.

u u 

 ٔٮَٚف إز. ٣َٙ َُٔي ػٙجٚي٭ٙٛاٖ ايٗ ٍاث٦ٝ ثٝ

 ثَ ٍٚي  0tثب ىٍ٘٪َ ٌَفشٗ ثب ٔشُٞ  ( ٍا29-6ٍاث٦ٝ )، ىٍ ىٚٔيٗ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي

 سىٕيُ ٔي وٙيٓ.

(6-34)
                                 

0 . .

u t 

اي اُ ٔٮَٚف إز. اُآ٘ؼبيي وٝ ٞيؾ ٘م٦ٝ ٣َٙ َُٔي ايٖشبييايٗ ٍاث٦ٝ ثٝ ٭ٙٛاٖ 

ٖٔبِٝ ٔمياٍ ، سٛا٘ي آُاىا٘ٝ ىٍ ف٢ب كَوز وٙي. ثب ايٗ ٣َٙػٖٓ ٔي، ػٖٓ طبثز ٘يٖز

ثييٗ ، هٛٗ ٬١ٚ إز اٌَ ٭ُٕ ثبٌٌٍاٍي ٍٚي ػٖٓ هٛى سٮبىَ ثبٙئَُي ايٖشبيي 

ٔٮٙب وٝ ثَايٙي ٘يَٚ ٚ ثَايٙي ا٘ياُٜ كَوز اُ ٕٞٝ ٘يَٚٞبي هبٍػي ٚاٍى ثَ ػٖٓ ثبيي 

 ٝفَ ٙٛى.
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سٛا٘ي سٚويٜ ىٞي وٝ ايٗ ٫ٛ٘ اي وٝ ثب ٔٮبىلار ٔٚشمبر ػِيي آٙٙب إز ٔي هٛا٘ٙيٜ

 ٝ ٚ ٘يٛٔٗ ثَاي ٔٮبىِٝ دٛإٗ ٖٞشٙي.اُ َٙاي٤ َُٔي ٔٚبثٝ ثب َٙاي٤ ىيَوّ

، إز. يٮٙي َٙاي٤ َُٔي سَويجي( ثب 29-6ٕٛٔيٗ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ٖٔشِّْ سىٕيُ )

 :2ٍٚي ثبليٕب٘يٜ  0tاُ َُٔ ٚ َٙاي٤  1ثبيي َٙاي٤ ػٙجٚي ٍٚي ثو٘ 

(6-35                            )
1 2

0 0,          . . 
 u | u n t 

 ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ.

ٚػٛى ىاٍى وٝ ىٍ آٟ٘ب ثَاي َٞ ٘م٦ٝ َُٔي ايٗ  وٖٚب٘ي ىيٍَي ٘يِ "ٖٔبيُ سَويجي"

ثَ ٍٚي ، ٙٛى. ٭لاٜٚ ثَ ايٗٞبي ٍٔٛى ٘٪َ سَويت ٔيػبيي ٚ ثبٌٌٍاٍيٕٝ ٣َٙ ثب ػبثٝ

سٛاٖ َٙاي٤ سٕبٕي ٍا ثب ٔلي٤ يب اػٖبْ وٖٚبٖ يب غيَ وٖٚبٖ سَويت وَى. َُٔ ٔي

أب ، ٍ ثٍَٕي ٙٛ٘يٍٝٛر هٛٗ ٍفشبؿٙيٗ ٖٔبيّي لاُْ إز وٝ ثٝ، ٭ٙٛاٖ يه لب٭يٜثٝ

ىاٍي ٍا ثَاي ىٞي وٝ ثٍَٕي وٙٙيٌبٖ َٙاي٤ ٔٮٙي٥ٍٛوّي ثيٙ٘ ٟٔٙيٕي اػبُٜ ٔيثٝ

ٞبي ٞب ٚ سٙ٘ػبييسٛاٖ ثٝ ػبثٝٔٮٙب ٔي٭ٙٛاٖ ٔظبَ اُ ٖٔبِٝ ثيَٞ كبِز اٍايٝ ىٞٙي. ثٝ

٥ٍٛ ٖٔشمُ سٮييٗ سٛا٘ٙي ثٝاي ثَ ٍٚي َُٔ اٙبٍٜ وَى. ايٗ وٕيبر ٕ٘ي٭ٕٛىي ِل٪ٝ

 َى٘ي.ٌ

ٔليٚى ٔي ٙٛى وٝ ثٝ ٔٙ٪ٓ ثٛىٜ سب  كؼٓ ثب َُٔ  Vٙٛى وٝ اُ ايٗ دٔ فَٟ ٔي

 ٌيَي ػِء ثٝ ػِء ثَ ٍٚي آٖ إشفبىٜ وَى.ٞبي ا٘شٍَاَثشٛاٖ اُ ٍٚٗ

 هعبدلات تعبدل تٌص 6-7

ػبيي ٝبىق ىٍ ٙبُٔ دييا وَىٖ ٔيياٖ ػبثٝ، ػبيئٖبِٝ ٔمياٍ َُٔي ثَاي ػبثٝ

-6( يب )34-6( ٚ )33-6ٞبي َٙاي٤ َُٔي )ٚ يىي اُ ٔؼٕٛ٭ٝ( 29-6ٔٮبىلار سٮبىَ )

ثب  u( ثَ كٖت ػٕلاسي اُ 35-6( يب )34-6ٙٛى وٝ سبٍٖ٘ٛ سٙ٘ )( إز. فَٟ ٔي35

ٙٛى. ٚلشي سٙ٘ ثَ ٍٚي وُ َُٔ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ( ثيبٖ ٔي16-6( يب )26-6ٍٚاث٤ )

ٍٚى. اِجشٝ ػٛاة ىٕز آ( ث34ٝ-6( ٚ )11-6ٍا اُ ) سٛاٖ وٕيز ٔؼَٟٛٔي، ٙٛى ٔي

 ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ، ٙٛىيىشب ٘يٖز. ثبيي ٔٮبىلار ىيٍَي ٍا وٝ لبٖ٘ٛ ٞٛن ٍا ٙبُٔ ٔي

-6اُ ٔٮبىلار ) ٙٛى وٝ ػٛاةىٞيٓ. فَٟ ٔيايٗ ٦ّٔت ٍا ثٝ ٍٚٗ ُيَ ا٘ؼبْ ٔي
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ٍا سٮَيف  ، ىٍ لبٖ٘ٛ ٞٛن ٙٛى. ثب لَاٍ ىاىٖ ( سىٕيُ ٔي34-6( س٤ٕٛ )11

 وٙي:( ايؼبة ٔي26-6بىِٝ )وٙيٓ. ٔلبٕجٝ ٍى ٔٮ ٔي
1

tr tr .
3 2

 
 




 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث26ٝ-6ثب ػبيٌٍاٍي ىٍ ٔٮبىِٝ )

(6-36)
          

1 1 1 1
tr tr .

2 3 2 2 1
    

    

   
         

E E 

ػبيي ٍا سٛاٖ ٔيياٖ ػبثٝٔي يٮٙي س٤ٕٛ، ىا٘يٓ وٝ سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ثب ٔٮٙي إزأب ٔي

 ىٕز آٍٚى:ثٝ، ( ثٝ ٍٝٛر ُيَ ثَلَاٍ ثبٙي17-6اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ٔٮبىِٝ ٕبٌُبٍي )

  .
T

  0 

 آيي: ثٝ ىٕز ٔي,ٖتكاي ثَ ٝ ٔٮبىِٮ، ( ىٍ ٔٮبىِٝ ٕبٌُبٍي 36-6ثب ػبيٌٍاٍي )

      1
tr .

2 1

T T T
  

 
         
  

E 0 

وبٞ٘  ٔيُٚ -ٔٮبىلار ثّشَأيايٗ ٔٮبىِٝ ثٝ ، ثب ىٍ ٘٪َ ٍَ٘فشٗ ٔلبٕجبر ٥بلز فَٕب

 يبثي:ٔي

(6-37)
       

  . tr . .
1 1

T 
    

 
          

 
f f E f 0 

ؿيئبٖ وبّٔي اُ ٖٔبِٝ سٮبىَ ، ٙٛ٘ي( سىٕيُ ٔي34-6( ٚ )11-6ايٗ ٔٮبىلار وٝ ثب )

ىٞٙي. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ايٗ ٖٔبِٝ اٌَ ٚ فم٤ اٌَ ٔؼٕٛ٭ٝ سٙ٘ ٍا ٘ٚبٖ ٔيىٍ 

ٍٝٛر هٛى ٘يَٚٞبي هبٍػي وٝ ٙبُٔ ٘يَٚٞبي ػٖٓ ٚ ٭ىٔ اِٮُٕ آٟ٘ب ثَ ٍٚي َُٔ ثٝ

 ىاٍاي ػٛاة إز. ، ٔشٛاُٖ ثبٙٙي

 يبثي:( ثٝ ٔٮبىِٝ ُيَ وبٞ٘ ٔي37-6)، ٚلشي ٘يَٚٞبي ػٖٓ كٌف ٙٛ٘ي

(6-38)                        
 

 . tr .
1


 


    


0 

 ٙٛى:( ثٝ ٔٮبىلار ُيَ ٔٙؼَ ٔي38-6ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي )
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(6-39)                

2 2

11 122

1 1 2

2 2

22 232

2 2 3

2 2

33 132

3 1 3

1 1
0,              0,

1 1

1 1
0,              0,

1 1

1 1
0,              0,

1 1

x x x

x x x

x x x

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
     

    

 
     

    

 
     

    

 

 وٝ:

11 22 33tr .        
 -( ٚ ٔٮيلار ثّشَأي34-6)، (11-6ٍا اُ ٍاث٦ٝ )ثَاي كُ وبُٔ ٖٔبِٝ سٮبىَ اثشيا

ثٝ يبثيٓ. ىٍ ٟ٘بيز ٍا ٔي آٍٚيٓ. ٕذٔ ثب إشفبىٜ اُ لبٖ٘ٛ ٞٛن ىٕز ٔئيُٚ ثٝ

٥ٍٛ يىشب ىٍ كَوز ػٖٓ ٍا وٝ ثٝ uػبيي ( ٔيياٖ ػبث18ٝ-6وٕه فََٔٛ ِٕاٍٚ )

 وٙيٓ. دييا ٔي، ٙٛىّٝت سٮَيف ٔي

ثبيي سٛػٝ ىاٙز وٝ ٕبهشبٍ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ىٍ سٙ٘ اُ ٘م٦ٝ ٘٪َ ٍيب١ي فيِيه 

ٔؼٟٛلاسي ٖٞشٙي وٝ ىٍ ٘ٝ  ٍٕي. ٙ٘ ِٔٛفٝ ولإيه وٕي ٘بٔب٘ٛٓ ثٝ ٘٪َ ٔي

ٝيق  ٞبي ٕٝ سب اُ َٔسجٝ يه ٚ ٙ٘ سب اُ َٔسجٝ ىٚ ٖ٘جز ثٝ ِٔٛفٝ -ٔٮبىِٝ

ٙٛ٘ي. ٔٚشك ايٗ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ثب ٖٔبِٝ وٙٙي. ايٟٙب ثب ٕٝ ٣َٙ َُٔي وبُٔ ٔي ٔي

 "٘بٔب٘ٛٓ"ٙٛى. ٘٪َيٝ ؿٙيٗ ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي ٞب ٔٮبىَ ٔيػبيئمياٍ َُٔي ػبثٝ

 وبُٔ ٘يٖز. 

 يكتبيي جَاة هسبيل هقذار هزسي كطسبًي 6-8

ٔٚوٞٝ ٟٕٔي اُ هٛٗ ٍفشبٍي آٖ إز. ل٢يٝ ، يىشبيي ػٛاة ثَاي ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي

 ( دبيٝ ٌٌاٍي ٙي. 1887-1824يىشبيي ٖٔبيُ وٖٚب٘ي س٤ٕٛ ٌٕٛشبف اٍ. وَٟٙف )

( وٝ ىٍ كبِز هبٛ 35-6( ٍا ثب َٙاي٤ َُٔي سىٕيّي )29-6ر )يىشبيي ػٛاة ٔٮبىلا

 وٙيٓ. اطجبر ٔي، ( إز33-6ىاٍاي َٙاي٤ )
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( ٝبىق 35-6( ٚ )29-6وٝ ىٍ ) 1u  ٚ2uٙٛى وٝ ٔٮبىلار فَٟ ٔي، ثَٞبٖ هّف

1  ٚ2سَسيت ثب ٚػٛى ىاٍ٘ي. سبٍٖ٘ٛٞبي ٔشٙب٩َ سٙ٘ ثٝ، إز , ٙٛ٘ي. ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

 ٔٮبىِٝ ُيَ ٍا ثَلَاٍ إز:ثٙبثَايٗ ىٚ ىٕشٍبٜ 

1 2

0 0

1 1,      . ,
 
 u u n t 1 .  ,    0  ٍىV 

1 3

0 0

2 2,      . .
 
 u u n t  2 .  ,   f  Vىٍ  0

1سفب١ُ  2 u u u ٖ1ٚ ٔيياٖ سٙ٘ ٔشٙب٩َ ثب آ 2    ٍٓا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ثب و

 ػٛاثي ثَاي ٖٔبِٝ سٮبىَ ُيَ إز: uثيٙيٓ وٝ ٔي، اُ ٞٓ 1u  ٚ2uوَىٖ ٔٮبىلار 

1 2

 .  ,      ,       . .  
   0 u | 0 n  Vىٍ  0

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، Vٚ ا٘شٍَاَ ٌيَي ٍٚي  uاي ٔٮبىِٝ سٮبىَ ىٍ ثب ١َة ٘م٦ٝ

 
V

 .  . V 0.d  u 

 ٙٛى:ايٗ ٔٮبىِٝ ثٝ ٍاث٦ٝ ُيَ سجييُ ٔي، إشٌََٚاىٕىي -ثب إشفبىٜ اُ ل٢يٝ ٌبٚٓ

 
V

.. V  .  . 0.
T
d 


    u n u 

uيىي اُ ٔٮبىلار ىٍ َٞ ٘م٦ٝ اُ   . يب 0 n ثَلَاٍ إز. ثٙبثَايٗ ا٘شٍَاَ  0

 ٔشمبٍٖ إز. دٔ: ٙٛى. سبٍٖ٘ٛآهَ ثَاثَ ٝفَ ٔي

   .. .. .
T

   u u 

 ىاى:ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ وٙي وٝ ا٘شٍَاَ كؼٕي ٍا ثشٛاٖ ثٝايٗ أَ ايؼبة ٔي

 
V

.. V 2 V 0.
V

d W d       

ٙٛيٓ وٝ يبىآٍٚ ٔي W  ٖٝٔبٚي ٝفَ ثٛىٖ ا٘شٍَاَ ، ٔٮيٗ ٔظجز إز. ىٍ ٘شيؼ

ثب٭ض كٌف ٙيٖ ا٘شٍَاِيٜ ىٍ سٕبْ كؼٓ : 0V W   ثب سٛػٝ ثٝ ٔظجز  ٙٛى:ٔي

 ىاٍيٓ:  Wثٛىٖ

(6-40)                                           
  

. 0 

ٌَٞبٜ   0 u ( ٍٚثَىاٍ ػبث18ٝ-6ثب إشفبىٜ اُ ِٕا ) ٝٙىُ ُيَ سجييُ ػبيي ث

 ٙٛى: ٔي

(6-41)
                              0 0 0 ,u    u u - r r 
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0وٝ  0,u  ٚ0r ٝػبيي وٛؿىي اُ ثَىاٍٞبي طبثز ٖٞشٙي. أب ايٗ ٔمياٍ ثَاثَ ثب ػبث

٭ّزإز. ثٝ Vٔيياٖ ىٍ كؼٓ ّٝت
1

0

u ،ٓىٍ كؼV  ٓىاٍيu  . ثٙبثَايٗ:0

1 2.u u 
 يىشبيي ػٛاة ثَاي ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي اَٚ ٚ ْٕٛ وٖٚب٘ي اطجبر ٙي. 

آٍٚيٓ ىٕز ٔيٌبْ ٞبي اثشيايي اطجبر ثَلَاٍ إز. ثٝ، ثَاي ٖٔبِٝ ىْٚ   0  ٍى

 ػبيي َٞ ػٖٓ ّٝت ٔشفبٚر إز:ىٍ ٘شيؼٝ ىٚ ػٛاة ٖٔبِٝ ثَاي ػبثٝ، Vكؼٓ

 1 2 0 0 0 .    u u u r r 

1ٌيَي وَى وٝسٛاٖ ٘شيؼٝأب ىٍ ١ٚٮيز وٙٛ٘ي ٕ٘ي 2u u  ٜايٗ ٫ٛ١ٛٔ اُ ىييٌب

ٞبي ٖٓ آُاى ثب ٔليٚىيزفيِيىي ٍٚٙٗ إز. ٖٔبِٝ ىْٚ وٖٚب٘ي سٛٝيف وٙٙيٜ ػ

ػبيي ػٖٓ ّٝت سٮَيف ٙٛى. ايٗ ثٙبثَايٗ ػٛاة ثبيي ىٍ كي ػبثٝ، ٞٙيٕي إز

 ٙٛى. ٫ٛ١ٛٔ ؿيِي إز وٝ ىٍ فََٔٛ آهَ ىييٜ ٔي

 قضيِ تقبثل ثتي 6-9

ٞبي ٖٔبيُ سٮبىَ ثَاي َٞ ػٖٓ وٖٚبٖ وٝ سلز ثبٍٞبي ٔشفبٚسي إز اُ ل٢يٝ ػٛاة

 وٙي. وبٍ ٔشمبثُ ثشي ديَٚي ٔي

ثبٙي ٚ ػٖٓ  fٚ ٚاوٙٚي ػٖٓ tاوٖٙٛ ػٖٕي ٍا وٝ سلز وٙ٘ ٘يَٚٞبي سٕبٕي

ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ، ثبٙي t  ٚfٔٚبثٟي وٝ سلز وٙ٘ ػفز ٘يَٚٞبي هبٍػي ىيٍَ 

سَسيت ثب ٭لأز دَيٓ ٚ ػبيي ٚ ىيٍَ وٕيبر ٔشٙبٕت ثب ايٗ ٖٔبيُ ثٝ ٥ٍٛ ٔٚبثٝ ثٝػبثٝ

اة ثَاي ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ىْٚ ٔشفبٚر ػٖٓ ٙٛى. اوٖٙٛ ىٚ ػٌُٛٛ٘ي ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

 وٖٚبٖ ىاٍيٓ.

ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ىْٚ وٖٚب٘ي وٝ ثب ػفز ثبٍٞبي  u  ٚuٞبي ػٛاة .6-6قضيِ 

, t f  ٚ, t f ىٍ ٍٚاث٤ ُيَ ٝبىق إز:، ٔشٙب٩َ إز 

(6-42  )       
V V

 . V  .  . V  . .d d d d 
 

              f u t u f u t u 

ٞبي  ل٢يٝ ثشي إز. اِٚيٗ ٭جبٍر اُ ٘٪َيٝ دَسٛ ٚ ىٚٔيٗ ٭جبٍر اُ لٖٕز، ايٗ سٖبٚي

ٞبي ٭َٙٞ ٔليٚى ىٕز آٍٚىٖ ٔٮبىلار ٍٚٗىيٍَ فيِيه ث٤ٖ ىاىٜ ٙيٜ وٝ ىٍ ثٝ
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ٞبي ٕٕز ؿخ ٚ ٍإز ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ وبٍ ٙٛى. َٞ وياْ اُ ٭جبٍروبٍ ٌَفشٝ ٔيثٝ، َُٔي

ثٙيي ٔىب٘يىي اُ ل٢يٝ سٛاٖ يه فََٔٛػبيي ٍٔٛى ٘٪َ إز. ثٙبثَايٗ ٔيَٞ ثبٍ ىٍ ػبثٝ

 ثشي ىاٙز. 

ػبيي ٞبي ػٖٓ وٝ ثب وٙ٘ ىٕشٍبٜ ىْٚ َ ٘بٙي اُ ٘يَٚٞبي ٚاٍى ثَ ػبثٝوبٍ ىٕشٍبٜ اٚ
ٞبي ػٖٓ ػبيي٘يَٚٞب ٔشٙبٕت إز ثب وبٍ ىٕشٍبٜ ىْٚ ٘بٙي اُ ٘يَٚٞبي ٚاٍى ثَ ػبثٝ

 ثَاثَ إز.، وٝ ثب وٙ٘ ىٕشٍبٜ اَٚ ٘يَٚٞب ٔشٙبٕت إز

 ُيَ ٝبىق إز:سَسيت ىٍ ٔٮبىلار سٮبىَ ٚ َٙاي٤ َُٔي ثٝ u  ٚuثَىاٍٞبي  احجبت.

 . ,      . ;  


       f 0 n t  ٍىV 

 . 0 ,      . .  


      f 0 n t  ٍىV 

( ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ثب ٘ٛٙشٗ ٘يَٚٞب ثَا كٖت 42-6اوٖٙٛ لٖٕز ٕٕز ؿخ ٍاث٦ٝ )

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، سٙ٘

 
V V

 . V  . . . V   . . .d d d d  
 

                f u t u u n u 

 إٚشٌََٚاىٕىي ثَاي ا٘شٍَاَ ٦ٕق هٛاٞيٓ ىاٙز:-وبٌٍيَي ل٢يٝ ٌبٚٓثب ثٝ

 

   

 

V

V

V

V

. . V   . . 

                           . . . . V

                           .. . V

                           .. V. 

T

d d

d

d

d

 

 



 


      

       

  

 

 







u n u

u u

u
 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝ:ثٝ

V
 . V  . .. .

V
d d dV  


         f u t u 

 يبثي:ثٙبثَايٗ اطجبر ثٝ ثٍَٕي سٖبٚي ُيَ وبٞ٘ ٔي

.. .. .
V V

dV dV        

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، Cثب إشفبىٜ اُ لبٖ٘ٛ ٞٛن ٚ يبٚآٍٚي هٛاٛ سمبٍ٘ي 

 .. .. .. .. .. .. .. .. .C C C                      

 ثييٗ سَسيت اطجبر وبُٔ إز.
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ٍٝٛر طبثز ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي:َُٔ ٍا ثٝ 1لٖٕز  .9-6توزيي 
 1

.

u . فَٟ وٙيي 0

ىٚ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ىاٍاي ايٗ ٣َٙ ثبٙي ٚ ٕٞـٙيٗ ػٖٓ سلز وٙ٘ يىي اُ ىٚ 

,ىٕشٍبٜ ٘يَٚٞبي   t f يب,   t f ثب,   t t  2ٍٚي 1\     ٝثبٙي. طبثز وٙيي و

 ٙٛى:سٖبٚي ثشي ثٝ ٙىُ ُيَ ٔي

2 2V V
 . V  .  . V   . .d d d d 

 
              f u t u f u t u 

، ىٚ ٖٔبِٝ سٮبىَ ٍا ثَاي ػٖٕي سلز ىٚ ىٕشٍبٜ ٘يَٚٞبي هبٍػي .91-6 توزيي

 1ػبيي ٔشٕبيِ ثَ ٍٚي ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي. ىٍ ايٗ كبِز ىٚ ٔيياٖ ػبثٝ، ٕٞب٘ٙي ٖٔبِٝ لجُ

 لبثُ سَٚيق إز:

(6-43      )                   
1 1

,      .
 
    u a u a 

ىٞيٓ. ٕ٘بي٘ ٔي u  ٚuٞبي ٔشٙب٩َ ثب ٖٔبيُ سٮبىَ ٍا ثب ػٛاة، ٔٚبثٝ ثبلا

ٞبي ٖٔبيُ سٮبىَ ثَاي ػٖٕي فبٍٯ اُ ٘يَٚٞبي هبٍػي وٝ ىٍ َٙاي٤ ٔشٙب٩َ  ػٛاة

0سَسيت ثب ثٝ، وٙي( ٝيق ٔي6-43)
u  ٚ0

u ٙٛى. ىٍ ٟ٘بيز ٔٮَفي ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

 وٙيٓ:ٔي

0 0,       .        u u u u u u 
 ٙٛى:شي ثٝ ٙىُ ُيَ ٔيطبثز وٙيي وٝ سٖبٚي ث

2 2V V
 . V  .  . V   . .d d d d 

 
              f u t u f u t u 

 اصل كويٌِ اًزصي كل 6-91

٘بٔييٜ  دبيب، سَيٗ ١ٚٮيز سٮبىِي إزسٮبىَ يه ٌٛي وٝ ٍٚي َٞ هٓ ٦ٖٔق ىٍ دبييٗ

اَّ٘ي دشبٖ٘يُ ٌٛي ىاٍاي ، ٙٛى وٝ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ سٮبىَٙٛى. ىٍ فيِيه دبيٝ ٌفشٝ ٔئي

دشبٖ٘يُ ٔٚبثٝ ثب يه وٕشَيٗ ٔمياٍ إز. َٞ ٘م٦ٝ سٮبىَ طبثز َٔث٣ٛ ثٝ اَّ٘ي 

سٛا٘ي ٘بدبيب ثبٙي. َٞ سٮبىِي وٝ ثب ٘م٦ٝ أب ؿٙيٗ سٮبىِي ٔي، ١ٚٮيز سٮبىِي ٌٛي إز

لاٌَاْ٘ ثَاي ، غيَ وٕيٗ ٔشٙب٩َ إز ثٝ ٥ٍٛ ٔٮَٕٛ غيَدبيب إز. ىٍ ٔىب٘يه ولإيه

َّي اِٚيٗ ثبٍ ٘شبيغ دبيياٍي اَّ٘ي دشبٖ٘يُ ًٍٜ ٍا ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ىاى. اُٝ وٕيٙٝ ا٘

ٞبي سُٛي٬ ٙيٜ ٙجيٝ دشبٖ٘يُ يىي اُ ٟٕٔشَيٗ اَٝٛ ٭ّٓ فيِيه إز وٝ ثَاي ىٕشٍبٜ
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ثٙيي وَى ُيَا ثبيي سٛاٖ فََٔٛإٓب٘ي ٕ٘يػٖٓ وٖٚبٖ ٘يِ ثَلَاٍ إز. أب آٖ ٍا ثٝ

٭جبٍسي ٍا ثَاي اَّ٘ي دشبٖ٘يُ يبفشٝ ٚ طبثز وَى وٝ ىٍ كبِز سٮبىَ ىاٍاي وٕشَيٗ 

 ٔمياٍ إز.

 ٘ٛيٖيٓ:ٍٝٛر ُيَ ٔياَّ٘ي وُ ٍا ثٝ، ٍر اَّ٘ي ػٖٓ وٖٚبٖ سلز ثبٍٕٞب٘ٙي ٭جب

  0

V V V
V  . .  .E W d dV d      f u t u 

وٙي. اٌَ ٘يَٚٞبي هبٍػي ٚاٍى ػّٕٝ اَٚ اَّ٘ي وٚٚي ٚاثٖشٝ ثٝ سغييَ ٙىُ ٍا ثيبٖ ٔي

اَّ٘ي وٚٚي ثب وبٍ ثيٚيٙٝ وٝ س٤ٕٛ ، ثَ ػٖٓ ٍا ثٝ آٍأي ثٝ ٕٕز ٝفَ ٔيُ ىٞيٓ

ثب ٭لأز ٔٙفي ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ وبٍ ٘يَٚٞبي  ثَاثَ إز. ػٕلار ىيٍَ، ٙٛىػٖٓ سِٛيي ٔي

ػبيي ػٖٓ إز. ايٗ ػٕلار ٔٚبثٝ ٭جبٍسي ثَاي وبٍ هبٍػي َٔث٣ٛ ثٝ ٔيياٖ ػبثٝ

٘يَٚي ٌَا٘٘ ٚاٍى ثَ يه ًٍٜ ٔشلَن ثٛىٜ ٚ ىٍ ٘شيؼٝ ٔٚبثٝ ثب دشبٖ٘يُ ٌَا٘ٚي 

ٚلشي  سٛاٖ آَ٘ا ػٕلار اَّ٘ي دشبٖ٘يُ ٘بٔيي. ىٍ كميمز ىٚثبٍٜ ثبيي طبثز وٙيٓ وٝ ٔي

ثبيي ٔٮٙي ، ٥ٍٛ آٙىبٍىاٍاي وٕشَيٗ ٔمياٍ إز. ثٝ E، ػٖٓ ىٍ كبَ سٮبىَ إز

ٍا سَٚيق وَىٜ ٚ اثِاٍ لاُْ ٍا ثَاي دبيٝ ٌٌاٍي اُٝ وٕيٙٝ ٔٮَفي  Eوٕشَيٗ ٔمياٍ"

 وَى.

ٔشغيَٜ آٙٙب إز: ثبيي يه  nهٛا٘ٙيٜ ثب سٮَيف ٘م٦ٝ وٕيٙٝ ١ٛٔٮي ثَاي سبث٬ 

وٝ سٕبْ ٔمبىيَ سبث٬ ٍٚي آٖ وٕشَ اُ ٔمياٍ سبث٬ ىٍ آٖ  ٕٖٞبيٍي اُ ٘م٦ٝ ٚػٛى ىاٍى

٘م٦ٝ ٘جبٙي. ايٗ ٔمياٍ ثَاي ٘م٦ٝ وٕيٙٝ ٦ّٔك ثبيي ثٌَُشَ اُ سٕبْ ٔمبىيَ سبث٬ ىٍ َٞ 

سٮٕيٓ ىاىٜ ثٝ ٥ٍٛيىٝ آٟ٘ب  Eٞبيي ٔب٘ٙي سٛاٖ ثٝ وٕيز٘م٦ٝ ثبٙي. ايٗ سٮبٍيف ٍا ٔي

سبث٬ ٘بٔييٜ Eىيَي ثبٙٙي. وٕيز سٛا٘ٙي ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ا٭ياى كميمي ىاٍاي ٔمب ٔي

٘بٔيٓ. َٞ ٔي ٌٖٛسبث٬آٖ ٍا ، ثٖشٍي ىاٍى uٙٛى أب ثٝ ىِيُ ايٙىٝ ثٝ سبث٬ ثَىاٍ ٔي

سٛا٘ي وُ سبث٬ ٍا ىٍ ثَ ٌَفشٝ سب كياوظَ يه ٌٖٛ سٙب٩َي إز اُ آٌٍٛٔب٘ي وٝ ٔي سبث٬

 ٭يى كميمي.

ىأٙٝ ؿٙيٗ ٔشغيَي ٚ ، ٖٔشمُٞب ثبيي ٔفبٞيٓ ٔشغيَ ٌٖٛثَاي سٮٕيٓ اييٜ وٕيٙٝ سبث٬

ىٍ ىأٙٝ إز( ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ  uٕٖٞبيٍي ٘م٦ٝ )وٝ ىٍ كبَ كب١َ سبث٬ ثَىاٍي 

اُ سٛاث٬ ثَىاٍي وٝ ىاٍاي سٕبْ  Eسٛاٖ فَٟ وَى وٝ ىأٙٝ ٌيَى. ثَاي ٕبىٌي ٔي

سٚىيُ ٙيٜ إز. ٕٞـٙيٗ ٔي سٛاٖ فَٟ وَى وٝ  Vٔٚشمبر ديٕٛشٝ سب َٔسجٝ ىْٚ 
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٘بٔٙي. ثَاي ثَلَاٍ إز. ؿٙيٗ سٛاث٬ ثَىاٍي ٍا ٔؼبُ ٔي uٙجٖي ثَاي َٙاي٤ َُٔي ػ

سٮَيف ٕٖٞبيٍي ثبيي يه ٔشَ يب َ٘ٔي ٍٚي سٛاث٬ ثَىاٍي ٔؼبُ ٔٮَفي وَى. هٛا٘ٙيٜ 

٭لالٕٙي ثٝ ػِييبر ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٔي سٛا٘ي ثٝ وشبة ٞبي ٔٮشجَ كٖبة سغييَار َٔاػ٬ 

اُٝ ٕٞبٖ ٍٚٙي إز وٝ ديٍٚبٔبٖ ايٗ ىٍ ، وٙي. ىييٌبٞي وٝ ىٍ ايٙؼب اٍايٝ ٔي ٙٛى

٫ٛ١ٛٔ ثٝ آٖ دَىاهشٝ ا٘ي وٝ ٕٞبٖ ثٝ ىٕز آٍٚىٖ ٘شبيغ ثيٖٚ اطجبر فََٔٛ ٞب إز. 

ىٍ كميمز ٔي سٛاٖ ثٝ ٥ٍٛ وبُٔ اُ ٕٛاَ َٔث٣ٛ ثٝ ٕٖٞبيٍي ٞب ىٍٚي ػٖز ُيَا 

 ىاٍاي ٔمياٍ وٕيٙٝ ٦ّٔك إز.Eكبِز سٮبىَ، ثَاي ٖٔبيُ ٍٔٛى ثٍَٕي

لبىٍ ثٝ ػٖشؼٛي ٘مب٣ وٕيٙٝ سبث٬ ٌٖٛ هٛاٞيٓ ثٛى. ٔي ، سَٚيق اثِاٍ سىٙيىياوٖٙٛ ثب 

ٍا ٕٞب٘ٙي ل٢يٝ فَٔب ثَاي ٔٚشك سٛاث٬ يه ٔشغيَٜ ثيبثيٓ: ٔٚشك اَٚ  Eهٛاٞيٓ ٔٚشك

ىٍ ٘م٦ٝ وٕيٙٝ ثبيي ثَاثَ ٝفَ ثبٙي. ل٢يٝ فَٔب ثٝ سٛاث٬ ؿٙي ٔشغيَٜ سٮٕيٓ ىاىٜ 

ثبيي ثَاثَ ٝفَ ثبٙي. اوٖٙٛ ؿٍٍٛ٘ي ٘لٜٛ ا٘ؼبْ ٙٛى: سٕبْ ٔٚشمبر ػِيي اَٚ سبث٬  ٔي

 ايٗ سٮٕيٓ ٍا ٍَٔٚ ٔي وٙيٓ. 

ىاٍاي ٔمياٍ  fيه سبث٬ ٔمياٍ كميمي ٔٮِٕٛي اُ ٔشغيَٜ ثَىاٍي ثبٙي ٚ  fفَٟ وٙيي

آٍ٘بٜ، دبٍأشَي كميمي ثبٙي ثَىاٍي ىيٍَ ٚ  ثبٙي. اٌَ  nxوٕيٙٝ ىٍ ٘م٦ٝ 

 f x a ٭ٙٛاٖ سبثٮي اُسٛا٘ي ثٝٔي ٌ َ٪٘ ٍ0َفشٝ ٙٛى وٝ ىٍى  ٍىاٍاي ٔميا

0وٕيٙٝ إز. ثٙبثَايٗ ىٍ    ٝٔٚشمبر ٖ٘جز ث :ثبيي ثَاثَ ٝفَ ثبٙي 

(6-44)                              
  

 

0

0.
df

d










x a
 

، ىا٘يٌٛ٘ٝ وٝ هٛا٘ٙيٜ ٔيثَلَاٍ إز. ٕٞبٖ aىٍ ٘م٦ٝ وٕيٙٝ ، xايٗ ٍاث٦ٝ ثَاي َٞ 

إز. ٕٞـٙيٗ اٌَ ثٝ aىٍ أشياى ػٟز xىٍ  f٭جبٍر ٕٕز ؿخ ٔٚشك ٖٔشميٓ

daٍٝٛر ٍٝٛي لَاٍ ىٞيٓ  x  ٝآٍ٘بٜ ٭جبٍر ٕٕز ؿخ ثٝ ٙىُ ىيفَاٖ٘يُ َٔسج

 ٙٛى:سجييُ ٔي xىٍ ٘م٦ٝ  dfاَٚ 

 

0

.d
df d

df f
d









 

x

x x
x 

kaثب لَاٍ ىاىٖ i ( ٍ44-6ى) ،ل٢يٝ فَٔب ثَاي سبث٬n  ٔشغيَٜ ثٝ ىٕز ٔي آيي: ٔٚشك

ٖ٘جز ثٝ  fػِيي
kx ٍىx  ٝىٍٍٝٛسي وf

x
، ثبٙي f٘م٦ٝ وٕيٙٝ xٔٛػٛى ٚ 
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 xثَاثَ ٝفَ إز. سبويي ٔي ٙٛى وٝ ايٗ َٝفبً ٥َٙي لاُْ إز. اٌَ ىٍ ٘م٦ٝثبيي 

 fسٛا٘ي ٘م٦ٝ وٕيٙٝ )يب ثيٚيٙٝ( ٘جبٙي. َٞٔي xآٍ٘بٜ ، ( ثَلَاٍ ثبٙي44-6ٔٮبىِٝ )

٘م٦ٝ ، ٙٛى. ايٗ ٘م٦ٝ ٔيشٛا٘ي ٘م٦ٝ وٕيٙٝ٘بٔييٜ ٔي fطبثزٍٝٛر ( ث44ٝ-6ٝبىق ىٍ )

 ثيٚيٙٝ يب ٘م٦ٝ ُيٗ إجي ثبٙي. 

٘م٦ٝ وٕيٙٝ  uىٞي. فَٟ وٙيي ٞب ٍا سٮٕيٓ ٔيٌٖٛايٗ فَآيٙي ثٝ ٍٚٗ ٍَٕإشي سبث٬

E  ٗثبٙي. اوٖٙٛ ثب طبثز ىٍ ٘٪َ ٌَفشu  ٝثٝ ٥ٍٛيىu u ٝػبيي ٔؼبُ ثَاي ػبث

ٍٝٛر  ايٗ وٙيٓ. ىٍػبيٌٍاٍي ٔي Eثبٙي. ايٗ ٔمياٍ ٍا ىٍ سٕبْ ٔمبىيَ وٛؿه 

 E u uسبثٮي اُ ٔشغيَ كميمي  ٍ0إز وٝ ى  ثٝ ٔمياٍ وٕيٙٝ هٛى ٔي-

0آٍ٘بٜ ايٗ ٔمياٍ ىٍ ، ٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي ٍٕي. اٌَ ٔٚشك ايٗ سبث٬ ٖ٘جز ثٝ    َثَاث

 ٙٛى:ٝفَ ٔي

 
0

d
E E

d 

 
 

  u u 0 

uثٝ ٥ٍٛي وٝ  uثَاي َٞ  u  ثَاي َٞ ٔمياٍ وٛؿه .ٔؼبُ إز 

 

E  ٌٖٗٛسغييَار سبث٬اِٚي E ٘مب٣ دبيياٍيٙٛى. ٝفَٞبي آٖ ٍا  ٘بٔييٜ ٔي E ٔي-

ىٕز آٔيٜ ٣َٙ لاُْ ٖٞشٙي. ٔٮبىِٝ ثٝ f٘مب٣ دبيياٍي سبث٬ ٔٮِٕٛي وٝ ٙجيٝ، ٘بٔٙي

 ثبٙي.  Eإز وٝ ٘م٦ٝ وٕيٙٝ   uثَاي 

uٞبي ػبييايٓ وٝ ػبثٝفَٟ وَىٜ u  ثَاي سٕبْ ٔمبىيَ وٛؿه.  ٝٔؼبُ ثبٙٙي. ث

آٍ٘بٜ ايٗ ، ديٕٛشٝ ثبٙي Vٍٚي ٥u  ٚuٍٛ آٙىبٍ اٌَ سٕبْ ٔٚشمبر سب َٔسجٝ ىْٚ 

٣َٙu ثَاي  u  ِثَلَاٍ إز. لاُْ إز وٝ ٘يu  1ٍٚي لييٞبي ػٙجٚي 

 ىٍ ٘شيؼٝ، ىٍ ٍاث٦ٝ ُيَ ٝيق وٙي uٝبىق ثبٙي. ثٙبثَايٗ اٌَ 

1

,

u 0 

 ، uثَاي َٞ u وٙي. ىٍ ايٗ كبِز ىٍ لييٞبي ػٙجٚي ٝيق ٔي ٝػبيي ػبث

 ٙٛى. ٔؼبُي ٘بٔييٜ ٔي

وبٍ ثٝ، سب كيٚىي ٔلايٓ Eسٛاٖ ثَاي َٞ ٍا ٔي Eسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ سٮَيف 

ُيَا ثَاي سٮَيف ىليك ٘يبُ ثٝ ىاٙشٗ ، دٌيَيٌَٓفز. )ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٍا ثيٖٚ إشيلاَ ٔي
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ٙٛى. ىٍ ٕ٘بى سبثٮي ٘بٔييٜ ٔي ٔٚشك ٌبسيٛاي ىٍثبٍٜ آ٘بِيِ سبثٮي ىاٍيٓ.( ايٗ ٍا ُٔيٙٝ

E  ٭لأزٙٛى ٕٞب٘ٙي فََٔٛ ٔٚبثٝ ثب آٖ ؿيِي وٝ ىٍ ىيفَاٖ٘يُ سبث٬ ىييٜ ٔي

 vىٞيٓ وٝ ديٚشَ ثب ٕ٘بي٘ ٔي uػبيي ٔؼبُي ٍا ثب ٙي. ػبثٝو٭ُٕ ٔي Eٍٚي 

ػبيي ٍٝٛر ػبثٍٝا ثٝأب ثَاي س١ٛيق ىليك لاُْ إز وٝ آٖ، ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٙيٜ إز

ىٍ ايٗ كبِز َٝفب يه ٕ٘بى  ٔؼبُي ىٍ ٘٪َ ثٍيَيٓ. ايٗ ثياٖ ٔٮٙب إز وٝ ٭لأز 

٭ٙٛاٖ ٭ُٕ إشفبىٜ ُ آٖ ثٝثٛىٜ ٚ ٘ٝ ثٝ ٍٝٛر يه ٭ُٕ ٚ سٟٙب ثٝ ىلايُ سبٍيوي ا

ٕٞب٘ٙي ٭ُٕ ٌَفشٗ ، ٙٛىوبٍ ٌَفشٝ ٔيٍٚي سبث٬ ٔٮِٕٛي ثٝ ٙٛى. ٚلشي ٭ُٕ  ٔي

 ىيفَاٖ٘يُ ٔشغيَٞب ثب إشفبىٜ اُ ٭لأز ، ىيفَاٖ٘يُ َٔسجٝ اَٚ إز. ىٍ ايٗ كبِز

٭ٙٛاٖ ٔظبَثٝ، ٙٛى٘ٛٙشٝ ٔي dثٝ ػبي  2 2x x x . 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيٍا ثَاي ٖٔبِٝ هٛى ثٝ Eٔمياٍ، اوٖٙٛ ثب إشفبىٜ اُ سٮَيف

 
2

0

V V
V  . .  .E W d dV d     


     f u t u 

ٞبي سٛاٖ اُ فََٔٛىٍ ا٘شٍَاِيٜ ٚ يبىآٍٚي ايٙىٝ ىٍ َٔاكُ ٔيب٘ي ٔي Wثب ٔلبٕجٝ

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، ىيفَاٖ٘يُ َٔسجٝ اَٚ إشفبىٜ وَى

   
1

.. .. .. .. .. ,
2

W          C C 

 وٝ

    1
.

2

T
        u u u 

 ايٗ ٍاث٦ٝ ايؼبة ٔي وٙي:

2

0

V V
.. V  . .  .E d dV d     


     f u t u 

هٛاٞيٓ ٍاث٦ٝ اي ثيٗ ػٛاة ٖٔبِٝ سٮبىَ ػٖٓ وٖٚبٖ ٚ ٖٔبِٝ وٕيٙٝ ثَاي اوٖٙٛ ٔي

E وٙيٓ.دييا وٙيٓ. ثب ل٢يٝ ُيَ ٫َٚٙ ٔي 

ػبيي ٞبي ٔؼبُ ىٍ اي اُ ػبثٍٝٚي ٔؼٕٛ٭ٝ Eَٔث٣ٛ ثٝ  u٘م٦ٝ دبيياٍي .9-6قضيِ 
ٚ ٣َٙ َُٔي  Vٔٮبىلار سٮبىَ ػٖٓ وٖٚبٖ ٍٚي كؼٓ 

2

0 . ,

n t   ٝبىق

  إز ٚ ثَ٭ىٔ.
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، ػٛاة ٖٔبِٝ سٮبىَ ػٖٓ وٖٚبٖ سلز ثبٌٌٍاٍي uوٙيٓ وٝ يا طبثز ٔياثش احجبت.

 إز. يٮٙي: Eيه ٘م٦ٝ دبيياٍي اُ 

0E  
ىٍ ٍٚاث٤ ُيَ  uػبيي ٔؼبُي ىِوٛاٜ إز. فَٟ وٙيي وٝػبثٝ uػٛاة ثٛىٜ ٚ  uوٝ

 ٝبىق إز:

(6-45)
       1 2

0 0 . 0 ,   ,       . .  
 

    f u u n t ٍىV 

وٙيٓ. ٌيَي ٔيا٘شٍَاَ Vٔؼبُ ١َة ىاهّي وَىٜ ٚ ٍٚي uٔٮبىِٝ سٮبىَ ٍا ىٍ 

 آٍٚيٓ:     ىٕز ٔيإشٌََٚاىٕٚىي ثٝ -وبٌٍيَي ل٢يٝ ٌبٕٚٓذٔ ثب ثٝ

 

 

 
2

0

0 . . .  

 .. . .   . .  

 .. .  .  

 .

V

T

V

V

dV

dV d

dV d

E

   

     

    







    

      
 

    

 



 

 

u f u

u f u n u

f u t u

 

0ىٍ ايٙؼب اُ ايٗ كميمز وٝ  u  1ٍٚي  ٚ0 .   n t  2ٍٚي  ٜإشفبىٜ ٙي

 إز. Eيه ٘م٦ٝ دبيياٍي اُ  uإز. ثٙبثَايٗ 

 Eيه ٘م٦ٝ دبيياٍي اُ  uوٙيٓ. فَٟ وٙيياوٖٙٛ لٖٕز ٌِاٍٜ ٭ىٔ ٍا اطجبر ٔي

0Eثبٙي ثٝ ٥ٍٛي وٝ ىٍ ٔٮبىِٝ    َٞ ثَايu  ٔؼبُي سب كيٚىي ٔلايٓ ٝبىق

إز ٚ 
1

0


u u  ٝ٘ٚبٖ هٛاٞيٓ ىاى و .u ىٍ ٔٮبىلار سٮبىِيV  ٕٞب٘ٙي ٣َٙ

 . 0سٕبٕي  n t  2ٍٚي  ٝبىق إز. ىٍ كميمز ثب ا٘ؼبْ ٔلبٕجبر ثبلا ىٍ ػٟز

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، ٔٮىٛٓ
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 

 

 

2

2

2

1

0

0

0

0

..  .  . 

     .. . .  .  

     . . .  . .  . 

     .  .  

      . .   . . 

V V

T

V V

V

V

E dV dV d

dV dV d

dV d d

dV

d

     

    

      

  

   





 



   

    

        

   

     

  

  

  





f u t u

u f u t u

u f u n u t u

f u

n u n t
2

.d


 u

 

0ثٝ ىِيُ ايٙىٝ u  1ٍٚي ،ٍٝٚيٓ:آىٕز ٔيىٍ ٟ٘بيز ث 

(6-46)
      

 
2

0. .   . . 0.
V

E dV d     

          f u n t u 

ٞبي ثبلا ديٕٛشٝ ثبٙٙي. اُ آ٘ؼبيي ثٝ كي وبفي ٔلايٓ إز سب ا٘شٍَاِيٜ uفَٟ ٙي وٝ 

 اُ سٖبٚي ثبلا ىاٍيٓ:، ٔؼبُ ىِوٛاٜ ثٛى uوٝ 

(6-47)                              2

0. 0 ,      . .  


   f n t  ٍىV 

ايٗ  ثَاي ثٍَٕي آهَيٗ َٔكّٝ ثٝ ١ٛٔٛ٭بر ٔٮشجَ ٔٛػٛى ىٍ كٖبة سغييَار ٘يبُ إز.

 ا٘ياُيٓ.ثلض ٍا سب دبيبٖ ثو٘ كب١َ ثٝ سٮٛيك ٔي

 هٛاٞيٓ طبثز وٙيٓ وٝ:اوٖٙٛ ٔي

( ثبٙي. ىٍ ايٗ ٍٝٛر 45-6يه ػٛاثي اُ ٖٔبِٝ َُٔي ) uفَٟ وٙيي وٝ  .6-6قضيِ 
E ٘م٦ٝ وٕيٙٝ ٦ّٔك  إز. 

ٙىُ َٔثٮي ٔظجز ٖ٘جز ثٝ ثٝ Wاي اُ ايٗ كميمز إز و٦ّٔٝت ثبلا ٘شيؼٝ احجبت.

 ٙٛى وٝ إز. ىٍ كميمز فَٟ ٔيv ٝػبيي ٔؼبُ اهشيبٍي إز وٝ ثٝ ليٍ يه ػبث

وبفي ٔلايٓ ثٛىٜ ٚ ىٍ ٣َٙ ػٙجٚي 
1

0

 v | u  ُٝبىق إز. ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ سفب١

 ُيَ:

   .E E E  v u 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ
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      . . 

        

      . . .
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v
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W dV dV d

W W dV

dV d

 

 

 









    

   

   

    

  
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

 

v f v t v

u f u t u

v u

f v u t v u

 

فَٟ وٙيي w v u ثٝ ىِيُ ا٦٘جبق .u  ٚv  1ٍٚي ،ٝآٍٚيٓ ىٕز ٔيث
1
w 0 .

 ٕذٔ:

             

       

2 .. .. .. .. 

                                      .. .. 2 .. .. .

W W     

   

    

 

v u v C v u C u

w C w u C w
 

 ثٙبثَايٗ:

   

   
2

0

1
.. .. 

2

      .. .. . . .  

v

v v

E dV

dV dV d

 

  


 

   



  

v C w

u C w f w t w
 

إز وٝ  uىٍ  Eٔؼ٫ٕٛ ػٕلار ه٤ ىْٚ ثيبٖ وٙٙيٜ  u w ٝػبيي ٔؼبُي ػبث

 آٍٚيٓ: ىٕز ٔيىٍ ٘شيؼٝ ثَاثَ ٝفَ إز. ثٙبثَايٗ ثٝ، ثٛىٜ

(6-48)         
 

      
1

.. .. .
2 v v

E dV W dV     w C w w 

0Eٔؼبُ ىاٍيvٓثَاي َٞ، ىاٍاي ٙىُ ٔٮيٗ ٔظجز إز Wوٝاُ آ٘ؼبيي  .

 إز.   Eيه وٕيٙٝ وٙٙيٜ ٦ّٔك  uىٍ٘شيؼٝ 

 لبثُ هلاٝٝ ٙيٜ إز. ٍٚىٙي لاٌَاْ٘ اُٝىٚ ل٢يٝ لجُ س٤ٕٛ 

ػٛاة ٖٔبِٝ سٮبىَ ثَاي ػٖٓ وٖٚبٖ ٔٮبىَ إز ثب ٖٔبِٝ وٕيٙٝ ٕبُي  .7-6قضيِ 

 ػبيي ٔلايٓ ػٙجٚي.ٞبي ػبثٍٝٚي ٔؼٕٛ٭ٝ سٕبْ ٔيياٖ Eٌٖٛاَّ٘ي ٦ّٔك سبث٬

( ٍا ٘ٚبٖ 46-6( اُ )47-6ىٕز آٍٚىٖ )( ثبيي ؿٍٍٛ٘ي ث5ٝ-6ثَاي سىٕيُ اطجبر ل٢يٝ )

أيٗ ِٔٛفٝ k ىٕز آٍٚيٓ.اي ثٝىاى. وبفي ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٍا ثَاي يىي اُ ٔٮبىلار ِٔٛفٝ

ٍا ثب uأيٗ ِٔٛفٝ اF ٚf ،kُ( ٍا ثٝ سَسيت ثب46-6ٞبي )ٞبي ىٍٖٚ ثَاوز٭جبٍر
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u ٝٞبي ثبليٕب٘يٜٕ٘بي٘ ىاىٜ ٚ ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ِٔٛفu َ( 46-6ٔٮبىِٝ )، ثَاثَ ٝف

 ٙٛى:ٙىُ ُيَ سجييُ ٔيثٝ

(6-49)                      
 2

  0.
v

F u dV f u d 


    

 آيي.ىٕز ٔي( اُ ل٢يٝ ُيَ ث47ٝ-6ٔٮبىِٝ )

ديٕٛشٝ ثبٙي. فَٟ وٙيي  2ٚ  ٍٚي  fديٕٛشٝ Vٍٚي  Fفَٟ وٙيي .8-6قضيِ 

ثٝ ليٍ وبفي ٔلايٓ ثبٙي. ، ثَاثَ ٝفَ إز 1وٝ ٍٚي  u( ثَاي سٕبْ سٛاث٬ 6-49)

  ثٙبثَايٗ:

0f   2ٍٚي ، 0F   ٍىV 

 uىٞيٓ. اثشيا ثب ٔليٚى وَىٖ ٔؼٕٛ٭ٝ سٕبْ اطجبر ٍا ىٍ ىٚ َٔكّٝ ا٘ؼبْ ٔي احجبت.

ٙىُ ُيَ سجييُ ( ث49ٝ-6وٙيٓ. دٔ )٫َٚٙ ٔي، ٝفَ ٖٞشٙي ٔؼبُ وٝ ٍٚي وُ َُٔ 

 ٙٛى:ٔي

 0.
v

F u dV  

يٮٙي ، فَٟ وٙيي وٝ ل٢يٝ ثَلَاٍ ٘جبٙي  0F a  x  ٝىٍ ٘م٦x  ُثيٖٚ وبٕشٗ ا .

V  ٚ0aٍا يه ٘م٦ٝ ىٍٚ٘ي اُ  xسٛاٖ وّيز ٔي  ٝىِيُ ديٕٛشٍيىٍ ٘٪َ ٌَفز. ث

F ٌُٛي ثبB
0rٚ ٙٮب٫  xثب َٔوِ     ٍٖٚٚػٛى ىاٍى وٝ ىV  ٝلَاٍ ىاٙشٝ ث

٥ٍٛي وٝ  2 0F a xٍٚي
rB ٓ0. اوٖٙٛ ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ سبث٬ ٔلايu  وٝ ٍٚي

rB ثٝ ىٕز ٔي آٍٚيٓ:، ٔظجز ثٛىٜ ٚ ىٍ هبٍع آٖ ٝفَ إز 

0  0,
v

F u dV  

ىٍ ، ٝفَ ثبٙي Vَُٔ  وٝ ثَ ٍٚي uايٗ ٍاث٦ٝ ثب سٖبٚي ثبلا وٝ ثبيي ثَاي سٕبْ 

ٞبيي اُ هٛا٘ٙيٜ ٔي سٛا٘ي ٔظبَ، ٔٛػٛى إز 0uسٙبل٠ إز. آٙىبٍ إز وٝ ؿٙيٗ 

ٍػ٫ٛ ٙٛى ، ٞبي ىٍٕي كٖبة سغييَار دييا وٙيٍا ىٍ وشبة "سٛاث٬ ٌٛيي ٙىُ"

0Fآٍٚيٓىٕز ٔيثٝ  V(>. ثٙبثَايٗ ٍٚي2003ثٝ=ِجيٚف ٚ وّٛى )  . 

0fَٔكّٝ ىْٚ اطجبر    2ٍٚي ( ٍٝػ٫ٛ 49-6إز. ثَاي ا٘ؼبْ ايٗ ٭ُٕ ث )

0Fىِيُ ايٙىٝ وٙيٓ. ثٝ ٔي  َٞ اِٚيٗ ا٘شٍَاَ ثَايu ٗٔؼبُ ٝفَ إز. ثٙبثَاي

 آٍٚيٓ وٝ:  ىٕز ٔي ثٝ



 967           : كطسبًي خغي                                                                   6فصل 

 

2
0  0f u d


  

ثَلَاٍ إز. أب اوٖٙٛ ىٍ ، ٌيَ٘ئي 2ٔؼبُ وٝ ٔمبىيَ ىِوٛاٞي ٍٚي  uثَاي سٕبْ 

اٖ سىَاٍ وَى أب ٍٚي ىأٙٝ ىٚ ثٮيي سٖٛٞشيٓ.  اطجبر ٍا ٔي ١ٚFٮيشي ٔٚبثٝ ثب اطجبر 

2 ،2ىٍ ٘شيؼٝ ٍٚي ٝ0آٍٚيٓىٕز ٔيثf . 

 "ِٓ اّٝي"سٛا٘ي فَآيٙي ثبلا ٍا وٝ ٔٙؼَ ثٝ ٚيَاي٘ اُ هٛا٘ٙيٜ آٙٙب ثب كٖبة ٍٚىٙي ٔي

 سٚويٜ ىٞي. ، ىٍ آٖ ٔجلض إز

لبثُ سٛػٝ إز وٝ ؿٙييٗ اُٝ ٍٚىٙي ىٍ ٘٪َيٝ وٖٚب٘ي ٚػٛى ىاٍى. ثَهي اُ ٫ٛ٘ 

ٞبي ٙٛيٓ وٝ ايٗ اَٝٛ ٘بْوٕيٙٝ ثيٚيٙٝ ثٛىٜ ٚ ثميٝ اُ ٫ٛ٘ دبيياٍي ٖٞشٙي. ٔشٌوَ ٔي

 وٚي. ٞبٔيّشٖٛ ٚ غيَٜ ٍا ثب هٛى يين ٔي، سٛ٘شي، ٍيَٖٙ، وبٕشيٍّيب٘ٛ

 رٍش ريتش 6-99

اُٝ اَّ٘ي وٕيٙٝ وُ ىاٍاي إٞيز فيِيىي ُيبىي إز. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٕٞـٙيٗ  

وٝ ٔٙؼَ ثٝ سٮَيف ، ٍٚىوبٍ ٔيهشبٍ ٖٔبِٝ سٮبىَ ٘يِ ثٝ٭ٙٛاٖ إبٓ ٔٮَفي سٮٕيٓ ٕب ثٝ

ٞبي وٚٚي ٔشٙبٞي ٞب ىاٍاي اَّ٘يٙٛى. ايٗ ػٛاةىٍ وٖٚب٘ي ٔي ٞبي ١ٮيفػٛاة

0Eٖٞشٙي. ٔٮبىِٝ ٍٚىٙي  ٍٗٚ ٓٞبي ٭يىي ٌٛ٘بٌٛ٘ي إز ٕٞب٘ٙي إب

ٞبي ٍٚىٙي سفب١ُ ٔليٚى ٚ ٍٚٗ ٞبي ٭َٙٞ ٔليٚى. ٍٚٗ، ٞبي ٍيشِ ٚ ٌبَِويٗ ٍٚٗ

ٞب إز. هٛا٘ٙيٜ وٕيٙٝ ثٛىٖ اَّ٘ي وُ ػٛاة س٢ٕيٙي ثَاي دبيياٍي اٍٍِٛيشٓ ايٗ ٍٚٗ

سٛا٘ي ثٝ ٔمبلار سوٞٞي َٔاػٮٝ وٙي. ىٍ ايٙؼب ٍٚٗ ٍيشِ ٍا وٝ ثَاي ػِييبر ثيٚشَ ٔي

 ىٞيٓ.ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔي، ٞبي ثبلا إزٖٞشٝ ثميٝ ٍٚٗ

 :uٮبىَ ثَ كٖت ػٕلاسي اُوٙي وٝ ػٛاة ٖٔبِٝ ساُٝ اَّ٘ي وٕيٙٝ وُ ثيبٖ ٔي

1 2

0 0. ,     ,         . ,   
 

    f 0 u u n t  ٍىV 

ٞبي ٔؼبُ ػبييىاٍاي يه ٘م٦ٝ وٕيٙٝ ٦ّٔك اُ اَّ٘ي وُ سبثٮي ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ػبثٝ

 إز:

 
2

0. . 
v v

E W dV dV d 


     f u t u 
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ثٙبثَايٗ ثب سٛػٝ ثٝ ل٢يٝ يىشبيي ايٗ ٘م٦ٝ ٞٓ وٕيٙٝ ، ٭ىٔ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٘يِ ثَلَاٍ إز

وٕيٙٝ ُيَ ىٕز آٍٚىٖ ٘م٦ٝ ( ٘ٚبٖ ىاى وٝ ثب ث1909ٝ-1878إز. ٚاِشَ ٍيشِ )

سٛاٖ ثٝ سمَيجي ثَاي ػٛاة ىٕز يبفز. اييٜ ٔي، ػبيي ٞبي ٔؼبُٔؼٕٛ٭ٝ ٞبي ػبثٝ

اي وٝ كُ ٖٔبِٝ سمَيجي ٌٛ٘ٝل٦ٮي ٭جبٍر إز اُ ؿٍٍٛ٘ي ا٘شوبة ايٗ ُيَ ٔؼٕٛ٭ٝ ثٝ

اي اُ ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ Eاي سجييُ ٙٛى. ٍيشِ وٕيٙٝ ٕبُي ٙىُ ٕبىٜوٕيٙٝ ثٝ

 يٟٚٙبى ىاى:ٞب ٍا ثٝ ٙىُ ُيَ دػبيي ػبثٝ

(6-50)                
11

0

1

,       ,       
N

N k n

k

k   




   u u u u 0 

ٙٛى. اِٚيٗ َٔكّٝ سٮييٗ ٔي kuس٤ٕٛ ١َايت ٭يىي  uطبثز ثٛىٜ ٚ  kىٍ ايٙؼب 

إز وٝ ىٍ ٣َٙ  uيبفشٗ سبث٬ ثَىاٍي ٖ٘جشب ٔلايٓ 
1

0


u u وٙي .ٕذٔ ٝيق ٔي

وٙيٓ.  آٙىبٍ ٝفَ ٖٞشٙي ٍا ا٘شوبة ٔي 1وٝ ٍٚي  kٞبيي اُ ٭ٙبَٝ دبيٝ ٔؼٕٛ٭ٝ

ىٍ ٣َٙ ػٙجٚي  Nuإز وٝ َٞ 
1

0

N 
u u  .ٝبىق إز 

ا٘شوبة دبيٝ ىاٍاي إٞيز ، ٌَفزٍٝٛر ىٕشي ا٘ؼبْ ٔيىٍ ُٔبٖ ٍيشِ وٝ ٔلبٕجبر ثٝ

ىٍ ُٔبٖ ٔٚوٞي ثٛى.  kuفَاٚا٘ي ثٛى ُيَا يه ٟٔٙيٓ ٘يبُ ثٝ يبفشٗ سٮياىي ١َايت 

ٖز سٛا٘ي افِاي٘ يبثي. اِٚيٗ ىٍثبيسٮياى ٭ٙبَٝ دبيٝ ٔي، ٞبي ليٍسٕٙياوٖٙٛ ثب ٍايب٘ٝ

ثَاي ٭ٙبَٝ دبيٝ ايٗ إز وٝ آٟ٘ب ٔؼٕٛ٭ٝ ٖٔشمُ ه٦ي ٍا سٚىيُ ىٞٙي. ىٍثبيٖز 

ىٕز آٍٚى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ىيٍَ ايٗ إز وٝ ثب إشفبىٜ اُ دبيٝ ثشٛاٖ ػٛاثي سمَيجب ىليمي ثٝ

 ٍا ى٘جبَ ٘ىَىٜ ُيَا ثٝ ٦ٔبِٮبر ػيي ٍيب١ي ٘يبُ ىاٍى. 

ٍٝٛر فَِٔٛي ثيبٖ يت ثٝأيٗ سمNَاوٖٙٛ ٖٔبِٝ وٕيٙٝ ٕبُي ُيشِ ٍا ثَاي 

 وٙيٓ: ٔي

E  ٍْا ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ سٕبNu ( ٍوٕيٙٝ ٔي50-6ٝبىق ى )  .ٓوٙي 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔييٮٙي ٭جبٍر ُيَ ٍا ثٝ

1

N

N k k

k

u  



 u u 

 ثٝ ٥ٍٛي وٝ:

   N NE Eu u َٞ ثَايNu ( ٝ50-6اُ ٔؼٕٛ٭ ) 
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 وٝ:

    
2

0. . .N N N N
v v

E W dV dV d 


     u u f u t u 

ثبيي  uثٝ ىِيُ طبثز ثٛىٖ NE u  ٍا ٍٚي ف٢بي ه٦يN  ثٮيي سِٛيي ٙيٜ س٤ٕٛ

1, , N   1وٕيٙٝ وٙيٓ. ثٙبثَايٗ ثبيي ٔمبىيَ ١َايت كميمي, , Nu u  .ٍٓا دييا وٙي

ٞبي ٔؼبُ هٛاٞيٓ ىاٙز وٝ ػبييثب سٛػٝ ثٝ ل٢يٝ وٕيٙٝ ٍٚي وُ ٔؼٕٛ٭ٝ ػبثٝ

 NE u  .ىاٍاي يه ٘م٦ٝ وٕيٙٝ ىٍ ف٢بي سِٛيي ٙيٜ إز 

٘يبُ ىاٍيٓ. فَٟ وٙيي  Eاوٖٙٛ ثٝ ٍٚٙي ٭ّٕي ثَاي يبفشٗ ١َايت وٕيٙٝ وٙٙيٜ 

٭جبٍر  NE u وٙيٓ:ٍا ثب ػِييبر ثيٚشَي ثٙٛيٖيٓ. ٕ٘بى ُيَ ٍا ٔٮَفي ٔي 

(6-51                        ), ( ).. .. ( ) .
v

u v u C v dV   

,سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ,    u v v u  ٝايٙى ٚ, u u  ٖىٚ ثَاثَ اٍَّ٘ي وٚٚي ٔييا

,إز. ايٗ ٙىُ  uػبييػبثٝ u v ٭ٙٛاٖ ١َة ىاهّي ىٍ ف٢بي ه٦ي سٛا٘ي ثٝٔيu 

ثٝ ليٍ وبفي ٔلايٓ وٝ 
1
u ,ثٝ ٥ٍٛيىٝ ٭جبٍر  0 u v ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ، ٔٮٙبىاٍ ثبٙي 

 وٙيٓ:ٞبي ُيَ ٍا ٔٮَفي ٔيٕذٔ ٭جبٍر

2

0

 m m. . ,m m
v

f dV d   


    f t u 

ٚ 

2

0 1
. . , .

2v
F dV d    


     f u t u u u 

 ىٍايٗ ٕ٘بىٌٌاٍي ىاٍيٓ: 

 
1 1 1

1
, .

2

N N N

N m n m n n n

m n n

E f F    
  

     u 

ثٙبثَايٗ  NE u  سبث٬ َٔثٮي ثبN َٔشغيnu سٛاٖ اثِاٍ إشب٘ياٍى كٖبثٍبٖ ثٛىٜ ٚ ٔي

يٙٝ اي ُيَ ىٍ ٘م٦ٝ وٕوبٍ ثَى. ٔٮبىلار ِل٪ٍٝا ثٝ NE u:ثبيي ثَلَاٍ ثبٙٙي 

 
 0        1, ,

N

m

E
m N

u
 



u
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ىٕشٍبٞي اُ ٔٮبىلار ػجَة ه٦ي ثٝ ىٕز ، ثب ٘ٛٙشٗ ايٗ ٔٮبىلار ثٝ ٍٝٛر ُيَ

 آٍٚيٓ: ٔي

(6-52)
       

 
1

,           1, , ,
N

n n m m

n

u f m N 


    

 ٔبسَئ ايٗ ىٕشٍبٜ ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز:

1 1 2 1 3 1 1

1 2 2 2 3 2 2

1 3 2 3 3 3 3

1 2 3

, , , ,

, , , ,

., , , ,

, , , ,

N

N

N

N N N N N

A

       

       

       

       

        
 
        

         
 
 
         

 

ىسَٔيٙبٖ  det A ،ٙٛى وٝ َٞ ىسَٔيٙبٖ ٌَاْ إز. ىٍ ػجَ ه٦ي ٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي

ىٕشٍبٜ ٖٔشمُ ه٦ي اُ ٭ٙبَٝ ىسَٔيٙبٖ ٌَاْ غيَ ٝفَ ثٛىٜ ٚ ثَ٭ىٔ. أب ٭ٙبَٝ 

1, , N  ٜ( ىاٍاي ػٛاثي يىشب 52-6ثٙبثَايٗ )، ثب سٛػٝ ثٝ فَٟ ٖٔشمُ ه٦ي ثٛى

 إز. 

ٞبي ٍيشِ ٍا ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ىٞيٓ. هٛاٞيٓ ٕٛاَ َٔث٣ٛ ثٝ ٍَٕٞايي سمَيتاوٖٙٛ ٔي

سٛا٘ي ػٛاة ايٗ ٕٛاَ ثبٙي وٝ آيب ثٝ هٛىي هٛى ٕ٘ي "ٞبسمَيت"إشفبىٜ اُ ٭جبٍر 

Nu ٝ٥ٍٛ ٚالٮي ثٝ ػٛاة ٍٔٛى ٘٪َ ِ٘ىيه إز يب هيَ. ث 

ػٛاثي ثَاي ٖٔبِٝ سٮبىَ سلز  uوٙيٓ. فَٟ وٙيٓ ثٙيي ٔئٖبِٝ ٍا ىٚثبٍٜ فََٔٛ

سبثٮي ، أيٗ سمَيت ٍٚٗ ٍيشNِثٍَٕي ثبٙي.  ىٍ ايٗ ٍٝٛر    NE Eu u ٍا

 ىاٍيٓ: 6-6(  ىٍ اطجبر ل٢يٝ 48-٥6جك فََٔٛ )وٙي. أب ٘يِ وٕيٙٝ ٔي

(6-53)
             

       .N N
V

E E W dV  u u u u 

ٍا ثب  uػبيي ٔؼبُ ػبثٝ َٞ اٌَ ثشٛاٖ، ىاٍاي ٙىُ ٔٮيٗ ٔظجز إز Wثٝ ىِيُ ايٙىٝ

Nu ٍٕٝٙي. ٔٮٙبي ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ايٗ ٕبُي ٍَٕٞا ثٝ ٘٪َ ٔيسمَيت ُى آٍ٘بٜ فَآيٙي وٕي

ٞبي ٍٔٛى ٘٪َ ٍا ثب كي ثبلايي ػبييإز وٝ ثبيي ػبثٝ    0NE E u u  ٚلشي

N   ٝسمَيت ُى. ثٙبثَايٗ ثَاي ٍٕييٖ ثٝ يه سمَيت وبفي إز وٝ ٔؼٕٛ٭m 

ٔؼبُي وٝ  vثبٙي يٮٙي ثَاي َٞ  وبُٔ
1
v 0  ٚ0  ،ٖثشٛاnu :ٝدييا وٙيٓ و 
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   .n
V
W dV   u v 

 سٛاٖ دييا وَى أب اطجبر وبُٔ ثٛىٖ إٓبٖ ٘يٖز.ٞبي وبّٔي ٍا ٔيىٍ ٭ُٕ ىٕشٍبٜ

ٍٕي ٦ٔبِت ُيَ لبثُ ثيبٖ إز. ثٝ ثٝ ٘٪َ ٔي mاي اُ وبُٔ دبيٝثب ىاٙشٗ ٔؼٕٛ٭ٝ 

، أيٗ سمَيت ٍيشِ ثٟشَيٗ سمَيت ػٛاة اُ سٕبْ سمَيت ٞبي ٕٔىٗ إزNىِيُ ايٙىٝ 

ىٕز  ثٝ uثب  Nuثلافبّٝٝ ٍَٕٞايي سمَيت ٞبي ُيشِ  mثب سٛػٝ ثٝ وبُٔ ثٛىٖ 

 يٮٙي:، آييْ 

(6-54)
           

   0N
V
W dV   u u ٝٚلشي وN   

 ايٗ آٌٍٛٔبٖ فم٤ ٩بَٞ لٍٚٙي ىاٍى!ٔشبٕفب٘ٝ 

 ثَاي سمَيت ٞبي ٍيشِ ٔي سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ٍاث٦ٝ ُيَ ثَلَاٍ إز:

 
  ) ( 0N M

V
W dV   u u ٝٚلشي و,N M   

}ثٙبثَايٗ ثٝ ٘٪َ ٔي ٍٕي وٝ }Nu  .ثٝ ٍٝٛر ى٘جبِٝ وٛٙي ىٍ اَّ٘ي ا٘شٍَاَ إز

سٛاٖ ٘شيؼٝ ٌَفز وٝ ٭َٙٞ كيي وبٍ ٌيَي كٖبثٍبٖ ولإيه ٕ٘ئشبٕفب٘ٝ سٟٙب ثب ثٝ

ى ىاٍى ٚ ىاٍاي هٛاٛ ٔٮيٙي إز. ايٗ ١ٛٔٛ٭بر ىٍ ٘٪َيٝ ف٢بٞبي ٕٛثِٛف ٍٔٛى ٚػٛ

وٙٙي ثبيي ثيا٘ٙي وٝ ثب ٞبيي وٝ اُ ٍٚٗ ٍيشِ إشفبىٜ ٔيثلض لَاٍ ٌَفشٝ إز.  ٟٔٙيٓ

وٙٙي أب سٛاث٬ كيي ٚ ٕٛالار ٞبي ٔلايٕي وٝ سٛاث٬ ٔٮِٕٛي ٘يٖشٙي وبٍ ٔيسمَيت

(> 2003ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔظبَ = ِجيف ٚ وّٛى )، ٮي لَاٍ ىاٍىٍَٕٞايي ىٍ ١ٛٔٛ٭بر سلّيّي سبث

 ٍا ٍ٘بٜ وٙيي. 

ٕٚيّٝ آُٔبي٘ اٝلاف ٞبي ٘٪َي ٍا ثٝوٙٙي وٝ وٕجٛى ثٍَٕياغّت ٟٔٙيٕيٗ سلاٗ ٔي

سٛا٘ٙي ثٍَٕي ٚالٮي ىٍ سٕبْ ٞب ثٖيبٍ ٔليٚى ثٛىٜ ٚ ٕ٘يوٙٙي. ثٝ َٞ كبَ آُٔبي٘

وٙٙي وٝ ٍَ٘ٗ اي كٕبيز ٔياُ ٭مييٜٞبي ٭ّٕي ٍا ىاٙشٝ ثبٙٙي. آٟ٘ب سٟٙب كبِز

 وبٍثَىي ثٛىٖ ٍٚٗ ىٍ آٖ ِلب٧ ٙيٜ ثبٙي.  

 ًبهسبٍي كَرى

٘م٘ ، ٞبي ٖٔبيُ وٖٚب٘يثَاي ٕٛالار ويفي ٔوشّف ىٍ ٍٔٛى ػٛاة ٘بٖٔبٚي وٍٖٛ

ػبيي ثب اَّ٘ي ٔليٚى ثٝ وٙي وٝ َٞ ػبثٝوٙي. ايٗ ٘بٖٔبٚي ثيبٖ ٔئٟٕي ٍا ايفب ٔي
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ف٢بي  1,2W V ٞبي ىوبٍسي آٖ ىاٍاي ٮٙي ٔٚشمبر َٔسجٝ اَٚ سٕبْ ِٔٛفٝي، سٮّك ىاٍى

ػبيي اُ سٛا٘ي سوٕيٙي ثَاي ٔيياٖ ػبثٝا٘شٍَاَ ٢ٔب٭ف إز. اغّت ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٔي

 ىٕز ىٞي. ٥َيك ٭جبٍر اَّ٘ي وٚٚي ثٝ

 ٍٝٛر ُيَ إز:يه ٙىُ ٘بٖٔبٚي وٍٖٛ ثٝ

(6-55)
                . ..  T

V V
dV c W dV   u u u u u 

لٖٕز  1ٚاثٖشٝ ٖٞشٙي ٚ Vوٝ سٟٙب ٍٚي cثٝ ليٍ وبفي ٔلايٓ ثب طبثز uوٝ ثَاي 

َُٔي إز وٝ
1
u . اُ آ٘ؼبيي و0ٝ  W  u   َىاٍاي ٙىُ َٔثٮي ٔٮيٗ ٔظجز ث

سٛاٖ ٔي، اي ٘ياٍيٓ٭لالٝ cإز ٚ ثٝ ٔمياٍ ىليك كٖت   W  u  ٍٝا ث

 tr  . . A   1سغييَ ىاى. اطجبر وّي   ( 1988ٔٚىُ إز =ٕيبٍِز<) ،

ثٙبثَايٗ ٘بٖٔبٚي ثَاي كبِز 

u هٛاٞيٓ وَى وٝ ٍاث٦ٝ آٍٚيٓ. اطجبر ىٕز ٔيثٝ 0

 آيي:ىٕز ٔي( ث56ٝ-6ُيَ اُ )

(6-56)                                

 ٍاث٦ٝ ثبلا ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز:
2

3 3
2

, 1 , 1

2  .i
ij

v v
i j i jj

u
dV dV

u


 

   
       

   

 آيي:ىٕز ٔياُ ٘بٖٔبٚي فَىٍيه ثٝ iuلٖٕز ىيٍَ ٘بٖٔبٚي ثَاي 
2

3 3
2

1

1 , 1

 ,i
i

v v
i i j j

u
u dV c dV

u 

 
    

   

إز.  iuٖٔشمُ اُ  iuطبثز، وٝ ٍٚي َُٔ ٝفَ ثبٙي 1cىٍ ايٙؼب ثَاي َٞ سبث٬ ٔلايٓ 

 (> ٍا ٍ٘بٜ وٙيي. 2003ثَاي اطجبر ايٗ ٦ّٔت =ِجيف ٚ وّٛى )

u( ٍا اطجبر وَىيٓ. ثَ ٍٚي َُٔ 56-6ثٙبثَايٗ )  ىاٍيٓ: 0

      

 
2

1
tr  .  tr  . tr  .  

2

1 1
                       tr  .  .

2 2

T

V V

V

dV dV

dV

        
  

    

 



u u u u

u u u

 

 ٙىُ ىيٍَي ٘ٛٙز:سٛاٖ ا٘شٍَاَ آهَ ٍا ثٝإشٌََٚاىٕىي ٔي-ثب إشفبىٜ اُ ل٢يٝ ٌبٚٓ

    .  2 tr  . ,T

V V
dV dV    u u
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 

 

2

2

tr  .   

                       . .

j i i
j

V V V
i j i j

ji

V V
i j

u u u
dV dV u dV

x x x x

uu
dV dV

x x

  
    

   


  

 

  

 

u u

u

 

 دٔ

 
22 2

2 . .
v

dV    u u 

 آيي.ىٕز ٔيثٝ( اُ ٔظجز ثٛىٖ ػّٕٝ ىْٚ 56-6٘بٖٔبٚي )

 اصل ٍردضي ريلي 6-99

ثَاي ٖٔبيُ سٮبىَ ، ٙٛىاُٝ اَّ٘ي وٕيٙٝ وُ وٝ اغّت ثب اُٝ لاٌَاْ٘ ٙٙبهشٝ ٔي 

ٌيَى. أب يه ٙٛى أب ثَاي ٖٔبيُ ىيٙبٔيىي ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٕ٘يثٙيي ٔيفََٔٛ

وٕيٙٝ  ٖٔبِٝ ىيٙبٔيىي ٟٕٔي ٚػٛى ىاٍى وٝ ثَاي آٖ اُٝ ٍٚىٙي ثَ إبٓ اييٜ ٔٚبثٝ

ٙٛى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٖٔبِٝ ٚيْٜ ٕ٘ٛبٖ ثَاي ػٖٓ وٖٚبٖ إز. ٕبُي ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

ٞب ػبييٞبيي ثَاي ٖٔبِٝ ٍٕٞٗ ىيٙبٔيىي ىٍ ػبثٝىٍ ايٗ ٖٔبِٝ هٛاٞبٖ يبفشٗ ػٛاة

 ٙىُ ُيَ ٖٞشيٓ:ثٝ

(6-57)
                            , .i tt e  u u r w r 

 ٔٮبىلار ٖٔبِٝ ىيٙبٔيىي ٭جبٍسٙي اُ:

(6-58)
           1 2

.  ,     ,     . .  
 

   u u 0 n  V ىٍ 0

ٙٛى ٚ ثب ٞب ثيبٖ ٔيػبيي( ثَ كٖت ػبث58ٝ-6( ىٍ )57-6ايٗ ٍٚاث٤ ثب ػبيٌٍاٍي )

iكٌف ٭بُٔ  te  ٝآٍٚيٓ:ىٕز ٔيث 

(6-59)       
 1 2

2. ,     ,     . .  
 

    w w 0 n   Vىٍ 0

 ٍٝٛر إز:ثٝ ىٍ ايٙؼب 

    1
.. ,     .

2

T
        C w w w 
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ٍا وٝ ثٝ  ٙٛى: ثبيي ٔمياٍ ٔظجز ٕبهشٝ ٔي ٖٔبِٝ ٔمياٍ ٚيْٜ( 59-6ثب ٔٮبىلار )

( ىاٍاي 59-6) و٥ٍٝٛيثٝدييا وَىٜ ، ػٖٓ وٖٚبٖ ٙٙبهشٝ ٔي ٙٛى ٔيٚيْٜ ثٖب٭ٙٛاٖ 

 إز. ٚيْٜ ٕ٘ٛبٖثٝ ٘بْ  wػٛاة غيَ ثييٟي

سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ٖٔبِٝ ىاٍاي سٟٙب ٚيْٜ ثٖبٔيٞبي ٘بٔٙفي إز وٝ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٍا ٔي

w  سٟٙب ىاٍاي ِٔٛفٝ كميمي ثٛىٜ ٚ ٔؼٕٛ٭ٝ ٚيْٜ ثٖبٔيٞب ٕٙبٍٗ دٌيَ ثبٙي. ثَاي

سَٚيق ٕٙبٍٗ دٌيَ ثٛىٖ ٔؼٕٛ٭ٝ ٚيْٜ ثٖبٔيٞب ٚ ٘ٚبٖ ىاىٖ ٘لٜٛ سٚىيُ دبيٝ ىٍ 

٘يبُ ، ف٢بي ٔيي ثب اَّ٘ي ٔليٚى ثَاي َٞ ٔؼٕٛ٭ٝ وبُٔ اُ ٚيْٜ ٔيٞبي ٖٔشمُ ه٦ي

بة هبٍع إز. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ىٍ ايٗ ٞبيي إز وٝ اُ كّٛٝٝ ايٗ وشثٝ سىٙيه

ثٝ ليٍ "٘يبُ إز. ٭جبٍر ، ثب كؼٕي فَٚىٜ وٝ َُٔي ثٝ ليٍ ٔلايٓ ىاٍى Vٞب ثٝ اطجبر

سٛا٘ي ىاٍاي ٌٛٙٝ ثبٙي ىٍ ىٞي: َُٔ ٕ٘ي٘يبُ ٭ّٕي ٟٔٙيٕيٗ ٍا دٛٙ٘ ٔي "وبفي ٔلايٓ

 ٍٝٛر َْٞ يب ٔو٣َٚ ثبٙي. ٔي سٛا٘ي ثٝ Vكبِي وٝ 

كميمي ثٛى ٚ ٕٞـٙيٗ ٘بٔٙفي إز. فَٟ  ىٞيٓ وٝ َٞ ٚيْٜ ثٖبٔي ٔياوٖٙٛ ٘ٚبٖ 

٘يِ ٔمياٍ  wوٝ ٔي ٔشٙب٩َ آ٥ٍٖٛي٭يى ٔوش٦ّي إز ثٝ ، وٙيي ثَ هلاف ٫ٛ١ٛٔ

ٌيَي ٚ ا٘شٍَاَ w( ىٍ 59-6اي ٔٮبىِٝ اَٚ اُ )ٔوش٦ّي ىاٙشٝ ثبٙي. ثب ١َة ٘م٦ٝ

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ Vٍٚي 

  2

V V
. . . .dV p dV    w w w 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، إشٌََٚاىٕىي ىٍ ٕٕز ؿخ -ٌبٚٓثب ثٝ وبٌٍيَي ل٢يٝ 

(6-60)
                       

2

V V
..  . .dV p dV    w w 

..اُ آ٘ؼبيي وٝ  0    ٚ. p w w ٭يى  2وٙي وٝ( ايؼبة ٔي60-6ٍاث٦ٝ )،  0

ىِيُ ايٙىٝ ٔٮبىِٝ ٚيْٜ ثٖبٔي ثَ كٖت ٘يِ ؿٙيٗ إز. ثٝ دٔ، كميمي ٘بٔٙفي إز

ٞبي كميمي ٚ ٔٛٞٛٔي َٞ ٚيْٜ ىٍ٘شيؼٝ لٖٕز، ه٦ي ٖٞشٙي، ١َايت ٔمياٍ كميمي

 ػٛاة ٘يِ هٛى ٚيْٜ ػٛاة إز. 

ٔظلا وٕشَيٗ يب ، ٞبي ٚيْٜ ثٖبٔيٞب ىاٍ٘ئٟٙيٕيٗ ٭لالٝ ُيبىي ثٝ ثَهي ٔليٚىٜ

 آٟ٘بيي وٝ ىاٍاي ىأٙٝ ٔليٚىي ٖٞشٙي. 

سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي اَٚ ٚ ْٕٛ ىاٍاي ٚيْٜ ثٖبٔيٞبي وٕيٙٝ 

0ٔظجز إز. ٕٞـٙيٗ  ( ِٝس٤ٕٛ ٔٮبىلار سٮبىَ سَٚيٝ ٙيٜ ٚ ثب 59-6ىٍ ٖٔب )
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wسٛػٝ ثٝ يىشبيي سٟٙب يه ػٛاة ٝفَ  2ىاٍيٓ. ىٍ ٍٝٛسي وٝ  0    ٍثٝ ٔميا

0  ػبيي ػٖٓ وبٔلا ّٝت ثَاي ٖٔبِٝ ػبثٝ، ٔشٙب٩َ ثب ػٛاثي غيَ ثييٟي إز

 ٙٛى: ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔئمياٍ َُٔي ىْٚ ثٝ

 0 0 0   w w r r 

0ثب ٔمبىيَ طبثز أب اهشيبٍي  0,wٚ0r ىٍ ايٙؼب هٛى ٍا ثٝ كبِز ٔظجز .  ٔليٚى

 وٙيٓ. ٔي

٘يِ ثَاي َٞ  awيه ٚيْٜ ػٛاة ثبٙي آٍ٘بٜ wاٌَ ، ثب سٛػٝ ثٝ ه٦ي ثٛىٖ ٖٔبِٝ

 2Lىٍ َْ٘  awوٙيٓ وٝاي ا٘شوبة ٔيٌٍٛ٘ٝا ثٝ  ٥aٍٛ هبٛؿٙيٗ إز. ثٝ aإىبَِ

 ٘بٔٙي. ٔي ٕ٘ٛب٘ئي يىٝ ثبٙي. ؿٙيٗ ٚيْٜ ػٛاثي ٍا 

 وٙيٓ.ل٢يٝ ُيَ ٍا اطجبر ٔي

ثٝ سَسيت ٔشٙب٩َ ثب ٚيْٜ  1w  ٚ2wثَاي َٞ ٚيْٜ ٔيٞبي ٕ٘ٛب٘ي  .9-6قضيِ 
 ٍاث٦ٝ ُيَ ثَلَاٍ إز 1 ٚ2ثٖبٔيٞبي

(6-61)                               1 2
V

.  0dV  w w 

 ٕٞـٙيٗ:
(6-62)                                 1 2, 0.  w w 

ثيٗ  راثغِ تعوين يبفتِ هتعبهذي( 62-6ٚ ٍاث٦ٝ ) هتعبهذيراثغِ ( 61-6سٖبٚي )

1w  ٚ2w إز . 

ىٍ ٍٚاث٤ ُيَ ٝبىق  1w  ٚ2w( إز. فَٟ وٙيي 2-3ايٗ اطجبر ٕٞب٘ٙي ل٢يٝ ) احجبت.

 إز:

1 2

2

1 1 1 1 1. ,    ,   . ,  
 

    w w 0 n  Vىٍ 0

ٚ 

1 2

2

2 2 2 2 2. ,    ,   . ,  
 

    w w 0 n   Vىٍ 0

k..ىٍ ايٙؼب  k C  ٚ k k  w ٝٔٮبىِٝ اَٚ َٔث٣ٛ ث .V  ٍ2ىw  ٍا ١َة

-ٌيَي ل٢يٝ ٌبٚٓوبٍثٝوٙيٓ. ثب ٌيَي ٔيا٘شٍَاَ Vاي وَىٜ ٚ ثَ ٍٚي٘م٦ٝ

 إشٌََٚاىٕىي ىاٍيٓ:
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(6-63)
                 

2

1 2 1 1 2
V V

..  .  0.dV dV       w w 

 ٥ٍٛ ٔٚبثٝ:ثٝ
2

2 1 2 2 1
V V

..  .  0. dV dV       w w 

1وبٌٍيَي ثب وٓ وَىٖ ايٗ ىٚ ٔٮبىِٝ ا٘شٍَاَ اُ ٞٓ ٚ ثب ثٝ 2 2 1.. ..    ٝىٕز ث

 آٍٚيٓ: ٔي

 2 2

1 2 1 2
V

 .  0.dV    w w 

1( اُ ايٗ ٚالٮيز وٝ 61-6ٍاث٦ٝ ) 2  ٝآيي. ثب ػبيٌٍاٍي ايٗ ٔمياٍ ىٍ ىٕز ٔيث

 آيي. ٔي ىٕز( ث62ٝ-6)، سٖبٚي ثبلا

وٙي وٝ ٚيْٜ ٔيٞبي ٕ٘ٛب٘ي ٔشٙب٩َ ثب ٚيْٜ ثٖبٔيٞبي ثيبٖ ٔي 9-6اُ ٘٪َ ٍيب١ي ل٢يٝ 

ػيا اُ ٞٓ ىٍ ف٢بي 2L V  ُٖٚ ثب. ( ٝ٘شيؼٝ 63-6ٔشٮبٔي ٖٞشٙي. اُ ٍاث٦ )

,ٙٛىوٝ ٕٞـٙيٗ آٟ٘ب ٖ٘جز ثٝ ١َة ىاهّي اَّ٘ي  ٔي   ٔشٮبٔي ٖٞشٙي. اٌَ ثَهي

ٌيَي فَآيٙي وبٍثب ثٝ، ٖٔشمُ ه٦ي ٔشٙب٩َ ثبٙٙيثب سٮياى وٕي اُ ٚيْٜ ٔيٞبي  .اُ 

سٛاٖ ٔؼٕٛ٭ٝ ٔشٮبٔيي اُ ٚيْٜ ٔيٞبي ٔشٙب٩َ ٍا ايؼبى وَى. إٙيز ٕٞيٚٝ ٔي -ٌَاْ

 (> ٍا ٍ٘بٜ وٙيي. 1980=يٛٙييا )

 إز. ، آييايٗ سٮبٔي إبٓ وبٍثَى ٭ّٕي ثَاي اُٝ ٍٚىٙي ٍيّي وٝ ىٍ ُيَ ٔي

 ٚيْٜ ٔيٞب ثَاثَ ثب ٘مب٣ دبيياٍي اُ سبثٮي اَّ٘ي  .91-6قضيِ 

    0

1
 

2 v
E W dV w w 

ٞبي ٝبىق ىٍ َٙاي٤ َُٔي ػبييٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ػبثٝ
1

0

w  َ٪٘ لييٞبي ٍٔٛى ٚ

 إز:

(6-64)
                              

1
.  1.

2 v
dV  w w 

سٕبْ ٘مب٣ دبيياٍي ، ثَ٭ىٔ 0E w ٝٞب ثَاثَ ثب ٚيْٜ ػبييٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ثبلايي ػبث
 ثٖبٔيٞب إز.ٔيٞبي ػٖٓ ٔشٙب٩َ ثب ٚيْٜ 

اوٖٙٛ ٣َٙ دبيياٍي  احجبت. 0E w  ٍا ٔي ٘ٛيٖيٓ. ثب إشفبىٜ اُ ىِيُ ٔٚبثٝ ثب اطجبر

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ 3-6ل٢يٝ 
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(6-65)              
2

0
V

. . . .   0.E dV d    


      w n w 

ٞبي سٛٝيف ٙيٜ ىٍ ٍٝٛر ٞب ثب ٔليٚىيزػبييايٗ ٍاث٦ٝ ثبيي ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ػبثٝ

ٖٔشمُ ٘جٛىٜ ، آٔي 3-6ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ ىٍ ل٢يٝ wل٢يٝ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى.  ثٙبثَايٗ

 أب ىٍ ٣َٙ ُيَ ٝبىق إز:

(6-66)
                  

1
. 1 . 0.

2 v v
dV dV   

 
   

 
 w w w w 

ىٕز َٕٞاٜ ليٛى آٖ ثٝوٕيٙٝ سبث٬ ٍا ثٝ، ىٍ كٖبثٍبٖ ثب إشفبىٜ اُ ١َايت لاٌَاْ٘ 

ىٞيٓ. اوٖٙٛ ثَاي آٍٚيٓ. ايٗ ٍٚٗ ٍا ثب ٖٔبِٝ سبثٮي هٛى س٦جيك ٔي ٔي 0E w  ٍٔميا

 وٙيٓ:ٝ ٔيُيَ ٍا ا١بف
1

. 1
2 v

dV 
 

  
 
 w w 

 ٘بٔيٓ(.  ١َيت ٘بٔٮيٗ إز )ايٗ ٔمياٍ ٍا ١َيت لاٌَاْ٘ ٔي ىٍ ايٙؼب 

اوٖٙٛ سبثٮي  0 ,E w  ٚاثٖشٝ ثٝ ٔشغيَٞبيw  ٚ, وٙيٓ:ٍا سٮَيف ٔي 

   0 0

1
, . 1 .

2 v
E E dV  

 
   

 
w w w w 

اُ ٘م٦ٝ  wسٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝٙٛى. ٔيثٝ ٭ٙٛاٖ ليي ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٕ٘ي wىٍ ايٙؼب

دبيياٍي  ,w  ٝ0َٔث٣ٛ ثE ، يه ٘م٦ٝ دبيياٍي 0E w ( إز. 64-6سلز ليي )

0ىٍ كميمز  0E  :ثَاثَ إز ثب 

 0 0

1
. . 1 0,

2v v
E E dV dV      

 
     

 
 w w w w 

، ٖٔشمُ ٖٞشٙي w ٚىِيُ ايٙىٝٙٛى. ثٝ( ىاىٜ ٔي65-6ثب ٍاث٦ٝ ) 0Eوٝ 

0 0E  ٓٞ ِٝىٞي:ُٔبٖ ُيَ ٍا ٘شيؼٝ ٔيىٚ ٔٮبى 

(6-67)        0

1
. 0,    . 1 0.

2v v
E dV wdV        w w w 

 سٮّك ىاٍ٘ي.   E.0ىٞي وٝ هٛاٛ لاُْ ثٝ ٘مب٣ دبيياٍي ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٘ٚبٖ ٔي

ثٙبثَايٗ َٞ ٘م٦ٝ دبيياٍي  0 ,E w ٍا ثيٖٚ ليٛى ٍٚيw ٌيَيٓ. اُ ٔٮبىِٝ ىٍ ٘٪َ ٔي

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث67ٝ-6اَٚ )
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(6-68)       
2

. . .  . .  0.
v

dV d     


        w w w n w 

ىِوٛاٜ  wاُ سٖبٚي ا٘شٍَاِي ثَاي َٞ ، ٕٞب٘ٙي ٔٚشك َٔث٣ٛ ثٝ اُٝ اَّ٘ي وٕيٙٝ وُ

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

2

. ,      . .  


   w n 0 

ٙٛى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثيبٖ ثَاثَ ٔي( 59-6ايٗ ٔٮبىِٝ ثب )، سغييَ ىٞيٓ 2ٍا ثٝ  اٌَ 

وٝ ٘بٔٙفي ثٛىٖ آٖ ىٍ ثبلا  وٙٙيٜ ١َيت لاٌَاْ٘ إز: ايٗ ثب ٚيْٜ ٔمياٍ َٔثٮي 

ثَاثَ إز. ثٙبثَايٗ ٣َٙ دبيياٍي ، اطجبر ٙي 0E w 6ٞبي ٖٔبِٝ )ثَاي ٚيْٜ ػٛاة-

 ( ثَلَاٍ إز. 59

ثَاي  Vػٛاة ٔٮبىِٝ ُيَ ىٍ wوٙيٓ. فَٟ وٙيياوٖٙٛ لٖٕز ثَ٭ىٔ ٍا طبثز ٔي

 إز: ثَهي 

 2. w    
إشٌََاىٕٚىي  -وبٌٍيَي ل٢يٝ ٌبٚٓٚ ثٝ Vٌيَي ٍٚيا٘شٍَاَ، vاي ىٍثب ١َة ٘م٦ٝ

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

(6-69)

         

 

 
2

2

2

0 . . .  

 .. .  . .  ,

V

V

dV

dV d

  

    


    

      



 

v w v

v w v n v
 

 وٝ:

    1
.

2

T
    v v v 

 وٙيٓ وٝ:اي ا٘شوبة ٔيٌٍٛ٘ٝا ثٝ vاوٖٙٛ

.  0.
v

dV  w v 

vثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ  w ( ٍْٚا ث69ٝ-6ه٤ ى )0E( ٝسجييُ 65-6اُ ٍاث٦ )

ثَاثَ ٝفَ إز. ايٗ اطجبر ٍا ، وٝ ىٍ ٚيْٜ ٔيٞب ٔلبٕجٝ ٙي 0Eوٙيٓ. ثٙبثَايٗ  ٔي

 وٙي. وبُٔ ٔي

ثٙيي ػييي وٙيٓ. ىٍ فََٔٛاُٝ ٍيّي ٍا ثَاي وبٍثَىٞبي ٕبىٜ ٔؼيىا فََٔٛ ثٙيي ٔي

 ٘يٖز.  wٞبي ا٘شٍَاِي ٔؼِا ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ ٘يبُي ثٝ ٣َٙ ٌٌاٙشٗ ثَاي ٔليٚىيز
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سبث٬ ٞبي ٔؼبُ ٝبىق ىٍ ٣َٙ -اي اُ ثَىاٍٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ .99-6قضيِ 
1
w ٚيْٜ ، 0

 ٔيٞبي ٕ٘ٛب٘ي ثب ٘مب٣ دبيياٍي سبثٮي ُيَ ثَاثَ ٖٞشٙي:

  0 ,
E

R
K

w         ٝ1و
. 

2 v
K w w dV  

 R w ٘م٦ٝ دبيياٍي ثٟٙؼبٍ ، ٥ٍٛ ٔٮىٛٓٙٛى. ثٝ٘بٔييٜ ٔي ريليقسوتخبرج

 R w ٔمياٍ، ٚيْٜ ٔيي إز وٝ ثب ثَهي ٚيْٜ ثٖبٔيٞب إز R w  ٍْٜٚي َٞ ٚي
 . ٔي ثٝ ٍٝٛ ٚيْٜ ثٖبٔي َٔثٮي إز

ىٍ ٭بُٔ  Rاٌَ، ٙٛى. ىٍ كميمزاطجبر لٖٕز اَٚ اُ اطجبر لجّي ٘شيؼٝ ٔي احجبت.

 وٙيٓ وٝ:وٙي. ٭بّٔي ا٘شوبة ٔيسغييَ ٕ٘ي wطبثشي ١َة ٙٛى آٍ٘بٜ
1

. 1,
2 v

dV  w w 

0Rآٍٚيٓ ىٕز ٔيىٍ ايٗ كبَ ثٝ E . 

 ىاٍيٓ: ٔشٙب٩َ ثب ٚيْٜ ثٖبٔي  wٙٛى وٝ ثَاي ٚيْٜ ٔياوٖٙٛ ٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي

(6-70)
                                     2.R w 

وٙيٓ ٚ ل٢يٝ ٌيَي ٔيا٘شٍَاَ Vٍٚي ، ١َة ٘م٦ٝ اي وَىwٜ( ٍا ى59ٍ-6ٍاث٦ٝ )

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثَيٓ.  ثٝوبٍ ٔيإشٌََٚاىٕٚىي ٍا ثٝ -ٌبٚٓ
2.. . ,

V V
dV dV     w w 

 ٙٛى. ( ٘شيؼٝ ٔي70-6وٝ اُ آٖ )

ٔىب٘يه ثَاي يبفشٗ سمَيجي ٔمبىيَ ٚيْٜ ثٖبٔيٞب ثٖيبٍ ُيبى ( ىٍ ٭ّٓ 70-6ٔٮبىِٝ )

وبٌٍيَي ٚيْٜ ٔي ٔشٮبٔي ثَاي سمَيت ُىٖ ٚيْٜ ٔي َٔث٣ٛ ثٝ ٙٛى. دٔ اُ ثٝإشفبىٜ ٔي

w سٛاٖ ثب إشفبىٜ اُ ٔٮبىِٝ ُيَ ٚيْٜ ثٖبٔي ٍا سمَيت ُى:ٔي 

 .R  w 

ٞبي ثٖيبٍ ىٕشٍبٜٞبي ٭يىي ثَاي يه ٍىٜ اُ ٍٚٗ، ٔشٙبٞي-هبٍع لٖٕز ٍيّي  ثب ثٮي

سٛا٘ي ثٝ ٔمبلار آٍٚى. هٛا٘ٙيٜ ٭لالٕٙي ٔيٚػٛى ٔيسٙه ٔٮبىلار ػجَي ه٦ي ٍا ثٝ

 سوٞٞي ٍػ٫ٛ وٙي.
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 اهَاج تخت 6-93

سَ اُ ٖٔبِٝ سٮبىَ إز. ٌَؿٝ ىٕز آٍٚىٖ ػٛاة ىليمي ثَاي ٖٔبِٝ ىيٙبٔيىي ٕوزثٝ

ٖٔبِٝ أٛاع ، إز. ايٍٗٝٛر سلّيّي لبثُ كُ ٖٔبِٝ ىيٙبٔيىي ٟٕٔي ٚػٛى ىاٍى وٝ ثٝ

ٌَى إز وٝ اُ ٘يَٚٞبي ثيٗ ػٖٕي آُاى سوز ىٍ ف٢بي ٘بٔليٚى ٍٕٞٗ ٘ب ٕٖٞبٖ

 إز. 

ٔظلا ا٘فؼبٍ يب ، ٞبيي وٝ سٛٝيف وٙٙيٜ ا٘شٚبٍ ٝٛسي اُ ٔٙج٬ ثٖيبٍ إزؿٙيٗ ػٛاة

٘٪َيٝ َٔث٣ٛ ثٝ آٟ٘ب ، إٞيز ُيبىي ىٍ وبٍثَىٞب ىاٍ٘ي. اُ ٥َف ىيٍَ، اي ىٍُٚٔيٗ َُِٜ

 ٙٛى. ٖ٘جشب ٕبىٜ إز ٚ ايٗ ثٍَٕي ثٝ ٖٔبِٝ ٔمياٍ ٚيْٜ ػجَي سجييُ ٔي

 ٙٛى:٘بٔييٜ ٔي ٔٛع سوز، ػٛاثي ثٝ ٙىُ ُيَ

 . U t u k r a 

ثَىاٍ طبثز ٚ  a، ثٖبٔي ، ٙٛى٘بٔييٜ ٔي ثَىاٍ ٔٛعثَىاٍ طبثشي وٝ  kىٍ ايٙؼب

 U U x  َسبث٬ ٔؼِٟٛي ثب ٔشغي. x t k r  ٜإز. ٔٮبىِٝ ُيَ ٘ٚبٖ ىٞٙي

 إز: 3ا٘شٚبٍ سوز ىٍ ف٢بي 

. constt k r 
c/ٔٛاُي إز. َٕ٭ز ا٘شٚبٍ سوز  kىٍ َٞ ِل٪ٝ ثَىاٍ ٭ٕٛى ثَ ٝفلٝ ثب   k 

 kطبثز إز. ثَىاٍ ، ٙٛى. ػٛاة ايٗ ٙىُ ثَاي َٞ ا٘شٚبٍ سوز٘بٔييٜ ٔي َٕ٭ز ٔٛع

 uػبيي إز. ثَايػٟز ػبثٝ aثٝ ٥ٍٛي وٝ ، وٙيػٟز ا٘شٚبٍ ٔٛع ٍا سٮَيف ٔي

 سٛاٖ ٘ٛٙز:ٔي

      21
. ,  . ,   . ,

2
U t U t U t             u k r ka k r ka ak u k r a

 
x .وٝ  xٖ ىٞٙيٜ ٔٚشك ٖ٘جز ثٝىٍ ايٙؼب ٭لأز دَيٓ ٘ٚب t k r  ٘مب٣ ٚ

 إز. tثبلايي ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ ٔٚشك ٖ٘جز ثٝ 

 وٙيٓ:ػبيي ثبُ٘ٛيٖي ٔيلبٖ٘ٛ ٞٛن ٍا ثَاي ٔيياٖ ػبثٝ Cثب إشفبىٜ اُ هٛاٛ سمبٍ٘ي 

 .. .U C ka 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ، ىٍ ٔٮبىِٝ كَوز u  ٚثب ػبيٌٍاٍي  

  2. .. .U U k C ka a 
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0Uايٗ ٔٮبىِٝ ىاٍاي ػٛاة غيَ ٦ٙٔمي ٘بٔٙبٕت    ٞبي ٦ٙٔمي وٝ إز. ثٝ ػٛاة

 ٘يبُ ىاٍيٓ:، ٙٛىس٤ٕٛ ٖٔبِٝ ػجَي ُيَ سٮَيف ٔي

 ػٛاة ٦ٙٔمي ٔٮبىِٝ ُيَ ٍا ثيبثيي:

(6-71)
                      2. ,    . . . . A k a a A k k C k 

A ُٙٛى. ٔي تبًسَر صَتي ًبهيذ 
 .. ..ىاٍاي ثَهي هٛاٛ سمبٍ٘ي إز ٚ  Cٙٛيٓ وٝ يبى آٍٚ ٔي C  َٞ 0ثَاي  

سٛاٖ ثٍَٕي ٕ٘ٛى وٝ إٓب٘ي ٔئظجز إز. ثٝ A k  يه سبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ ٔٮيٗ ٔظجز

٭ٙٛاٖ ٚيْٜ ثَىاٍ ثٝ 2إز. ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ  A k ،( ٍ71-6ٖٔبِٝ ٚيْٜ ٔميا )

ىٕز  سٛاٖ ثٝ( ٔي71-6اُ )، ىيٍَ٭جبٍرىاٍيٓ وٝ ىاٍي ٕٝ ٚيْٜ ٔمياٍ ٔظجز إز. ثٝ

ٚػٛى ىاٍى. َٞ ٔٛع سوز ثب َٞ وياْ اُ ايٗ   A .ٕٝ ٔمياٍ  kآٍٚى وٝ ثَاي َٞ 

 ٔمبىيَ ٔشٙب٩َ إز. 

ٌَى ثب ػِييبر ثيٚشَي ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ اوٖٙٛ ٖٔبِٝ ٔٛع سوز ٍا ثَاي ٔلي٤ ٕٖٞبٖ

 ىٞيٓ. دٔ:ٔي

  ,k

k   C EE e Ee I 

kىٍ ايٙؼب 

kE e e  ٚ ٜسبٍٖ٘ٛ يىٝ ثٛىk m

k mI e e e eٝٙىُ ُيَ . سبٍٖ٘ٛ ٝٛسي ث

 إز:

(6-72)                   . . . .     A k C k kk k k E 

1ٍسي ثب ثَىاٍٞبي دبيٝاوٖٙٛ يه ىٕشٍبٜ ىوب 2, , i i k k k ٝوٝ ٥ٍٛيث

1 2 1  i i k  ٚ
1 2 1 2.  .  0  i i i k i kٌيَيٓ. ثَكٖت ايٗ ىٍ ٘٪َ ٔي، إز

ٔبسَئ، دبيٝ A k:ل٦َي إز 

 

 

2

2

2

0 0

0 0 .

0 0 2





 

 
 
 
 
 
 

k

A k k

k

 

 ٙىُ ُيَ إز:( ث71ٝ-6ٚيْٜ ٔمبىيَ ٚ ٚيْٜ ثَىاٍٞبي )
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1 1

2 2

3

                    ,

                   ,

2
            .











 




 

 


 

k a i

k a i

k a k

 

 kثٛىٜ وٝ ثَ  aػبيي آٟ٘ب ثٛىٜ وٝ ػٟز ػبثٝ أٛاع ٭١َيىٚ ػٛاة اَٚ ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ 

٘بٔٙي. ٔي S ٔٛعيب  ا٘مجب١ي٭ٕٛى إز. ايٗ ٫ٛ٘ ٔٛع ٍا اغّت ، يٮٙي ػٟز ا٘شٚبٍ ٔٛع

ػبيي آٖ ىٍ أشياى ا٘شٚبٍ ٔٮبىِٝ ْٕٛ سٛٝيف وٙٙيٜ ٔٛع ٥ِٛي ثٛىٜ وٝ ػٟز ػبثٝ

٘بٔٙي. ؿٙيٗ ٔي Pٔٛعيب  فٚبٍي، ا٘جٖب٥ي (. ايٗ ٫ٛ٘ ٔٛع ٍا اغّت7-6إز )

 ٌيَى.ٞبيي ىٍ ٝٛر ٚ ُِِِٝ ٙٙبٕي ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٔي ػٛاة
  

 
، هَج عَلي است ٍ سوت راست، گزد. سوت چخ. اهَاج تخت در هحيظ ّوسبى7-6ضكل 

 هَج عزضي است.

 

ٖٔبِٝ ثيٙبثي سٛٝيف وٙٙيٜ ، ٌَى ىِوٛاٜسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ثَاي َٞ ٔلي٤ ٘بٕٖٞبٖ

 أٛاػي إز وٝ ٘ٝ ٥ِٛي ثٛىٜ ٚ ٘ٝ ٭١َي. 

 ( ٍا سلميك وٙيي.72-6ٍاث٦ٝ ) .99-6توزيي 

طبثز وٙيي وٝ  .99-6توزيي  A k .سبٍٖ٘ٛي ٔشمبٍٖ إز 

٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  .93-6توزيي  A k .ٔٮيٗ ٔظجز إز 
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 هسبيل كطسبًي تخت    6-96

سٛاٖ ثٝ ٍٝٛر ٕبىٜ سغييَ ىٚ ثو٘ ٟٔٓ اُ سغييَ ٙىُ َٔث٣ٛ ثٝ ٖٔبيُ وٖٚب٘ي ٍا ٔي

، ٙىُ وٚ٘ ه٦ي ٚ سٙ٘ ه٦ي ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ٖٔبيُ َٔث٣ٛ ثٝ ايٗ ىٚ سغييَ ٙىُ

 ٙٛى.  ٖٔبيُ وٖٚب٘ي سوز ٘بٔييٜ ٔي

ٙٛى سغييَ ٙىّي سوز ٘بٔييٜ ٔي A وٙيٓ.اثشيا ٖٔبِٝ سغييَ ٙىُ سوز ٍا ثٍَٕي ٔي

ٞبي ٘مب٣ ػٖٓ ثب يه ٝفلٝ ٔٛاُي ثٛىٜ ٚ سٟٙب ثٝ ٔوشٞبر ايٗ ػبييوٝ سٕبْ ػبثٝ

ايٗ كبِز ٕٞب٘ٙي لٖٕز َٔوِي ػٖٕي ثٝ ، ٝفلٝ ثٖشٍي ىاٍى. ثب ىلز لبثُ لجِٛي

 ٍٝٛر إشٛا٘ٝ ىٍاُي يب َٞٔي ٙىُ إز وٝ س٤ٕٛ ٘يَٚٞبي ٔلٍٛي وٚييٜ ٙيٜ. 

 ٙىُ ُيَ إز: ػبيي ثَاي سغييَ ٙىُ سوز ثٝثَىاٍ ػبثٝ

   1 1 2 1 2 1 2 2, , .u x x u x x u i i 

 ٘يَٚٞبي سٕبٕي ٚ ػٖٕي ىاٍاي ٙىُ ٞبي ٔٚبثٟي ٖٞشٙي:

       0

1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2, , ,   , , .f x x f x x t x x i t x x   f i i t i 

ثَاثَ ٝفَ  uَٔث٣ٛ ثٝ  3ٞبي ٞبي سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ثب ا٘يئِٔٛفٝ، ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي

13إز:  23 33 0     :ٗثٙبثَاي 

 11 1 1 12 1 2 2 1 22 2 2.      i i i i i i i i 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔيٞبي سبٍٖ٘ٛ سٙٚي ثِٝٔٛفٝ، ثب إشفبىٜ اُ لبٖ٘ٛ ٞٛن

11 11 22 22 33

12 12 23 13

2 ,     2 ,     ,

,             0             0,

tr tr tr          

   

    

  
 

11ىٍ ايٙؼب  22tr    ٝ33. اُ آ٘ؼبيي و 0  ،33سٛاٖ ٔي  11ٍا ثَ كٖت  ٚ

22 :ثيبٖ وَى 

 
   33 11 22 11 22 .

2


     

 
   


 

 ٙٛى: ثٖشٍي ٘ياٍى وٝ ٔٙؼَ ثٝ ٕبىٌي ٔٮبىلار سٮبىَ ٔي 3xثٝ  ٞبي سٕبْ ِٔٛفٝ

11 21 12 22
1 2

1 2 1 2

0,       0.f f
x x x x

   
 

   
     

   
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وٙيٓ. ثب ٔٮَفي ثٍَٕي ٔي، ٘يَٚٞبي ػٖٓ ثَاثَ ٝفَ ٖٞشٙياوٖٙٛ كبِز هبٝي ٍا وٝ 

 س٤ٕٛ ٍٚاث٤ ُيَ: سبث٬ سٙٚي ايَي

(6-73)
               

2 2 2

11 22 122 2

2 1 1 2

,      ,         ,
x x x x

  
     

  
   

 

ٔيُٚ  -وٙي. اُ ىٕشٍبٜ ٔٮبىلار ثّشَأي٥ٍٛ يىٙٛاهشي ٔٮبىلار سٮبىَ ٍا ثَآٍٚى ٔيثٝ

 ٔب٘ي:سٟٙب ٕٝ ٔٮبىِٝ ٦ٙٔمي ثبلي ٔي، ىٍ ٕٝ ٖٔبِٝ سوز

(6-74)                              

   

2

11 2

1

2

22 2

2

2

12

1 2

1
0,

1

1
0,

1

1
0,

1

x

x

x x

















  

 


  

 


  

  

 

 وٝ:

  11 22tr 1 .        

 ( ػبيٌٍاٍي وٙيي. اُ آ٘ؼبيي وٝ:74-6( ىٍ )6-73)

 1 ,    

 ٙٛى:سجييُ ٔي  ( ٔٮبىِٝ ىٚ ٞبٍٔٛ٘يىي 74-6ٔٮبىِٝ اَٚ )
2 2 2

2

11 2 2 2

1 2 1

1
0 .

1 x x x






   
         

   
 

ىٍ كبِي وٝ ، ٙٛى( ثٝ ٔٮبىِٝ ىٚ ٞبٍٔٛ٘يىي ٔٚبثٟي سجييُ ٔي74-6ٔٮبىِٝ ىْٚ ) 

 ىٍ ٍاث٦ٝ ُيَ ٝبىق إز: ( ٕٞٛاٍٜ ثَلَاٍ إز. ثٙبثَايٗ 74-6ٔٮبىِٝ ْٕٛ )

(6-75)
                                 

2 0.   

وٙي وٝ لٞي كُ وَىٖ آٖ ٘م٘ ٔٮبىِٝ ٕبٌُبٍي ٍا ايفب ٔي، ايٗ ٍاث٦ٝ ىٍ ٖٔبِٝ سوز

 ٍا ىاٍيٓ.

ٞبي ٔٚبثٟي ٍا ا٘ؼبْ ىاى. ايٗ ٫ٛ٘ سغييَ سٛاٖ ٕبىٜ ٕبُيثَاي ٖٔبِٝ وٚ٘ سوز ٔي

افشي. ػٟز اسفبق ٔي، ٚي ٚػٜٛ آٖ ثبٍي ٚػٛى ٘ياٍىٙىُ ثَ ٍٚي يه ٍٚلٝ ٘بُن وٝ ٍ

3x ٌيَيٓ. اوٖٙٛ ثب وٛؿه ثٛىٖ ٍا ىٍ أشياى ثَىاٍ ٭ٕٛى ثَ ٚػٜٛ ٍٚلٝ ىٍ ٘٪َ ٔي
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13ٞبي وٚ٘ ِٔٛفٝ 33,    ٚ33 سٛاٖ آٟ٘ب ٍا ثَاثَ ٝفَ ىٍ ٘٪َ ٌَفز:ٔي
 

13 23 33 0     33. سٖبٚي 0  ىٞي وٝ سغييَ ٙىُ وٚٚي سوز اُ ٘ٚبٖ ٔي

33سغييَ ٙىُ سوز َٔث٣ٛ ثٝ ٖٔبِٝ ثبلا  0   َٔشٕبيِ إز. سلّيُ ٔٮبىلار سٮبى

 سٛاٖ ٕٞب٘ٙي ثبلا ا٘ؼبْ ىاى. ثَاي سغييَ ٙىُ سٙٚي سوز ٍا ٔي

 ثَاي سغييَ ٙىُ سٙٚي سوز ٍا ثيبثيي.ٞبئِٛفٝ .96-6توزيي 

 بِز سٙٚي سوز ثيبثيي.ٞبي سبٍٖ٘ٛ وٚٚي ٍا ثَاي كِٔٛفٝ .99-6توزيي 

ىٞي وٝ ٔٮبىلار ٖٔبِٝ سٙٚي سوز ٚ وٚٚي ٘ٚبٖ ٔي 15-6ٚ  14-6ٞبي ٘شبيغ سَٕيٗ

 ٔشفبٚر ٖٞشٙي. سوز سٟٙب ىٍ ٔمبىيَ ٔشٙب٩َ ثب ٔيَٚ وٖٚب٘ي

ٞبي ٚيْٜ اي ثَاي إشفبىٜ ىٍ ٘٪َيٝ وٖٚب٘ي سوز سٕٛٮٝ ىاىٜ ٙيٜ إز. ثَهي ٍٚٗ

(> 1966) ٬ ٔوش٤ّ ؿٙي ٔشغيَٜ =ٕٔٛوّيٚٛيّيٞب ثَ إبٓ ٘٪َيٝ سٛاثاُ ايٗ ٍٚٗ

ٞبي ىليك ٖٔبيُ سٛا٘يٓ ػٛاةٔي، ٞبي دشبٖ٘يُ َٔوتوبٌٍيَي ٍٚٗإشٛاٍ إز.  ثب ثٝ

ٞبي ػِء ٔشٙبٞي ىٍ ايٗ ٞبي وبٔذيٛسَي ٚ ٍٚٗسىٙيه، ٖ٘جشبً ديـييٜ ٍا ثيبثيٓ. ثَٟكبَ

 ٍٔٛى اُ إٞيز وٕشَي ثَهٍٛىاٍ ٖٞشٙي.

 هسبيل 6-99

٘ٚبٖ ىاىٜ ٙيٜ ىٍ  ABCDَٙاي٤ َُٔي ثَاي ٖٔبِٝ وٖٚب٘ي ٦ٖٔق ٍٚي َٔث٬ 6-9

 ٍا ثيبثيي. 8-6ٙىُ 

٘ٚبٖ ىاىٜ ٙيٜ ىٍ  ABCَٙاي٤ َُٔي ثَاي ٖٔبِٝ وٖٚب٘ي ٦ٖٔق ٍٚي ٔظّض 6-9

 ٍا ثيبثيي. 9-6ٙىُ 

َٙاي٤ َُٔي ثَاي ٖٔبِٝ وٖٚب٘ي ٦ٖٔق ٍٚي ٔظّض ٘ٚبٖ ىاىٜ ٙيٜ ىٍ ٙىُ  6-3

1سَسيت ثَاثَ ٞب ٚ ثٝ٭ٕٛى ثَ ٚػٍٝا ثيبثيي. ٘يَٚٞب  6-91 2 3, ,   ٙٛى.فَٟ ٔي 

ي سَٕيٓ ٙيٜ ىٍ َٙاي٤ َُٔي ثَاي ٖٔبِٝ وٖٚب٘ي ٦ٖٔق ٍٚي لٖٕشي اُ كّمٝ 6-6

 ٍا ثيبثيي.  11-6ٙىُ 

ٞبي لبثُ ىيي ٔىٮت ٘ٚبٖ َٙاي٤ َُٔي ثَاي ٖٔبِٝ وٖٚب٘ي ٦ٖٔق ٍٚي لٖٕز 6-9

 ٍا ثيبثيي. 12-6ىاىٜ ٙيٜ ىٍ ٙىُ 
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1ٞبي اّٝي ثَاثَُ يه ػٖٓ وٖٚبٖ سٙ٘ا ايىٍ ٘م٦ٝ 6-6 50 MPa  ،

2 50 MPa    ٚ3 75 MPa   ُثَىاٍٞبي سٙ٘  13-6ٖٞشٙي. ثب َٔاكٮٝ ثٝ ٙى

 ٙيت ثب ٔلٍٛٞبي اّٝي ٖٞشٙي ٍا ثيبثيي.وٝ ٞٓ ABCٍٚي 

ٞبي لبثُ َٙاي٤ َُٔي ثَاي ٖٔبِٝ وٖٚبٖ ٍٚي لٖٕز، 14-6ثب َٔاػٮٝ ثٝ ٙىُ  6-7

 اي ٍا ثٙٛيٖيي.ىيي اػٖبْ إشٛا٘ٝ

,فَٟ وٙيي دبٍأشَٞبي 6-8 ,k ٝػبيي ُيَ ىاىٜ ٙيٜ ثبٙٙي. ثَاي ثَىاٍٞبي ػبث

 ٭جبٍار سبٍٖ٘ٛٞبي وٚ٘ ٍا ثيبثيي.

2 )اِف( 1xu i؛ 

1 )ة( 1xu i؛ 

u)ح( r؛ ، 

)ر(  r zu kz u e e ٝ٘وبٍ ثجَيي(؛ اي ٍا ثٝ)ٔوشٞبر إشٛا 

 
 9-6توزيي  8-6ضكل 

 

 )ص(  zu kz u e e ٝ٘وبٍ ثجَيي(؛ اي ٍا ثٝ)ٔوشٞبر إشٛا 
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)ع(   zu kz u e ٝ٘وبٍ ثجَيي(؛ ثٝاي ٍا )ٔوشٞبر إشٛا 

 )ؽ(  ru u e ٝوبٍ ثجَيي(؛.)ٔوشٞبر وَٚي ٍا ث 

 سبث٬ ىٚٞبٍٔٛ٘يه ىِوٛاٞي ثبٙي. ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٭جبٍر فَٟ وٙيي  6-9

  22 2 1 .       u 

f( ىٍ 29-6ػٛاثي ثَاي ٔٮبىلار لأٝ ) -ثٕٛيٙٔإز. ايٗ ٭جبٍر ػٛاة  0
 ثَاي ٖٔبِٝ سٮبىَ إز.ٌبٍَِويٗ 

 
 9-6توزيي  9-6ضكل 

 

سبث٬ ٞبٍٔٛ٘يه ىِوٛاٞي ثبٙي.  يه سبث٬ ثَىاٍي ىِوٛاٜ ٚ  فَٟ وٙيي  6-91

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٭جبٍر

 

 ٘يَٛ٘-دبدىٛٚيؾإز. ايٗ ٭جبٍر ػٛاة  ( ىٍ 29-6ػٛاثي ثَاي ٔٮبىلار سٮبىَ )

 إز.

ىٍ ٔٮبىِٝ ُيَ  يه سبث٬ ٞبٍٔٛ٘يه ثَىاٍي ىِوٛاٜ ثٛىٜ ٚ سبث٬  فَٟ وٙيي  6-99

 ٝيق وٙي.

 
 ٭جبٍر٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 

 

 إز. ( ىٍ 29-6ػٛاثي ثَاي )

0

   02 4 1 .        u r

f 0



2 2 . .   

 2 4 1     u

f 0
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 91-6توزيي  91-6ضكل 

 

 

 
 6-6توزيي  99-6ضكل 

 

 
 9-6توزيي  99-6ضكل 

 

ىٍ ٔٮبىِٝ ُيَ  يه سبث٬ ٞبٍٔٛ٘يه ثَىاٍي ىِوٛاٜ ثٛىٜ ٚ سبث٬  فَٟ وٙيي  6-99

 ٝيق وٙي.
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4 3z







 

 
 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٭جبٍر

2 z    u 
f( ىٍ 29-6ٕ٘بيٚي ثَاي ػٛاة ٔٮبىلار )  إز. 0

 
 6-6توزيي  93-6ضكل 

 

 
 7-6توزيي  96-6ل ضك

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 ّبيي ثب كطسبًي خغيدَستِ: 7فصل 
 

 

ٞبيي ٕٞب٘ٙي ٘بُن ىٍ ٭ّٕيبر ٟٔٙيٕي ثٖيبٍ ٔشياَٚ ٖٞشٙي. ٔظبَ ٕبهشبٍٞبي ثب ىيٛاٍٜ

اي ٔشغيَ ٕٞب٘ٙي ٔٛٙه ٚ ٕبهشبٍٞبي ِِٛٝإىّز ٞٛاديٕب ٚ ، ٞبي سب٘ىَدبيٝ، ثي٘ٝ وٚشي

ثٝ ٍٝٛر ٦ٕلي وٝ ىاٍاي ١وبٔز  دٕٛشٝٞبيي اُ آٖ إز. غٚب ٚ آٚ٘يٞب ٕ٘ٛ٘ٝ، َٙيبٖ

ٞبي ٍيب١ي ؿٙيٗ ١ٛٔٛ٭بسي ثَ إبٓ ٘٪َيٝ ٙٛى. ٔيَىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي، إز

أب ، ٙٛى. ٌَؿٝ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ُٞٙٛ ىٍ كبَ ٌٖشَٗ إزوٖٚب٘ي ٕٝ ثٮيي ثٍَٕي ٔي

ي سٛا٘ي سمَيجي ثَاي سٛٝيف ٍفشبٍ ٕٝ ثٮيي ١ٛٔٛ٭بر ٍٔٛى ثلض ثب إشفبىٜ اُ ٔ

ٞبي ىٚ ثٮيي ٦ٕق ثبٙي. آٙىبٍ إز وٝ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ سٟٙب ٚلشي ىليك إز وٝ  ٔيَ

اي ٔٮَٚف ٞبي دٕٛشٝثَاي ٔليٚى ٔٚوٞي اُ آٖ إشفبىٜ ٙٛى. سٮياى وٕي اُ ٔيَ

ٞبي ه٦ي وٝ ىٍ وبٍثَىٞب إشفبىٜ ٚػٛى ىاٍى. ىٍ اىأٝ ثٝ ٔٮَفي ثَهي اُ ٔيَ

 دَىاُيٓ. ٔي، ٙٛ٘ي ٔي

لاٚ ثيبٖ ٙي. ٕٞـٙيٗ -اي ثَ إبٓ ف١َيبر وَٟٙفاُ ٘٪َ سبٍيوي اِٚيٗ ٔيَ دٕٛشٝ

ا٘ي. ٞب ٘م٘ ىاٙشٝ٘ميي ٚ ىيٍَاٖ ىٍ اٍايٝ ايٗ لجيُ ٔيَ، وَٕٛار، ٍيَٖٙ، سيٕٛٙٙىٛ

وّٛيٗ ٚ ىيٍَاٖ ثَهٍٛى ، دٛإٖٛ، لاٌَاْ٘، ٞبيي ٕٞب٘ٙي اٚيَّىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثٝ ٘بْ

وٙيٓ. ٘٪َيٝ ٝفلٝ كبِز هبٝي اُ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ إز وٝ ػٖٓ ٍٔٛى ثٍَٕي ٙجيٝ  ٔي

ٞبي ٞبي ٘٪َيٝ دٕٛشٝ سٟٙب ثَاي ٔيَثبلاي ٔيِ إز. ىٍ ايٗ فُٞ ثَهي اُ ؿٍٍٛ٘ي

ٌيَى: ٞيف ٭جبٍر إز اُ ٔٮَفي ٘٪َيٝ ٚ سَٚيق اي ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔيٝفلٝ

 ٍثَى آ٘بِيِ سبٍٖ٘ٛي ىٍ ٕبهشبٍ آٖ إز.ؿٍٍٛ٘ي وب
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َٞ ٔيَ ٍيب١ي اُ دٕٛشٝ ىاٍاي ٙىّي اُ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ٔٮبىلار ىيفَاٖ٘يُ ػِيي 

ٔٮٕٛلا ٤ٕٚ ٦ٕق دٕٛشٝ إز. اُ آ٘ؼبيي وٝ وٕيبر سَٚيق ، اي ٍٚي ٦ٕق اّٝيِل٪ٝ

ٝ ثٖيبٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ٍاث٦، وٙٙيٜ ٍفشبٍ دٕٛشٝ ثٝ ٍٝٛر سٛاثٮي اُ ٔوشٞبر ٝفلٝ إز

ٍا ٍ٘بٜ وٙيي( ىاٍى. ٘م٦ٝ ل٦ٮي ىٍ  5ِ٘ىيىي ثب ٘٪َيٝ ٦ٕٛف ٞٙيٕٝ ىيفَاٖ٘يُ )فُٞ 

٭ٕٛى ثَ ، َٞ ٚيَاي٘ اُ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثٝ ٍٝٛر ٍٚٗ كٌف ٕٛٔيٗ ٔوشٞٝ ف٢بيي

 اُ ٔيَ ٕٝ ثٮيي إز. ، ٦ٕق دٕٛشٝ

ثيٚشَ كُ ٭يىي ٖٔبيُ وٖٚب٘ي ٕٝ ثٮيي سمَيجب غئَٕىٗ ثٛى. ، لجُ اُ اهشَا٫ ٍايب٘ٝ

سٛا٘ٙي ثٝ ٍٝٛر ىٕشي ثب ىلز ٍٔٛى ٘٪َ سٛػٝ ثٝ ٕٕز ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثٛىٜ وٝ ٖٔبيُ ٔي

ٞبي ٘بُن ثٝ ٚػٛى اي ديَٚفشٝ سغييَي ىٍ ٖٔبيُ ىيٛاٍٜكُ ٙٛ٘ي. ٍاٜ كُ ٍايب٘ٝ

اي آٍٚى. ايٗ ثياٖ ىِيُ إز وٝ ٔلبٕجبر ٭يىي وٚ٘ ٞبي ىٍٖٚ ػٖٓ دٕٛشٝ ٕ٘ي

اي ثٖيبٍ ثٍِي ٕٞب٘ٙي ػٖٓ ٕٝ ثٮيي اي دٕٛشٝٞبي ٔؼِٙىُ وٝ ثٝ ٙجىٝ ثب ٔيَ

ا٘ؼبْ دٌيَ ٘يٖز. ػبِت سٛػٝ ، ٚاثٖشٝ ثٛىٜ ٚ ١ٚٮيشي ٔشٙب٩َ ثب ٖٔبيُ ٕٝ ثٮيي ٘ياٍى

اي ٞبي دٕٛشٝ ٞبي ليٍسٕٙي ثب٭ض افِاي٘ ىلز ىٍ ٔيَ وبٌٍيَي ٍايب٘ٝإز وٝ ثٝ

وٙٙي سب اُ اػِاي ٔليٚى ىٚ ثٮيي ىٍ ثيٚشَ ٥ٍٛيىٝ ٟٔٙيٕيٗ اػبُٜ دييا ٔيٙٛى ثٝ ٔي

 سُٛي٬ وٚٚي ٚالٮي ىٍ أشياى ٔوشٞبر ١وبٔز دٕٛشٝ إشفبىٜ وٙٙي. 

اي ىٚ ثٮيي ٚػٛى ىاٍى. سمَيت اَٚ ثَ دبيٝ ٞبي دٕٛشٝىٚ سمَيت ثَاي سَٚيق ٔيَ

اي ٙىُ ثَ كٖت ٖٔبِٝ سمَيت ٖٔشميٓ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ٕٝ ثٮيي ثَاي ػٖٓ دٕٛشٝ

ٞبي وٕي ثَاي ا٘ؼبْ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ُي ٍٚي ٦ٕق اّٝي ػٖٓ إشٛاٍ إز. ٍأٜمياٍ َٔ

ػبيي إز وٝ ىٍ آٖ ٙىُ ٚاثٖشٝ ثٝ ػبثٝ ٍٚٗ ف١َيٝ، ٞبٚػٛى ىاٍى. يىي اُ ايٗ ٍاٜ

ٙٛى. ٔظبِي اُ ايٗ ٫ٛ٘ ٍا ثَ ٞبي سٙ٘ ٍٚي ٔوشٞبر ١وبٔز فَٟ ٔيدٕٛشٝ ٚ ٔيياٖ

ٓ وَى. ٍٚٗ ىيٍَ ٙبُٔ ث٤ٖ لاٚ ثيبٖ هٛاٞي -إبٓ ف١َيبر ولإيه وَٟٙف

يٮٙي ٖ٘جز ١وبٔز  ٔؼب٘جي كُ ٖٔبِٝ ٕٝ ثٮيي ٖ٘جز ثٝ دبٍأشَ وٛؿه ٚالٮي 

إز. اَٝٛ ىيٍَي ثَاي ، ايدٕٛشٝ ثٝ ا٘ياُٜ ٔٚوٞٝ دٕٛشٝ ٕٞب٘ٙي ل٦َ ٝفلٝ ىايَٜ

ٞب ثٝ ايٗ ٔيَ، ٚػٛى ىاٍى. ثٝ ٥ٍٛ وّي سَٚيق كُ ثٝ ٍٝٛر ٍٙشٝ اي ٖ٘جز ثٝ 

ٍٚ٘ي. وبٍ ٔئٮبىلار سٮبىَ ثَاي دٕٛشٝ ٕٞب٘ٙي ػٖٕي ٕٝ ثٮيي ثٝ ٭ٙٛاٖ ٘م٦ٝ ٫َٚٙ

ٙٛى. اي ٍٔٛى ٘٪َ سجييُ ٔئٮبىلار ثٝ ٔٮبىلار ٦ٕق دٕٛشٝ، ٞبٕذٔ ثب وبٞ٘ ث٤ٖ
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ىٍ كبِز هبٛ ايٗ ٔيَ ٞب ىٍ ىٕشٍبٜ ٔٮبىلار ٍٚي ٦ٕق دبيٝ وٝ َٔسجٝ آٖ اُ َٔسجٝ 

 آيي. ٔيىٕز ثٝ، ىٕشٍبٜ اِٚيٝ ػٖٓ ٕٝ ثٮيي ثيٚشَ إز

ٙٛى. ىٍ ٘بٔييٜ ٔي ٍٚٗ ٖٔشميٓ، ايٞبي دٕٛشٝسمَيت ىيٍَ ثَاي ثٝ ىٕز آٍٚىٖ ٔيَ

ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ، اي ثب هٛاٛ ٔىب٘يىي ا١بفٝ ٙيٜ٭ٙٛاٖ ٝفلٝايٗ كبِز دٕٛشٝ ثٝ

-اَّ٘ي وٚٚي ثٝ، ٙٛى. ثٝ ٕٞيٗ ىِيُ ٦ٕق ىٍ ٔمبثُ سغييَ ٙىُ ٔمبٚٔز وَىٜ ٔي

سُٛي٬ ػَٔي ثبٙي ٚ غيَٜ. ٔٮبىلار ىيٙبٔيىي يب سٮبىَ سٛا٘ي ىاٍاي ٔي، آٍٚىىٕز ٔي

٥ٍٛ ٖٔشميٓ ثب لٛا٘يٗ اّٝي ٔىب٘يه ٕٞب٘ٙي لبٖ٘ٛ دبيٖشٍي سىب٘ٝ ثَاي ؿٙيٗ ٦ٕلي ثٝ

وبٍ ٔٮبىلار ٕٝ ثٮيي وٖٚب٘ي ثٝ، ٙٛى. ثَ إبٓ سمَيت ٖٔشميٓفََٔٛ ثٙيي ٔي

٥ٍٛ ٖٔشمُ فََٔٛ  ٙٛى؛ ؿٖٛ لٛا٘يٗ ٕبهشٍي ٕٞب٘ٙي لبٖ٘ٛ ٞٛن ثبيي ثٌَٝفشٝ ٕ٘ي

 ثٙيي ٙٛ٘ي.

ٞبي ىٕز آٍٚىٖ دٕٛشٝ ٚ ٔيَىٍ ايٗ فُٞ ؿٍٍٛ٘ي إشفبىٜ اُ كٖبة سبٍٖ٘ٛي ىٍ ثٝ

ٙٛى. ٕٞـٙيٗ ىٍثبٍٜ هٛاٛ ثيبٖ ٔي، ٞبي وٛؿهاي ٖ٘جشب ه٦ي ثَاي وٚ٘ٝفلٝ

 وٙيٓ. لاٚ ٫َٚٙ ٔي-ٙٛى. ثب ٔيَ وَٟٙفٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثلض ٔي

 فزهَل ّبي هزثَط ثِ ًظزيِ سغحثزخي  7-9

ٍٝٛر ٞبي سبٍٖ٘ٛي ٍٔٛى ٘يبُ ثَاي فََٔٛ ثٙيي ٍٚاث٤ دٕٛشٝ ٍا ثٝىٍ ايٗ ثو٘ فََٔٛ

 آٍٚىٜ ٙيٜ إز. ، 5ىٞيٓ. ثٖيبٍي اُ آٟ٘ب ثب سغييَ ٕ٘بىٌٌاٍي اُ فُٞ يه ػب اٍايٝ ٔي

ٔىبٖ ٍا ٍ٘بٜ وٙيي(. ثَىاٍ  1-7ثبٙي )ٙىُ  ٦ٕ3ق وبٔلا ٕٞٛاٍي ىٍ  فَٟ وٙيٓ 

ٍا وٝ ثب  ٍٚي  1q  ٚ2qٙٛى. ٔوشٞبرٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي ثب  َٞ ٘م٦ٝ ٍٚي 

ٔٮبىِٝ  1 1,q q  12ٔٮَفي ٔي وٙيٓ، سٛٝيف ٔي ٙٛى. 

                                                                                                                                        

 
1u2u

u
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ثب خغَط داراي هختصبت هٌحٌي الخظ سغح  9-7ضكل  1 2,q q 

 

 1  ٚ2ثب ، ثٝ ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ٕٔبٓ ثٛىٜ ثَىاٍٞبي دبيٝ ٍٚي 

 ٙٛيٓ وٝ:ٕبُ٘ي. يبىآٍٚ ٔيدبيٝ ىٌٚب٘ي ٍا ٔي 1  ٚ2ٙٛ٘ي. ثَىاٍٞبي ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

 1 21 2
,   ,   . , 1,2 .

q q

 
 

 
      

 
   
 

 

ٍا  3ٚ  2، 1ٞبي ٍٚٔي ٔمبىيَ ٚ ا٘يئ 2ٚ  1ٞبي يٛ٘ب٘ي ٔمبىيَ ا٘يئ، اُ كبلا ثٝ ثٮي

 ٙٛى:ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ثٝ ٍٝٛر ٍاث٦ٝ ُيَ سٮَيف ٔي ثَ  nٌيَ٘ي.  ثَىاٍ ٭ٕٛىثٝ هٛى ٔي

1 2

1 2

.
 

 





n 

 وٙيٓ:ٍا ٍٚي ٦ٕق سٮَيف ٔي Aاوٖٙٛ سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه 

,
   A E nn 

ىٍ َٞ ٘م٦ٝ  إز.  ايٗ وٕيز ٘م٘ سبٍٖ٘ٛ يىٝ ٍا ٍٚي  3سبٍٖ٘ٛ ٔشَيه ىٍ Eوٝ

.٥ٍٛيىٝ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ٕٔبٓ ثَ ٝفلٝ ثبٙي ثvٝوٙي: اٌَ ثَىاٍثبُي ٔي 0vn ،ٜآٍ٘ب

. Av v . 

.فَٟ وٙيي .9-7توزيي  0vn٘ٚبٖ ىٞيي .. Av v. 

a٘ٚبٖ ىٞيي .9-7توزيي a  
      A ،ٝثٝ ٥ٍٛي و. a    ٚ

. a   . 
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 ٍٝٛر ١َايت اِٚيٗ ٙىُ اّٝي ثٝ Aٞبيوٙي وٝ ِٔٛفٝثيبٖ ٔي 2-7سَٕيٗ 

 ٙٛى. ٘بٔييٜ ٔي سبٍٖ٘ٛ اّٝي٘بْ اِٚيٗ ثٝ Aٖٞشٙي. ثٝ ٕٞيٗ ىِيُ 

ثَىاٍٞبي 1 2, ,  n ُىٍ َٞ ٘م٦ٝ ا   ُىٞٙي.  دبيٝ ىٌٚبٖ ٔي 3سٚىيُ دبيٝ اي ا

ثَاثَ  1 2, ,  n  ٜإز. ايٗ ثياٖ ٔٮٙب إز وٝ ٔيياٖ ثَىاٍي ىِوٛاv  ٍٚي 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ سٛا٘ي ثٝ ٔي

       

     

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 3

1 1 2 2 1 2 3 1 2

1 2

, , , ,

                    , , , .

q q q q q q q q

q q q q q q

    

    

   

  

v v n

n
 

3سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ 

3 . 

 ٙٛى:ثب فََٔٛ ُيَ ثيبٖ ٔي ٭ٍَّٕ ٌَاىيبٖ ٍٚي 

.
q







 


 

، 1 ،2 ،nوبٌٍيَي ٭ّٕيبر ىيفَاٖ٘يُ ٌيَي ثٝ ٔٚشمبر ثَىاٍٞبي دبيٝثَاي ثٝ
1  ٚ

2 ٙٛيٓ وٝ ٔٚشمبر ٭ٕٛى٘يبُ إز.  يبىآٍٚ ٔيn ( ِٝ( ٍا 39-5ثَاثَ إز ثب )ٔٮبى

 ٍ٘بٜ وٙيي(:

.b
q






 



n
 

 ٔي ٕبُيٓ: bٞبي ب إشفبىٜ اُ ِٔٛفٝسبٍٖ٘ٛ ُيَ ٍا ث

.b  
 B 

 ثيٙيٓ وٝ:ٔي وبٌٍيَي سٮَيف ثب ثٝ

. B n 
ٙٛى وٝ ٘بٔييٜ ٔي ىٚٔيٗ سبٍٖ٘ٛ اّٝييب   سبٍٖ٘ٛ هٕييٌي، Bسبٍٖ٘ٛ ٔشمبٍٖ

 ثَاثَ إز.  ثب ١َايت ىٚٔيٗ ٙىُ اّٝي Bٞبي  ِٔٛفٝ

b٘ٚبٖ ىٞيي  3-7توزيي  b  
      B ٕٝٞـٙيٗ ٘ٚبٖ ىٞيي و .

 (. §5-5ثب ١َايت ىٚٔيٗ ٙىُ اّٝي يىٖبٖ إز ) b٭جبٍر ٞبي 

 ٞبي ُيَ ىاىٜ ٔي ٙٛ٘ي:س٤ٕٛ فََٔٛ   ٚٔٚشمبر 
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,    ,    b b
q q


   
     

 
 

 
     

 
n n 

وٝ ىٍ آٖ 
  ٘إز.  §5-4ٕ٘بى وَيٖشٛفُ ٔٮَفي ٙيٜ ىٍ ثو 

ىٕز ىاىٜ ٙيٜ ٍا ثٝ وٝ ٍٚي  vثَاي ٔيياٖ ثَىاٍي vاوٖٙٛ ٭جبٍر ٌَاىيبٖ

٥ٍٛي إز ثٝ وٝ ٕٔبٓ ثَ vوٙيٓ؛ يىيٍا ثٝ ىٚ ِٔٛفٝ سمٖيٓ ٔي vآٍٚيٓ. ثَىاٍ ٔي

0v . وٝ  n  َىيٍَي ثَىاٍ ٭ٕٛى ث ٚ :إز 

   1 2 1 1 2 2 3

1 2 3,  , , ,    . .n q q q q             v v v v n 

 ىٍ ايٗ ٍٝٛر: 

(7-1    )                     . . .       v v A B B v n 

 ايي ثَاي ٚاٌَايي سبٍٖ٘ٛ ثٝ ٍٝٛر ُيَ ٘يبُ ىاٍيٓ:ٕٞـٙيٗ ثٝ ٭جبٍر

(7-2)    

 3 3 33

3
3

3
33 3 3

3

. .

       . .

       . .

      

T T n T n T nn
q

T n
T T T

q q q q

n T n
T n T n T

q q q q

T
T T T b n T b

q

   
   


    

     


   

   


      

       

    


    


 

   


    



 
   
   

  
   

   


      


T

3
33 3 3      .

T
T b T T b

q


    
   




    


n n n

 

 (ٍا ثٍَٕي وٙيي.1-7ٍاث٦ٝ ) .6-7توزيي 

tr . .( ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ 1-7ثب إشفبىٜ اُ ) .9-7توزيي  .  v v B. 

فَٟ وٙيي  .6-7توزيي  , v v  ثَىاٍي ٍٚي وَٜ ثب ٔوشٞبر وَٚي  ٚ

 .vثبٙي. ثيبثيي 

فَٟ وٙيي  .7-7توزيي   , zv v  ثَىاٍي ٍٚي ٦ٕق إشٛا٘ٝ اي ثب ٔوشٞبر

 .vثبٙي. ثيبثيي  ٚzإشٛا٘ٝ اي 
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وٝ ٥ٍٛيثبٙي ثٝ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ اَٚ ٍٚي  Tفَٟ وٙيي .8-7توزيي  

. . 0 T n n T ِٝ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ٔٮبى ..  T 0Tٍاث٦ٝ ػجَي  0 b
   ٍا

 ىٞي. ٘شيؼٝ ٔي

,سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ٍٚي وَٜ ثب ٔوشٞبر وَٚي  Tفَٟ وٙيي .9-7توزيي   .ثبٙي

.  T  .ٍا ثيبثيي 

اي ثب ٔوشٞبر سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ ٍٚي ٦ٕق إشٛا٘ٝ Tفَٟ وٙيي .91-7توزيي 

,إشٛا٘ٝ اي  z.ثبٙي. ثيبثيي.  T .ٍا ثيبثيي 

 ٕيٕٙبسيه ىٍ ٕٖٞبيٍي  7-2 

اُ ٔوشٞبر ٚ وٕيبر ثو٘ لجُ إشفبىٜ  ثَاي سٛٝيف ىأٙٝ ف٢بي ٔليٚى ثٝ 

 ٍٝٛر ػٖٕي ٕٝ ثٮيي إز وٝ س٤ٕٛ ٕٖٞبيٍي ٦ٕق اّٝي وٙيٓ. دٕٛشٝ ثٝ ٔي

ٞبي اٙغبَ ٙيٜ ثٝ ٥ٍٛي وٝ ثَاي سٛٝيف ٕيٕٙبسيه دٕٛشٝ ٕٞب٘ٙي ػبثؼبيي ٚ ٌٚ٘

 ٙٛى.سلز ثبٌٌٍاٍي إشفبىٜ ٔي

ثَىاٍ  nثٝ ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔي ٙٛى. فَٟ وٙيي  ىٍ ٕٖٞبيٍي  Qٔوشٞبر ٘م٦ٝ

ثب ثَىاٍ ٔىبٖ  P٘م٦ٝ اّٝي  n ٙٛى. فَٟ وٙيي٭ٕٛى ٔي Qثَ  اُ ٘م٦ٝ 

 1 2,q q ٝ٥ٍٛيىٝ ٔوشٞبر آٖ ٍٚي ثبٙي ث  َ1ثَاث 2,q q  .1إز 2,q q  ٍٝا ث

٘٪َ  ثٝ ٭ٙٛاٖ ٕٛٔيٗ ٔوشٞٝ ىٍ Qثٝ  Pاُ  zٚ فبّٝٝ  Q٭ٙٛاٖ ىٚ ٔوشٞٝ اَٚ

ٞٓ   nثب  PQٍا ٍ٘بٜ وٙيي(. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ٚلشي 2-7ٙٛى )ٙىُ ٌَفشٝ ٔي

ىاٍاي ػٟشي  nثب  PQٌيَى ٚ ٍٞٙبٔي وٝ ٔمياٍ ٔظجشي ٍا ثٝ هٛى ٔي z، ػٟز إز

 ٔٙفي إز. zٔمياٍ ، ٔوبِف إز
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 سيٌوبتيك در ّوسبيگي  9-7ضكل 

 

 ثَاثَ إز ثب: Qاُ  rثَىاٍ ٔىبٖ 

   1 2 1 2, , , .q q z q q z  r r n 

 ٙٛى:ٙيٜ س٤ٕٛ دٕٛشٝ ثٝ ٍٝٛر ٘بٔٮبىِٝ ُيَ ثيبٖ ٔيكؼٓ اٙغبَ 

2 2,h z h   
٥ٍٛ وّي إز. ثٝ ١وبٔز دٕٛشٝ hوٝ ىٍ آٖ 1 2,h h q q سٛا٘ي اُ يه ٘م٦ٝ ٔي

 ثَىاٍٞبي دبيٝ ٭جبٍسٙي اُ: ِ٘ىيه  Qثٝ ٘م٦ٝ ىيٍَ سغييَ وٙي. ىٍ َٞ ٘م٦ٝ 

(7-3           )  3. ,      .z A z
q q

   
 

 
     
 

r n
r A B r n 

 دبيٝ ىٌٚبٖ ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز:

(7-4)
                                

 
1 3. ,      .z 


  r A B r n 

اوٖٙٛ ٕ٘بى  
1

z


A B وٙيٓ. ثب سٛػٝ ثٝ ايٙىٝ ٍا سَٚيق ٔي . 0z A B n ،

zAثٙبثَايٗ B  .ثٝ ٍٝٛر سبٍٖ٘ٛ ٕٝ ثٮيي سجبٞييٜ ٙيٜ ٚ ٔٮىٕٛي ٘وٛاٞي ىاٙز

zAىٍ ايٙؼب B ٍَا ثب ٭ٍَّٕ ٚاٍى ُيَ ف٢بي ىٚ ثٮيي ٕٔبٓ ث وٙيٓ. ٔليٚى  ٔي

1ايٗ ُيَ ف٢ب ىاٍاي دبيٝ  2,  ٍٖٛ٘إز ٚ سب A  ٘م٘ ٭ٍَّٕ ٚاكي ٍٚي آٖ ٍا ثبُي
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h، ٔي وٙي. ىٍ اىأٝ B ٌيَيٓ. اوٖٙٛ ثب إشفبىٜ اُ اُٝ ا٘مجبٟ ٍا وٛؿه ىٍ ٘٪َ ٔي

zA(> ٔي سٛاٖ ٚػٛى يىشبيي ٔٮىٛٓ 2003ثب٘بم =ِجيٚف ٚ وّٛى ) B  ٍَا ثَاي ٔمبىي

2zوٛؿه  h :ٍٓٚي ف٢بي ٕٔبٕي طبثز وَى. ثٙبثَايٗ ىاٍي 

(7-5)              
1 1
. . .z z z z

 
     A B A B A B A B A 

ٍىٖ ؿٍٍٛ٘ي ثٝ ىٕز آٚ 
1

z


A B  .ٍٓا ثَاي ىٚ ٔظبَ ٟٔٓ سَٚيق ٔي وٙي 

اي إز. ىٍ ٔوشٞبر إشٛا٘ٝ R.اي ثٝ ٙٮب٫ ثٝ ٍٝٛر إشٛا٘ٝ ( فَٟ وٙيي 1)

 ىاٍيٓ:
,

,

.

r

z z

r

e

e e e e

e e e R

 

 



   

   

n

A E nn

B

 

 ىٍ ايٗ ٍٝٛر:

1 .z z

z
z e e e e

R
 

 
    

 
A B 

 ثٝ ٕبىٌي ٔي سٛاٖ ىيي وٝ:

 
1

1
1 z z

z
z e e e e

R
 


  

    
 

A B 

 ( ٝبىق ثٛىٜ ٚ ىٍ ٘شيؼٝ سبٍٖ٘ٛ لاُْ إز.5-7ىٍ )

( اوٖٙٛ 2) 
1

z


A B  ٍا ثَاي وَٜ اي ثٝ ٙٮب٫R وٙيٓ. ىٍ ٔوشٞبر سٮَيف ٔي

 وَٚي ىاٍيٓ:

 

,

,

.

r

r

e

e e e e

e e e e e R

   

   



   

   

n

A E nn

B

 

 ٍٝٛر:ىٍايٗ

 1 .
z

z e e e e
R

   

 
    

 
A B 

 ( ثَاي:5-7ىٚثبٍٜ ثب ثٍَٕي ٖٔشميٓ فََٔٛ )
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   
1

1
1

z
z e e e e

R
   


  

    
 

A B 

 ٙٛى وٝ سبٍٖ٘ٛ ٔٮىٕٛي ٍٔٛى ٘يبُ إز.٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي

ىٞي وٝ ٞب ٘ٚبٖ ٔيايٗ ٔظبَ 
1

z


A B سٛاٖ ثَاي سٕبْ ٔمبىيَ ٍا ٕ٘يz  ثٝ ىٕز

2zثَاي سٕبْ ، آٍٚى. سبٍٖ٘ٛ ٔٮىٛٓ ىٍَٞىٚ كبِز h  2ثب ٣َٙ 1.h R   ٚػٛى

اي إز وٝ َٞ ٘م٦ٝ ثٝ ٥ٍٛ يىشب س٤ٕٛ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٔٮَفي ٙيٜ ىاٍى. ايٗ ىأٙٝ

ٔٮَفي ٔي ٙٛى. ىٍ ايٗ كبِز ٔليٚى اُ سٮَيف، ىٍ ثبلا 
1

z


A B  ٜإشفبىٜ ٙي

 إز. 

( ٔي سٛاٖ ٭جبٍر ُيَ ٍا ثَاي ٭ٍَّٕ ف٢بيي 4-7ىٍ ٟ٘بيز ثب ثٝ وبٌٍيَي دبيٝ ىٌٚبٖ ٚ )

 ٘بثلا ثٝ ىٕز آٍٚى:

 

 

1

1

  . 

  . .

q z

z
q z

z
z














 
  

 

 
  

 


  



n
r n

A B n

A B n

 

     عبدلات تعبدل دَستِه 7-3

آٍٚيٓ.  ايٗ ٔٮبىلار ٘شيؼٝ اوٖٙٛ ٔٮبىلار ىٚ ثٮيي ٍا ثَاي سٮبىَ دٕٛشٝ ثٝ ىٕز ٔي

 Vٖٔشميٕي اُ ٔٮبىلار سٮبىَ ٕٝ ثٮيي دٕٛشٝ وٝ ثٝ ٍٝٛر ػٖٓ ف٢بيي وٝ ٘بكيٝ 

ٞب( س٤ٕٛ ىٚ ٝفلٝ )ٚػٝ Vٍا ٍ٘بٜ وٙيي(.  3-7إز )ٙىُ ، ٍا اٙغبَ وَىٜ 3اُ 

S   ٚS   2وٝ فبّٝٝ َٞ وياْ اُ ٦ٕق ٔيب٘يh  َثَاث  إز ٚ ٦ٕٛف ٔيٍع

S .٭١َي  S   ، .ٔلٍٞٛ ٙيٜ إزn  َس٤ٕٛ كَوز ثَىاٍي ٭ٕٛى ث  ىٍ أشياى

 َُٔ ٍَثٝ ٚػٛى آٔيٜ إز.  ثٝ ٭جبٍر ىيV  ٜثب ٔؼٕٛ٭ٝ سٕبْ ٘مب٣ ف٢بيي ىاىٜ ٙي

 س٤ٕٛ ثَىاٍ ٔىبٖ ُيَ ثَاثَ إز:

 1 2, ,q q z r n 
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 ٚ2ثَىاٍ ٔىبٖ َٞ ٘م٦ٝ ٍٚي ىٍ ايٙؼب  2.h z h    إز. ثَاي ٕبىٌيh 

 ٍا طبثز ىٍ ٘٪َ ٔي ٌيَيٓ.

Sَٙاي٤ َُٔي ٍٚي ٦ٕٛف   ٍٝٝٛر ُيَ إز:ث 

(7-6)                    
 

0 0

2 2
. ,      . ,

z h z h
     

 n t n t 

Sثَىاٍٞبي ٭ٕٛى ثَ  nىٍ ايٙؼب    ُ0( ثٛىٜ ٚ 3.7)ٙىt   ٜثَاثَ ٦ٕٛف ثبٌٌٍاٍي ٙي

Sٍٚي   ٖٔبِٝ ْٕٛ وٖٚب٘ي ٍا ٍٚي َٙاي٤ َُٔي سَويجي اُ ، إز. ىٍ كبِز وّي

 ٌيَيٓ. ىٍ ٘٪َ ٔي ٦ٕSق 

 
 اي ضكل جسن دَستِ 3-7ضكل 

 

u( ثٝ َٕٞاٜ 20-6ٔٮبىِٝ ) ثيبٖ وٙٙيٜ سٮبىَ ػٖٓ وٖٚبٖ ٕٝ ثٮيي إز وٝ  0

  ٍا اٙغبَ وَىٜ: Vكؼٓ 

(7-7)
                                

 1
.ij

ji
g

qg
 


 


r f 0 

1( ثب إشفبىٜ ا7ُ-7ىٍ ٔٮبىِٝ ) 2 3, ,q q q z ٞب  سٛاٖ ىيفَاٖ٘يُ ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔوشٞبر ٔي

 ىٞيٓ:اُ ٞٓ ػيا وَى. اوٖٙٛ لَاٍ ٔي zٍا ثَ كٖت 
3 3. ,      . .    j j

j j

          r r n r 
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 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيدٔ ثٝ

(7-8)                 

  

   3

1
0.

g g
f

q zg





 


  
   
  
 

 

ij . ثَاثَ ثب ىسَٔيٙبٖ  gٙٛيٓ وٝ يبىآٍٚ ٔي i jg  r r إز. وٕيزg سٛاٖ ٍا ٔي

 ٕ٘بي٘ ىاى. ىٍ كميميز: ثَكٖت دبٍأشَٞبي 

 
2

13 23 33. . ,    0,      0,     1.    g z g g g       A B 

 ٙٛى:ثٝ ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔي gثٙبثَايٗ

(7-9      )   2 2

11 22 12,        ,      det ,g aG a a a a G z    A B 

ثَاثَ إز. ىٍ ايٙؼب  ٍٚي  gثب ٔمبىيَ  aىٍ ايٙؼب  zA B ٍٝٝٛر ث

 ٙٛى:ىسَٔيٙبٖ ىٚثٮيي ُيَ ٔلبٕجٝ ٔي

 
2

1 2 2

1 2 1det ,X X X X 

Xوٝ  
  ُِٔٛفٝ ٞبي سَويجي اz X A B  ٝإز. ٕٞـٙيٗ ٔٚبٞيٜ ٔي ٙٛى و

 ( ىٍ ٕ٘بىٌٌاٍي ػييي ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز:7-6)
3 0

2
.

z h
t 


 

 وٙيٓ:( ٍا ثٝ ٙىُ ُيَ ثبُ٘ٛيٖي ٔي8-7اوٖٙٛ )

(7-10)
                        

   3

1
0.

gG G
Gf

q za





 


 
  

 
 

( ٍٚي 10-7ىٕز آٍٚى. اُ )سٛاٖ ٔٮبىلار سٮبىَ ىٚ ثٮيي ٍا ثَاي دٕٛشٝ ثٝاوٖٙٛ ٔي

2hسب  zيٮٙي ىٍ أشياى ٔوشٞٝ ٭ٕٛىي اُ، ١وبٔز 2h َوٙيٓ. ٌيَي ٔيا٘شٍَا

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث6ٝ-7ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ َٙاي٤ َُٔي )

(7-11)
               

  0 01
0,a G G

qa




  


     


t t f 

 وٝ:

2
.

z h
G G 

 
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ٍٝٛر ا٘شٍَاَ ٔٮيٗ ثٝ fٙٛى. ايٗ ٕ٘بى ثَاي َٞ وٕيزٔٮَفي ٔي ...ىٍ ايٙؼب ٕ٘بى 

Gf ٙٛى وٍٝٚي ١وبٔز ثيبٖ ٔي 
2

2
 .

h

h
f Gf dz


  

 ( ٍا ثٝ كبِز ثيٖٚ ِٔٛفٝ اي سجييُ ٔي وٙيٓ. وٕيز:11-7اوٖٙٛ )


 T 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔيثٝ

 

 

 

 

1

1

1

1

. 

   . . 

   . . 

    . . 

   . .

r

z

z

A z

z










 

  

  















 

 

 

 

T

A B

A B

A B

A B

 

T ٍٝا سبٍٖ٘ٛ ٔجيٗ سٙٚي ٔي ٘بٔيٓ. ٥جك سٮَيف آٙىبٍ إز و . .n T ِٔٛفٝ ٞبي 0

. T A ٝٙٛ٘ي. ٞبي سٙٚي ٖٞشٙي وٝ ٍٚي ٝفلٝ ٕٔبٓ دٕٛشٝ ٚاٍى ٔيٍٝٛر ٔجيٗث

. T n ٍٗٝٛر ُيَ ( ث11ٝ-7ٞبي سٙٚي ٔشمب٬٥ ثَٙي ثَاثَ إز. ثٙبثَايٗ )ثب ثَىاٍ ٔجي

 ٙٛى:سجييُ ٔي

(7-12)                                  .  ,  T q 0 

 وٝ:
0 0 .G G     q t t f 

q .ٞبي آٖ ِٔٛفٝ ثب سُٛي٬ ثبٍ ٍٚي دٕٛشٝ ثَاثَ إز. qثَىاٍ  A  ٓثَ ٍٚي ٝفلٝ ٕٔب

سٛاٖ اِٚيٗ ٔٮبىِٝ سٮبىَ دٕٛشٝ ثَاثَ ثب ثبٍ ٔشمب٬٥ إز. دٔ ٔي qn.ٚاٍى ٙيٜ ٚ  ثَ 

 ىٕز آٍٚى.ٍا ثٝ

z( ٍا اُ ٕٕز ؿخ ىٍ 8-7ػٕلار )، ٕز آٍٚىٖ ٔٮبىِٝ ىْٚ سٮبىَثَاي ثٝ n  ١َة

 وٙيٓ:هبٍػي ٔي
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(7-13    )    
   1

.
aG G

z z Gz
q za

 



 


 
     

 
n n n f 0 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ ىٍٖٚ ٔٚشك ثٝ nثب ٚاٍى وَىٖ 

   31
.aG Gz z Gz

q q za

 

 
   

  
       

  

n
n n n f 0 

 ثٝ ىِيُ:

z
q

  



 



n
r 

 وٝ:ثٝ ٥ٍٛي

,z
q

 



 



n
r 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

  3 .z
q

  
  

     


        


n
r n 

 اُ آ٘ؼبيي وٝ: 

 

 

 . 

           . 

          

          

          

          

          ,

i

i i i

kj

i i k j

ij

i j

ij

j i

ji

j i

ij

i j

i

i

 













  

 

 

  

  

  

  

r r r

r r r r

r r

r r

r r

r r

r

 

 هٛاٞيٓ ىاٙز:

.i

i  r 0 
 اُ:

3.i

i


      r r n 
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 آيي:ىٕز ٔيثٝ
3.

     r n 
 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔي( ث13ٝ-7ٔٮبىِٝ )

   31
.aG G G Z Gz

q za

 


    
 

       
 

n n n f 0 

ىٚٔيٗ ٔٮبىِٝ ، (6-7ٚ ثٝ وبٌٍيَي ) 2hٖ٘جز ثٝ  2hسب  zٌيَي اُ ثب ا٘شٍَاَ

 يي:   آىٕز ٔيدٕٛشٝ ثٝثَىاٍي سٮبىَ 

(7-14)        

    

 

0 0

1

     .
2 2

a z
qa

hG hG
z

 


  

 


 



 
      

n

n t n t n f 0
 

ىٞيٓ. سبٍٖ٘ٛ ػفشي سٙٚي وٝ ثٝ ٙىُ اي ٕ٘بي٘ ٔياوٖٙٛ آٖ ٍا ثٝ ٍٝٛر ثيٖٚ ِٔٛفٝ

 ٙٛى:ُيَ ٔٮَفي ٔي

,z 
  M n 

 ٍٝٛر ُيَ ٘يِ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي ٙٛى:ثٝ

 

 

 

 

-1

-1

-1

-1
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    .  . 

     .  . 

     . .

r z

z z

z z

A z z

z z










 

  

  





  

   

   

   

   

M n

A B n

A B n

A B n

A B n

 

 . . ٙٛى وٝ ىييٜ ٔي ٥Mجك سٮَيف  n M M n . اوٖٙٛ ٍاث٦ٝ ُيَ ٍا ىٍ ٘٪َ 0

  ٌيَيٓ:  ٔي

0 01 1
,

2 2
hG hG z       m n t n t n f 
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ىٞي. ٥جك سٮَيف ٞبي ٔٙلٙي ٚاٍ هبٍػي ٚاٍى ثَ ٦ٕق دٕٛشٝ ٍا ٕ٘بي٘ ٔيوٝ ػفز

m  ٝٔي ثيٙيٓ وm  َىٍ ٝفلٝ ٕٔبٓ ث 0 . يٮٙي ، لَاٍ ىاٍى.m n  

 ٙٛى:ثٝ ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ٔي T٘بٍٚىاي ثَىاٍي ، ىٍ ٟ٘بيز

;
   T 

( ٍا ثيٖٚ 14-7سٛاٖ )ٙٛى. اوٖٙٛ ٔي٘بٔييٜ ٔي ١َة هبٍػي ٌيجٖيبٖ، ايٗ ٕ٘بىٌٌاٍي

 ثبُ٘ٛيٖي وَى:ِٔٛفٝ 

(7-15)                            . .   M T m 0 

اُ ٔٮبىلار سٮبىَ ثَاي دٕٛشٝ  ىليمي( ٘شبيغ 15-7( ٚ )12-7سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ )

ٞبيي وٝ ثب٭ض ٝفَ ٙيٖ ٔؼ٫ٕٛ سٕبْ ديٕٛشٝ ٕٝ ثٮيي إز. ايٗ ٔٮبىلار وٕيز

 وٙي.ٔي٘يَٚٞب ٚ ا٘ياُٜ كَوز ٞبي ٚاٍى ثَ َٞ ػِء اُ دٕٛشٝ إز ٍا ثيبٖ 

ىٕز آٍٚى. ( ٍا ثَاي دٕٛشٝ ث15ٝ-7( ٚ )12-7سٛاٖ ٔٮبىلار سٮبىَ ىٚثٮيي )ثٙبثَايٗ ٔي

اي ٝفلٝ دٕٛشٍٝا  ، ٙٛ٘ي.  ىٍ اىأٝسٮَيف ٔي ٍٚي  T  ٚMٞبي ٘بٔٮّْٛ وٕيز
 ٘بٔيٓ. ٔي ٝفلٝ دبيٝ دٕٛشٝيب  يب ٔيبٖ ٝفلٝ

 ّب؛ فزضيبت كزضْفتغييز ضكل دَستِ ٍ كطص 7-6

ف١َيبر ٔٮَٚف هٛى ٍا ىٍ ٍٔٛى لٛا٘يٗ سغييَ ٙىُ ٦ٕق وٝ سٮٕيٕي اُ وَٟٙف 

ف١َيبر فََٔٛ ثٙيي وَى. اُ آ٘ؼبيي وٝ ، ف١َيبر ثَِ٘ٛي ثَاي هٓ ٙيٖ دَسٛ إز
 -ٔف١َٚبر وَٟٙفاغّت آٟ٘ب ٍا ، س٤ٕٛ لاٚ ثٝ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ سٮٕيٓ ىاىٜ ٙيٜوَٟٙف 

 ٘بٔيٓ.ٔي لاٚ

لجُ ، دٕٛشٝ وٝ ثَ ٔيبٖ ٦ٕق ٭ٕٛى إزَٞ ٔم٬٦ اُ فزضيِ سيٌوبتيكي كزضْف. 

ٞبي  اُ سغييَ ٙىُ ثَ ٔيبٖ ٦ٕق سغغيَ ٙىُ يبفشٝ ثٝ ٍٝٛر ٭ٕٛى ثبلي ٔي ٔب٘ي. وٚ٘

اُ ٘٪َ ٍيب١ي ثياٖ ٔٮٙب  لبثُ ؿٚٓ دٛٙي ٖٞشٙي.، ٔم٬٦ اٍيت ثٝ ٭ّز وٛؿه ثٛىٖ

.0 .  . إز وٝ   n  ْثَاي سٕب  ٝ0 . ثٝ ٥ٍٛي و n . 

ٞب لبثُ ؿٚٓ دٛٙي  بيٖٝ ثب ىيٍَ سٙ٘سٙ٘ ٭ٕٛىي ىٍ ٔمفزضيِ استبتيكي كزضْف. 

33ثٙبثَايٗ ، إز  . . 0  n n . 
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ىٞي. ىٍ ايٗ اغّت ٍفشبٍ ٭ٕٛىي ثٝ هٛثي ١ٚٮيز ٚالٮي ٍا ٘ٚبٖ ٔي، اُ ٘٪َ سؼَثي

ٌيَيٓ. ىٍ وٚ٘ ٞبي ٔم٬٦ ٚ فَٚىٌي دٕٛشٝ ثٝ ٍٝٛر اٍيت ٍا ىٍ ٘٪َ ٕ٘ي، ٘٪َيٝ

سٛاٖ وَى. ٕٞـٙيٗ ٔيسٛاٖ ٚيَايٟٚبي ٔوشّفي اُ ف١َيبر وَٟٙف ٍا دييا ٞب ٔي٘ٛٙشٝ

(؛ ٕيبٍِز 1997ٔجبكظي ىٍثبٍٜ سٛٝيف وبٍثَى ٚ غيَٜ ٍا يبفز. ٍ٘بٜ وٙيي =ٕيبٍِز )

(؛ ٌّيٖ ٚيٍِ 1976(؛ ىاُ٘ )2004ٔبوٛفٖىي ٚ ديشَاّويٛيْ )، (؛ ؿَٚ ٙيّٕٛىي200)

(؛ 1991ؿَ٘ين ٚ ٔيوبيّٛفٖىي )، (؛ ّ٘ٛٚيّٛف1988(؛ ِيجبي ٚ ٕيٕٛ٘يٓ )1976)

(>. ايٗ ١ٛٔٛ٭بر 1982(؛ ُٚثٛف )2006(؛ ّيّيٗ )1999ٍٚٚٚيؾ ) (؛1985سيٕٛٙٙىٛ )

 هبٍع اُ اٞياف وشبة إز. 

33ف١َيٝ إشبسيىي وَٟٙف اػبُٜ ٔي ىٞي وٝ   .  .  n n  ٍا اُ لبٖ٘ٛ ٞٛن هٌف

ٙٛى ىٍٝفلٝ إشبسيىي إشفبىٜ ٔي 33ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثَاي هٌف ، وٙيٓ. ثٝ ٍٚٗ ٔٚبثٝ

 ، إشفبىٜ اُ ف١َيبر وَٟٙفٍػ٫ٛ وٙيي(. ثب  15-6ٚ  14-6)ثٝ سَٕيٗ ٞبي 

33  . . 0.  n n 
 ٌيَيٓ. اُ آ٘ؼبيي وٝ:اي ٙىُ ٍا ثٝ ٍٝٛر ٍٕٞٗ ىٍ ٘٪َ ٔئبىٜ دٕٛشٝ

33 332 0tr      
 ثٝ ٔمياٍ ُيَ ٔٙؼَ ٔي ٙٛى:

 33 11 22 .
2


  

 
  


 

 ثٙبثَايٗ ثَاي سبٍٖ٘ٛٞبي سٙ٘ ٚ وٚ٘ دٕٛشٝ ٔي سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ:

 

   

3

3 11 22

,

,
2

 


 


  


    

 

  

    


r n nr

r n nr n
 

 وٙٙي:ىٍ ٍٚاث٤ ُيَ ٝيق ٔي   ٚىٍ ايٙؼب 

 . 0,       . 0,       . 0,      . 0.      n n n n 
 ٙٛى:ٔي ٍٝٛر ُيَ سجييُلبٖ٘ٛ ٞٛن ثٝ

(7-16)      
   

2 tr tr .
2 1 1

E 
     

   

   
           

E E 

 اي ثَاثَإز ثب:ايٗ لبٖ٘ٛ ثَ كٖت ٕ٘بي٘ ِٔٛفٝ
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   1 1 2 2 2 1

1 1 2 2 2 12 2

2 2 3 3

1 1 1 1

,          ,  
1 1

,                      ,
1 1

E E

E E

     
 

   
 

   
 

 
 

 

(7-17)                                       3 3

2 2 ,
1

E
 





 

 وٝ:
3. . ,       . . . 

       r r r n 

 لبثُ ٕ٘بي٘ ٖٞشٙي. .ِٔٛفٝ ٞبي ، ثٝ ٥ٍٛ ٔٚبثٝ 

 ىٕز آٍٚيي.( ٍا ث17ٝ-7( ٚ )16-7. ٍٚاث٤ )99-7توزيي 

ٌَىيٓ. َٞ ٦ٕق ٔم٬٦ ٭ٕٛى ثَ ٔيبٖ ٦ٕق ثب اوٖٙٛ ثٝ ف١َيٝ ٕيٕٙبسيىي ثَ ٔي

ثٮي اُ سغييَ ٙىُ ٕٞب٘ٙي لجُ اُ سغييَ ٙىُ ثٝ ٍٝٛر ٭ٕٛىي ٚ ، إشفبىٜ اُ ايٗ ف١َيٝ

ٔب٘ي. ٍٚي ٍٝٛر سوز ٘يِ ثبلي ٔيٕٞـٙيٗ ثٝ
 

1٘م٦ٝ طبثز  2,q q  .ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي

اٌَ ٚ فم٤ ، َٞ ٦ٕق ٔم٬٦ ٭جٍٛي اُ ايٗ ٘م٦ٝ ثٮي اُ سغييَ ٙىُ ثٝ ٍٝٛر سوز إز

1ػبيي ٘مب٣ ٍٚي ه٤ ٭ٕٛىي ىٍاٌَ ٚاثٖشٍي ػبثٝ 2,q q  ثَ كٖتz  .ه٦ي ثبٙي

 آيي:ىٕز ٔيٍٝٛر ُيَ ثٝػبيي ثٝثٙبثَايٗ ٙىُ وّي ثَىاٍ ػبثٝ

(7-18)
         

       1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,q q z q q q q z q q   nu v 

 وٝ:

 1 2, ,      . 0. nq q     n n 

 آٍٚيٓ. ىاٍيٓ:ىٕز ٔي( ث18ٝ-7اوٖٙٛ ٭جبٍسي ثَاي سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ٔشٙب٩َ ثب )

(7-19)

               

 

      n

z
z

z z

 

    

 
     

 

        

u n v n

v n B B n

 

ٚ 

      . 
TT

nz z             u v n B n 

 ثَايٗ سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ثَاثَ إز ثب:ثٙب
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(7-20    )        

 

2

    2 ( ( ) 2

     .

T

T
T

nz z



   
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  

        
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 (:1-7يبىاٍٚ ٔي ٙٛيٓ وٝ ثب )

       .  . ,        .  . .         v v A B v n A B n 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث20ٝ-7ثب ػبيٌٍاٍي ايٗ ٔمبىيَ ىٍ )

        
       

2  .  . 2  .  .

     .  .  .  . 2

TT

n

z

z z z

   

  

        

    

v A A v B A A

B v n B v B n n B B
 

(7-21)                                .        n n n n 

آٍٚيٓ. ثب إشفبىٜ اُ ىٕز ٔياوٖٙٛ ثَهي ٘شبيغ ىيٍَ اُ ف١َيٝ ٕيٕٙبسيىي وَٟٙف ٍا ثٝ

 ف١َيٝ ىاٍيٓ:ايٗ 

(7-22)                                  .  . 0,  n 

ٞب ثَاثَ إز ثبإز؛ ايٗ وٕيز ثَ كٖت ِٔٛفٝ nثَىاٍ ىِوٛاٜ ٭ٕٛى ثَ  وٝ 

31 32 0.  ( ُٔي21-7. ثب إشفبىٜ ا ):ٓيبثي 

2  .  .  . 2 .nv z        n B B n 
2سٕبْ ػٕلار ٕٕز ٍإز ثٝ غيَ اُ  n n  َثn ( ُوٝ ثَاي َٞ 22-7٭ٕٛى ٖٞشٙي. ا )

  َ٭ٕٛى ثn ىاٍيٓ:، ثَلَاٍ إز 

 .  . .z     B v B 0 
 : آٍٚيٓ:ىٕز ٔياُ ايٙؼب ثٝ

   
1
.  . .z 


   A B B v 

ػبيي ٞب ٚ ٔٚشمبر آٟ٘ب ىٍ وٖٚب٘ي ه٦ي ثبيي ثٖيبٍ وٛؿه ثبٙي. ٕٞـٙيٗ ثَاي ػبثٝ

 ٘يِ وٛؿه إز. hBسٛاٖ فَٟ وَى وٝ  دٕٛشٝ وبٔلا ٘بُن ٚ ٕٞٛاٍ ٔي

 وٙيٓ:ايٗ ٍا ثٝ ٍٝٛر ُيَ فََٔٛ ثٙيي ٔي

S. 1hفزض  B  .ٍا ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي 
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zسٛاٖ فَٟ وَى وٝ ػٕلار ثٙبثَايٗ ٔي B  .ىٍ ٔمبيٖٝ ثب ٚاكي لبثُ ؿٚٓ دٛٙي إز

سٛاٖ ٘شيؼٝ ٌَفز وٝ ٔي S( اُ ف9َٟ-7سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ثب ) zA B G  

 آٍٚيٓ وٝ:ىٕز ٔيثٝ Sِ٘ىيه إز. ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ فَٟ  1ثٖيبٍ ثٝ 

(7-23      )                          . .  B v 

 وٕه آٖ هٛاٞيٓ ىاٙز:ثٝ

2  .  .  .  . .z    n B 
 .  . ٕٕز  ايٗ سٖبٚي ، بٓ ف١َيٝ ٕيٕٙبسيىي وَٟٙفثَ إ n  ثَاثَ ٝفَ إز. ثب

ٙٛى. ىييٜ ٔي ػٕلار ٕٕز ٍإز ٔٮبىِٝ ثب َٔسجٝ ثبلاسَي اُ وٕشَيٗ ، Sفَٟ 

ٙٛى. ثب٭ض ىليك ٙيٖ ف١َيٝ ٕيٕٙبسيىي وَٟٙف ٔي ثٙبثَايٗ ٔمياٍ ا٘شوبثي ثبلا اُ 

 ُٞٙٛ ٘بٔٚوٜ إز. nسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ وٕيز 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث21ٝ-7( ىٍ )23-7ػبيٌٍاٍي )ثب 

        2  .  . 2  .  .
TT

B z           v A A v A A 

(7-24)               2 2  .  . .n nz z z      nn B B n n B 

ىٞيٓ. ىٍ ػٕلاسي وٝ ُيَ آٟ٘ب ه٤ وٚييٜ ٙيٜ ٍا ثَاثَ ٝفَ لَاٍ ٔي، Sوٕه فَٟ ثٝ

 آٍٚيٓ:ٍٝٛر ُيَ ثٝ ىٕز ٔي٭جبٍسي ثَاي سبٍٖ٘ٛ وٚٚي ثٝ، ٟ٘بيز

   

    
2  .  . 2

     .  . 2

T

T

nz

 

  

    

    

v A A v B

A A nn
 

(7-25)                                               2 2 n n   n n 

 وٝ:

        2  .  . 2  .  . .
TT

z           v A A v B A A 

 وٙيٓ:ٔٮبىِٝ آهَ ٍا ثٝ ٍٝٛر ُيَ ثبُ٘ٛيٖي ٔي

(7-26           )                           ,z  æ 

 وٝ
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   

    

2  .  . 2 ,

1
 .  . .

2

T

T

v 

 

    

    

v A A B

A Aæ
 

سغييَ ، إز. ايٗ وٕيز سبٍٖ٘ٛ وٚٚي ٔيبٖ ٝفلٝيب  ا٘ياُٜ وٚ٘ ٕٔبٕي، سبٍٖ٘ٛ 

سغييَ ٙىُ ٔشٙبٕت  æٙىُ دٕٛشٝ ٍا ثَكٖت ٝفلٝ ٕٔبٓ سٛٝيف ٔي وٙي. سبٍٖ٘ٛ 

٘بٔييٜ  سبٍٖ٘ٛ سغييَار ا٘لٙبيب  ا٘ياُٜ وٚ٘ هٕييٌيثب هٕييٌي ٍا سَٚيق وَىٜ وٝ 

ٕبىٜ سَيٗ ٕ٘بي٘ ايٗ وٕيبر ثَاي ٝفلٝ وٝ كبِز هبٝي اُ دٕٛشٝ ، ٔي ٙٛى. ىٍ اىأٝ

فََٔٛ ثٙيي ٔي ٙٛى. كبِز ٞبي ٕبىٜ اي اُ ا٘ياُٜ ٞبي وٚ٘ ىٍ ٘ٛٙشٝ ٞب آٔيٜ ، إز

ثيبٖ ٙيٜ ا٘ي. ىٍ    ٚæسَيٗ ػٕلار ٔٮيٗ ٞبي اُ وٛؿهثَ إبٓ فَٟ إز.  آٟ٘ب

ايٙؼب ؿٙيٗ كبِز ٞبي هبٛ ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٕ٘ي ٌيَى. ثَاي ٔظبَ ا٘ياُٜ ٞبي سغييَ 

ٙىُ يبفشٝ وٝ ًوَ ٙي س٤ٕٛ ىثّيٛ. سي. وٛيشَ ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٌَفز =وٛيشَ 

(1970.<) 

   ٚæىٍ ؿبٍؿٛة ف١َيبر وَٟٙف ثَكٖت  nاوٖٙٛ يبىآٍٚ ٔي ٙٛيٓ وٝ وٕيز 

سغييَ ، لاٚ -إز. ثٙبثَايٗ ىٍ ٘٪َيٝ وَٟٙف 33ثيبٖ ٕ٘ي ٙٛى. ايٗ وٕيز سٟٙب ٙبُٔ 

0nٌيَى: ىٍ ٚال٬ اٌَ لَاٍ ٕ٘ي nٙىُ دٕٛشٝ ٚ ٔٚوٞبر سٙ٘ سلز سبطيَ   

ىٍٚاٖ  nآٍٚيٓ. وٕيز ىٕز ٔيثٝ   ٚæ٭جبٍر ثبلا ٍا ثَكٖت ، ٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي

وٙي.  اُ سَٚيق ٔي، ٬ دٕٛشٝ ٍا وٝ ٕٔبٓ ثَ ٔيبٖ ٦ٕق كَٛ ه٤ ٭ٕٛىإز٦ٕق ٔم٦

ٞبي ٞب ىٕز وٓ ثَاي دٕٛشٝٞب ىٍ ٔمبيٖٝ ثب ٕبيَ ىٍٚاٖايٗ ىٍٚاٖ، ٘م٦ٝ ٘٪َ فيِيىي

ٍٕٞٗ ثٖيبٍ وٛؿه إز. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثٝ ايٗ كميمز ثٖشٍي ىاٍى وٝ ديـ٘ ٙييي 

ثٍَٕي ، لاٚ -َايٗ ىٍ ٘٪َيٝ وَٟٙفسَ إز. ثٙبثدٕٛشٝ اُ هٕ٘ ٙييي آٖ ثٖيبٍ ثٍِي

n  ٝىٍٚاٖ ٞبي ٦ٕق ٔم٬٦ كَٛ ه٤ ٭ٕٛى ٖٔٙٛة ث ٚn  َ٘بٕٔىٗ إز. ىٍ ثيٚش

ىٍ ثَهي اُ ، ٝفَ فَٟ ٔي ٙٛى؛ ايٗ وٕيز ٙجيٝ آ٘ـٝ ىٍ ثبلا آٔيٜ n٘ٛٙشبٍٞب 

ؿَ٘ين ٚ ، ٙٛى. ٍ٘بٜ وٙيي =ّ٘ٛٚيّٛفسلّيُ ٞب ثٝ ٥ٍٛ ٔشياَٚ وٛؿه ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي

(>. هٛا٘ٙيٜ ٔي سٛا٘ي اطجبر 2006(؛ ّيّيٗ )1999(؛ ٍٚٚٚيؾ )1991ٖىي )ٔيوبيّٛف

٫ٛ٘ َٙاي٤ َُٔي ٚ ، سوز ف١َيبر ٔٮيٙي اُ ثبٍٞب nٔؼب٘جي ٘بىليمي اُ وٛؿىي 

 (> ٍا ثيبثي. 1976ٍٕٞٙي دٕٛشٝ ىٍ =ٌِٛيٖ ٚيٍِ )
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( ػبيٌٍاٍي وٙيي  ٭جبٍر َٔث٣ٛ 17-7ٍا ىٍ ) اوٖٙٛ ثٝ لبٖ٘ٛ ٞٛن ثبُ ٔي ٌَىيٓ. 

 ٙٛى:ثٝ ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔي ثٝ 

(7-27)
                                

tr .
1 1

E 
  

 

 
    

A 

 ٍٝٛر ُيَ إز:ٞب ثٝثَ كٖت ِٔٛفٝ

(7-28 )                       tr
1 1

E  
  


   

 

 
    

 

 يب ثب ػِييبر ثيٚشَ:

   
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 


 

     
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     
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T .ٞبي ٔجيٗ، ثب ثٝ وبٌٍيَي ايٟٙب A  ٚM ٝيي:آىٕز ٔياُ ٥َيك فََٔٛ ٞبي ُيَ ث 

   
1 1
. ,      . .z z z 

 
     T A B M A B n 

سٛا٘ي ٔجيٗ ٞبي وٚٚي ٔم٬٦ اٍيت ىاٖ٘شٗ سغييَ ٙىُ ىٍ ٔشٗ ٘٪َيٝ وَٟٙف ٕ٘ي

. T n 3.ٞبي ٔم٬٦ ىٍ كميمز سٙ٘، ٍا دٛٙ٘ ىٞي

1 ٚ.3

2  ٝىٍ دٕٛشٝ ثب سٛػٝ ث

T .ف١َيٝ وَٟٙف ثَاثَ ٝفَ إز. أب ثَىاٍ  n  وٝ ٕ٘بي٘ ىٞٙيٜ ِٔٛفٝ ٞبي وٚٚي

أب ، ٭ٙٛاٖ ٘بٔٮيٗ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙيثَاثَ ٝفَ ٘يٖز. سبوٖٙٛ ايٗ وٕيز ثٝ ، ٔم٬٦ إز

. T n ( ث15ٝ-7( ٚ )12-7ٍا ٔي سٛاٖ ثَكٖت ).ىٕز آٍٚى 

ٌيَي ىٞي وٝ ثَ ىٙٛاٍي ا٘شٍَاَثٝ ٔب ايٗ اػبُٜ ٍا ٔي Sفَٟ 
1

z


A B  ٍٚي

ٞبي ٔجيٗ ٞبي سٙ٘ ٚ ُٚع ١وبٔز غّجٝ وٙيٓ. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثب٭ض ٕبىٜ ٙيٖ فََٔٛ

 ٙٛى:ٞبي سٙ٘ ٔي

(7-29)          
  

.  . ,        . z .    T A A M A n 

( 15-7( ٚ )12-7وٙي وٝ ٔٮبىلار ىٚ ثٮيي سٮبىَ )( ايؼبة ٔي29-7بىٜ ٙيٜ )ٙىُ ٕ

ىٕز ىٞي. سٛا٘ي ٘شيؼٝ ىليمي اُ ٔٮبىلار ٕٝ ثٮيي سٮبىِي لجّي ٍا ثٕٝ٘ي T ٚMثب 



 993           ّبيي ثب كطسبًي خغي                                            : دَستِ 7فصل 

 

ٞبي سَيٗ َٔسجٝٞبي ٔٮبىلار سٮبىِي ٖٞشٙي وٝ ثَكٖت وٛؿهآٟ٘ب سٟٙب اِٚيٗ سمَيت

ىٕز ٍٚي ١وبٔز ثٝ zٌيَي ٖ٘جز ثٝ ا٘شٍَاَىْٚ ثٙيٍر ثبٞٓ سفبٚر ىاٍ٘ي. ثب 

 آٍٚيٓ: ٔي

(7-30         )                .  tr
1 1

Eh 
 
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(7-31)
                          

3

 tr
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 ىاٍيٕه ,ثَ كٖت دبيٝ

. T  
 T A 

ٚ 

. 
    

 ىٍ ٘شيؼٝ ٕ٘بي٘ ِٔٛفٝ ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٔجيٗ وٚ٘ ثَاثَ إز ثب:

(7-32     )                 .
1 1

Eh
T a 
   


 

 

 
    

 

 ثيٙيٓ وٝ:( ٔي28-7وٝ ىٍ ٔمبيٖٝ ثب )

(7-33)    
                             

2

2
.

h

h
T dz   


   

1Gٔي سٛاٖ  Sىٍ ايٙؼب اُ ايٗ ٚالٮيز إشفبىٜ ٙيٜ وٝ ثب فَٟ   ٝىٕز آٍٚى؛ ٍا ث

 وٝ ىٍ ٘شيؼٝ ثبُسٮَيف ٍا هٛاٞيٓ ىاٙز:

 
2

2
.

h

h
f f z dz


  

 ِٔٛفٝ ٞبي سبٍٖ٘ٛ ػفز ٙيٜ سٙ٘ ٍا ثيبثيٓ:، ثٝ ٥ٍٛ ٔٚبثٝ

(7-34)                   
 

2

2
.

h

h
M z z dz   


   

 اُ ٥َيك فََٔٛ ُيَ ثبٞٓ ىٍ اٍسجب٣ ٖٞشٙي: æٞبي ثب ِٔٛفٝايٗ وٕيبر 

(7-35)                
    

.
1 1

Eh
M a 

   



 

 
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æ æ 

 ( ٘ٚبٖ ٔي ىٞي وٝ:29-7( ثب )34-7( ٚ )33-7ٔمبيٖٝ )



 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                               996

 

. ,       .T M   
       T A M n 

ايٗ ٭جبٍار ثَاي ِٔٛفٝ ٞبي ٔجيٗ ٞبي سٙ٘ ٚ سبٍٖ٘ٛٞبي ػفز ٙيٜ سٙ٘ ىٍ =وٛيشَ 

ٚ ٔٛاٍى ىيٍَ إشفبىٜ ٙيٜ (> 1998=ِيجبي ٚ ٕيٕٛ٘يُ )، (>1976=ىاُ٘ )، (>1970)

 إز. 

ديَٚي ٔي  Sٞبي وٛسبٜ وٝ اُ فَٟ َٙاي٤ ٍٔٛى إشفبىٜ ثَاي ىٕشٝ هبٝي اُ دٕٛشٝ

ٞبي وٙي س٤ٕٛ ىاُ٘ ٍٔٛى سلّيُ لَاٍ ٌَفز. ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ٞبي وٛسبٜ ثَاي سغييَ ٙىُ

 ايٗ، ٙٛى. ثَاي ٔظبَإشفبىٜ ٔي، ٔلايٓ وٝ ىٍ آٖ ٙىُ دٕٛشٝ ثٝ ٝفلٝ ِ٘ىيه إز

ٕٞب٘ٙي كبِشي إز وٝ ٔيبٖ ٦ٕق ثٝ ٍٝٛر ِيٛاٖ وَٚي إز وٝ ٖ٘جز ثٝ يه وَٜ 

ٔبٌٍٍٛ ٚ ٚلإٛف ، وبُٔ ثٖيبٍ وٛؿه ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي ٙٛى. ايٗ ٘٪َيٝ ثٝ ىاُ٘

B . آٟ٘ب اُ ، ثٝ ٍٝٛر سفٞيّي æٖٔٙٛة ٔي ٙٛى. ثب ٘ٛٙشٗ  v  ىٍ ٭جبٍر = 

، ثٙبثَايٗ ىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ وٛسبٜ٭ٙٛاٖ وٕيشي وٛؿه َٔسجٝ ثبلا ؿٚٓ دٛٙي وَى٘ي. ثٝ

 ٙٛى:ٞب ثٝ ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ ٔيوٚ٘

   2  .  . 2 ,     .
T

      v A A v B= æ=- 

ثَاي اِٚيٗ ثبٍ س٤ٕٛ ٟٔٙيٓ ٚ ٔىب٘يه ٍٕٚي ٚإيّي ُى. ٚلإٛف  æايٗ ٕبىٜ ٕبُي 

 (>.1949ٔٮَفي ٙي =ٚلإٛف )

ٞبي سٙ٘ ٚ ػفز ٞبي سٙ٘ ىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ وٛسبٜ اُ ٞٙيٕٝ ٭جبٍار َٔث٣ٛ ثٝ ٔجيٗ

ثَاثَ ٝفَ  æىٍ Bٞبي ا٘لٙبي٥ٍٛ ٍٝٛي ِٔٛفٝٙٛى؛ ثٝٔي سوز إشفبىٜ "٭ؼيت"

سٛاٖ ٭ٍَّٕ ٞبي ٚػٛى ىاٍى. ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر هٕييٜ ه٤ ٔي إز أب ىٍ 

ىٕز آٍٚى. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ٔٮبىلار اثشيايي ىيفَاٖ٘يّي َٔث٣ٛ ثٝ ايٗ ٘٪َيٝ ٍا ثٝ

وز ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى ىٕز ٔي آيٙي وٝ ٞٙيٕٝ دٕٛشٝ ثٝ ٍٝٛر سٚلإٛف ٍٞٙبٔي ثٝ

ٚػٛى ىاٍ٘ي. كبِز هبٝي اُ  أب ثَهي اُ ا٘لٙبٞبي غيَ ٝفَ ثٝ ٥ٍٛ ٔٞٙٛ٭ي ىٍ

 ٌيَى.ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔي §8-7٘٪َيٝ سوز إز وٝ ىٍ، ٘٪َيٝ دٕٛشٝ وٛسبٜ

ٞبي وبٍثَى سلّيُ سبٍٖ٘ٛي ٘٪َيٝ دٕٛشٝ سٛػٝ ٙٛى. ىٍ ٙبيٖشٝ إز وٝ ثٝ ثَهي ػٙجٝ

ٞبي ٔوشّفي اُ ٘٪َيٝ ه٦ي دٕٛشٝ ٍا ثب إشفبىٜ اُ ا٘ي ٚيَاي٘سَٛٞ ؤ ٔي، ٘ٛٙشبٍ

ٞبي ٞبي ٔشفبٚسي َٔث٣ٛ ثٝ وٕيبر ٔٮيٗ وٛؿه ثيبثي. ثَهي اُ ايٟٙب ىٍ ىٕشٍبٜفَٟ

ثٝ ، ٚاٍ اّٝي ٕبهشٝ ٙيٜ ثٛىٔوشٞبر هبٛ ٕٞب٘ٙي كبِشي وٝ س٤ٕٛ ه٣ٛ٦ ٔٙلٙي
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-ٔٮبىلاسي ىٍ ىٕشٍبٜ آيي. ثَاي ٔٛاى ٍٕٞٗ ىٍ يه كبِز ٔٮيٗ ٚلشي ؿٙيٗىٕز ٔي

ىٞٙي. ايٗ سغييَ هبٝيز ٍٕٞٙي هٛى ٍا اُ ىٕز ٔي، ٞبي ٔوشٞبر هٕييٜ ه٤ ىِوٛاٜ

ٍا ثَاي اِٚيٗ ٚيَاي٘ ٔٮبىلار (> وٝ ّ٘ٛٚيّٛف آ2006ٖهبٝيز ٍٕٞٙي س٤ٕٛ =ّيّيٗ )

ىٞي وٝ اُ اسفبلبر ىٕز آٔي. سلّيُ سبٍٖ٘ٛي ثٝ ٔب اػبُٜ ٔيثٝ، دٕٛشٝ ثٍَٕي وَىٜ ثٛى

 ٔٚبثٝ دَٞيِ وٙيٓ.      

 اًزصي دَستِ 7-9

ديٚشَ إٞيز وٚ٘ ٚ اَّ٘ي وُ ٍا ىٍ وٖٚبٖ ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٌَفز. يىشبيي ػٛاة 

ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي وٖٚب٘ي ثب إشفبىٜ اُ ايٟٙب اطجبر ٙيٜ ٚ اَٝٛ ٍٚىٙي وٖٚب٘ي 

وٙي. دٕٛشٝ ثبُي ٔي ثٙيي ٌَىيي. ٕٞـٙيٗ اَّ٘ي ٘م٘ ٟٕٔي ٍا ىٍ ٘٪َيٝفََٔٛ

ف١َيبر وَٟٙف ٍٚي ٙىُ سٙ٘ ٚ وٚ٘ ٞب ىٍ دٕٛشٝ ٕٞب٘ٙي ػٖٓ ٕٝ ثٮيي ٭ُٕ 

 ىٕز آٍٚى.ثٙبثَايٗ ٔي سٛاٖ ٙىُ ؿٍبِي اَّ٘ي وٚٚي دٕٛشٝ ٍا ثٝ، وَىٜ

 ٍٝٛر ُيَ إز:دٕٛشٝ ٕٞب٘ٙي ػٖٕي ٕٝ ثٮيي ثٝ Wؿٍبِي اَّ٘ي وٚٚي
1 1 1

.. .
2 2 2

i j

j iW  
         

1ٚلشي وٝ  2

3 30, 0    ٚ3

3 0  ، ٙٛى.٘شيؼٝ ٔيوٕيز ثبلا اُ ف١َيبر وَٙف 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ W( ى28ٍ-7ثب ػبيٌٍاٍي )

(7-36      )              
 

 
 

2

2

.. tr
2 1 1

   .
2 1 1

E
W

E   
  


  

 


  

 

 
    

 
    

 

 ٙٛى:( ثٝ ٍاث٦ٝ ُيَ سجييُ ٔي26-7ايٗ ٍاث٦ٝ ثب إشفبىٜ اُ )

   

2
2 2.. tr

2 1 1 2 1 1

E Ez
W tr

 
 

   

   
            

æ..æ+ æ 

(7-37)                                                                      .. tr tr .
1 1

Ez 
 

 

 
    

æ æ 
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  ،æ  ٚzثَ كٖت Wسٛاٖ ٭جبٍسي ثَائيثٙبثَايٗ ثب إشفبىٜ اُ ف١َيبر وَٙف 

 ىٕز آٍٚى.ثٝ

 اَّ٘ي سبثٮي وٚٚي ٍا ثٝ ٍٝٛر ُيَ ىٍ ٘٪َ ثٍيَيي:

 .
V

E W dV  

1ٙٛيٓ وٝ ٭َٙٞ كؼٓ ىٍ يبىآٍٚ ٔي 2, ,q q z :ٔوشٞبر هٕييٜ ه٤ ثَاثَ إز ثب 

 1 2 1 2 ,     det .dV gdq dq dz aGdq dq dz G z   A B 

ٞب ىاٍاي ثٝ ىِيُ ٙىُ َٔثٮي وٚ٘ Wوٕيز، ٞبػبييثب سٛػٝ ثٝ وٛؿه ثٛىٖ ػبثٝ

zسٛاٖ اُ ٔي S. ثب فَٟ َٔسجٝ ىْٚ اُ وٛؿىي إز B  ىٍ ٔمبيٖٝ ثبA ٓٚدٛٙي ؿ

detُيَا ، وَى 1A  ٚG  ٍ( 37-7ٌيَي ١ٕٙي اُ )وٙي. ثب ا٘شٍَاَسغييَ ٔي 1ثٝ ٔميا

 ٙٛى:ثٝ ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔي Eوٕيز ، zثَكٖت 
1 2 1 2 ,

V
E W adq dq dz U adq dq


   

Uوٝ ىٍ آٖ  W :ىلاِز ثَ ؿٍبِي اَّ٘ي وٚٚي ثَ ٚاكي ٦ٕق إز 

(7-38 ) 
   

3
2 2.. tr tr .

2 1 1 24 1 1

Eh Eh
U

 
  

   

   
           

æ..æ+ æ 

إز.    ٚæسٮَيف ٙيٜ ثَكٖت ىٚ سبٍٖ٘ٛ ثٝ ٍٝٛر َٔثٮي وٝ ٍٚي  Uٙىُ 

ىٍ كبِي وٝ ثٝ ىٚ ػّٕٝ سؼِيٝ ٙيٜ إز؛ يىي سٟٙب ثَكٖت  Uٙٛى وٝ ٔٚبٞيٜ ٔي

ايٗ سؼِيٝ ثياٖ ٔٮٙب إز وٝ ، إز. اُ ٘م٦ٝ ٘٪َ فيِيىي æىيٍَي سٟٙب ثَكٖت 

ؿٍبِي اَّ٘ي وٚٚي ثٝ ىٚ لٖٕز لبثُ سمٖيٓ إز. لٖٕز اَٚ ثٝ سغييَ ٙىُ ٕٔبٕي 

ٙٛى. ىٚٔيٗ لٖٕز ٞب ىٍ ٝفلٝ ٕٔبٕي ا٘ؼبْ ٔييٮٙي سغييَ ٙىُ، ٝ َٔث٣ٛ إزدٕٛش

 ثٝ هٕييٌي دٕٛشٝ َٔسج٤ إز. 

0Uوٙي وٝ ( ايؼبة ٔي7-38)   ٚ0U   ٌَاٌَ ٚ فم٤ ا 0=  ٚ0æ=  ٍثَلَا

1سٛاٖ يبىآٍٚ ٙي وٝ ثَاي ٔٛاى وٖٚبٖ ثبٙي. ىٍ كميمز ٔي 1 2    .ثَلَاٍ إز

 ثٙبثَايٗ:

2.. tr 0
1


  


 


ٚلشي وٝ   0 

  ثٝ ٥ٍٛ ٔٚبثٝ:
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2.. tr 0
1




 


æ æ æ  ٝٚلشي و0æ 

 ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ: .99-7توزيي 

2.. tr 0
1


  


 


ٚلشي وٝ   0 

 ٍٝٛر ىيٍَي ٕ٘بي٘ ىاى:ٍا ثٝ Uسٛأٖي T  ٚMايوبٌٍيَي ٕ٘بىٌٌاٍي ِٔٛفٝثب ثٝ

(7-39)
                                 

1 1
.

2 2
U T M  

 
æ

 

 آٍٚيٓ وٝ:ىٕز ٔي( ث35ٝ-7( ٚ )32-7وبٌٍيَي )( ٚ ث39ٝ-7اُ )

(7-40)
                         

.
U U

T M  

 
 
 

,     
æ

 

 ٍٝٛر ُيَ إز:اي ثٝٙىُ ثيٖٚ ِٔٛفٝ

(7-41           )   
1 1 1 1

.. .. .. ..
2 2 2 2

U       T M n T M næ æ 

ٚ 

(7-42)
                               

.
U U

n
 

  
 

T M n,     
æ

 

ٔٮيٗ ٔظجز ثٛىٖ ؿٍبِي اَّ٘ي ىٍ وٖٚب٘ي ه٦ي ٕٝ ثٮيي ٍا ثٝ اٍص  Uوٕيز 

0Wوٝ ؿٍبِي اَّ٘ي ، ثَى ٔي   ٌَاٌَ ٚ فم٤ ا 0  ٓثَلَاٍ إز. يبىٍآٍٚ ٔي ٙٛي

وٝ  0 ٝػبيي وٛؿىي اُ ػٖٓ ّٝت ػبيي ثٝ ٍٝٛر ػبثٝاٌَ ٚ فم٤ اٌَ ٔيياٖ ػبث

ثبٙي؛ يٮٙي ايٗ ثب ٔؼ٫ٕٛ ا٘شمبَ ٔٛاُي ٚ ىٍٚا٘ي ػٖٓ ىٍ ف٢ب ثَاثَ إز. ىٍ دٕٛشٝ ثب 

دٔ ، ىٍ ٘٪َيٝ وَٙف ديـييٜ ثٛىٜ   ٚæؿٙيٗ ١ٚٮيز ٔٚبثٝ ٍٚثَٚ ٖٞشيٓ. ٭جبٍر 

 ٍا ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔي ىٞيٓ. ىٍ اىأٝ ٦ّٔت سٟٙب كبِز ٕبىٜ ٘٪َيٝ سوز

 ( ٍا اطجبر وٙيي.41-7) .93-7توزيي 

 ضزايظ هزسي  7-6

ثَاي سٮَيف يىشبيي ػٛاة ٖٔبِٝ سٮبىَ دٕٛشٝ وٖٚبٖ ثبيي َٙاي٤ َُٔي ٍا ثٝ ٔٮبىلار 

ٕٛاَ َٔث٣ٛ ثٝ ، اي ٘يٖز: ىٍ ٫َٚٙ ٘٪َيٝ دٕٛشٝسٮبىَ ا١بفٝ وٙيٓ. ايٗ وبٍ ٕبىٜ
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َٙاي٤ َُٔي ثَاي ٔير ٥ٛلا٘ي ٍٔٛى ثلض لَاٍ ٌَفز. كشي دٛإٖٛ وجيَ ٘يِ سٮياى 

 ُيبىي َٙاي٤ َُٔي ٍا ديٟٚٙبى ىاى. 

ٙٛى وٝ َٙاي٤ َُٔي ٕٙبٍ٘يٜ اي سٮَيف ٔيثٝ ٌٛ٘ٝ ٔٮبىلار سٮبىَ ٍٚي ٔيبٖ ٦ٕق 

 َُٔ .ٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي 

اي اهشٞبٛ ثٝ ٌٛ٘ٝ vيي ػبٍا ٔٮَفي ٔي وٙيٓ: ػبثٝ َٙاي٤ َُٔي ٕيٕٙبسيهاثشيا 

ٙٛى وٝ ٔٛلٮيز ٕٙبٍ٘يٜ َُٔ ٍا ثٮي اُ سغييَ ٙىُ سٮَيف وٙي. ىٍ ٘٪َيٝ ىاىٜ ٔي

ٍا كَٛ ٕٔبٓ ثَ ثَىاٍ ٕٙبٍ٘يٜ دٕٛشٝ ىٍ ٘٪َ  nلاٚ اغّت ىٍٚاٖ ه٤ ٭ٕٛىي -وَٟٙف

nيٮٙي كَٛ ثَىاٍ ، ٌيَيٓٔي v  ُ(.   7-4)ٙى 

  

 
,ثزدارّبي سِ تبيي  6-7ضكل  ,  n v n vضزايظ هزسي ثب استفبدُ اس 

 

B, . ىٍٚاٖ ثب إشفبىٜ اُ فََٔٛ    v ثٝ ٥ٍٛي وٝ ىٍٚاٖ ، ٙٛىسٮَيف ٔي

كَٛ   n v :ثَاثَ إز ثب 

. . . . . . ,B B


        




     


 

.ىٍ ايٙؼب       v ،ٝآيي. ثٙبثَايٗىٕز ٔيثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ثَىاٍ ٭ٕٛىي ث ،

 لاٚ ٙبُٔ ؿٟبٍ ٔٮبىِٝ ٭يىي ُيَ إز: -َٙاي٤ َُٔي ٕيٕٙبسيه ىٍ ٘٪َيٝ وَٟٙف

(7-43 )             0 0,        . . ,v s s
 







  


v v B v 

ىٍ ايٙؼب  0v s  ٚ 0 s  ٍٚي .ٔٮّْٛ ٖٞشٙي 

لاٚ ٚػٛى  -ثَهي ٔٚىلار ىٍ فََٔٛ ثٙيي َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي ىٍ ٘٪َيٝ وَٟٙف

Tv  ٚ .سٛاٖ وٕيبر ٍٕي وٝ ٔيىاٍى. ىٍ اِٚيٗ ٍ٘بٜ ثٝ ٘٪َ ٔي . v M n  َُٔ ٍا ٍٚي
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ىٍ ٘٪َ ٌَفز. أب ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثٝ دٙؾ ٔٮبىِٝ ٭يىي ٘يبُ ىاٍى ٘ٝ ؿٟبٍ سب. ديٚشَ ه٦بي 

ٖٛ ٍا ىٍ ٕبهشٗ ٘٪َيٝ سوز ٔشٌوَ ٙييٓ: اٚ ٕٞـٙيٗ َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي دٛإ

سٛا٘ي ثَ إبٓ اُٝ ٍٚىٙي ٍٚي َُٔ ٍا ديٟٚٙبى ىاى. ا٘لَاف َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي ٔي

سبثٮي اَّ٘ي وُ ٍٚي ىٕشٍبٞي اُ ، لاٌَاْ٘ ثَاي دٕٛشٝ ثبٙي ثٝ ٥ٍٛي وٝ ثب كف٨ سٮبىَ

اي وٕشَيٗ ٔمياٍ هٛى إز. َٙاي٤ َُٔي ٞبي ٔؼبُ ٕيٕٙبسيىي ىاٍػبييػبثٝ

ٙٛى؛ إشبسيىي ثٝ َٙاي٤ َُٔي ٥جيٮي ثَاي ٖٔبِٝ وٕيٙٝ ٕبُي اَّ٘ي وُ سجييُ ٔي

ايٟٙب ىٌٚبٖ َٙاي٤ ٖٔيٕٙبسيه ٖٞشٙي. اطجبر اُٝ لاٌَاْ٘ ٚ ثٝ ىٕز آٍٚىٖ َٙاي٤ 

 ثٙبثَايٗ ثٝ ٔمبلار سوٞٞي سَ )ثٝ، َُٔي إشبسيىي ثَاي دٕٛشٝ ثٖيبٍ ٔٚىُ إز

(>( ٚ 1991ؿَ٘ين ٚ ٔيوبيّٛفٖىي )، ّ٘ٛٚيّف، (1954٭ٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ =ٌَيٗ ٚ ٍُ٘ب )

وٙيٓ. ٍػ٫ٛ ٔي، ىٕز آٍٚىٖ َٙاي٤ َُٔي ثٝ ٚػٛى آٔيٜ ا٘يٞبيي وٝ فم٤ ثَاي ثٝ ٥َف

ىٕز ثٝ، ايسَ ٔظلا كبِز ٝفلٝ ٞبي ٕبىٜٕذٔ اُ ايٟٙب ػِييبر ثيٚشَي ثَاي ٍٚٗ

 آيي.   ٔي

ٍٚىٙي لاٌَاْ٘ ايٗ ٭جبٍر إز وٝ ٍٚىٗ اَّ٘ي وٚٚي دٕٛشٝ ثب وبٍ اي اُ اُٝ ٘شيؼٝ

 ٞبي ٔؼبُ ٕيٕٙبسيىي ثَاثَ إز:ػبيي٘يَٚي هبٍػي ٍٚي ػبثٝ

.E A  
ىٕز آٍٚى وٝ وٕيبر سٛاٖ ثٝاُايٗ ٔي v v n  ٚ  ثب ؿٟبٍ وٕيز ٭يىي ٍٚي

 ٞبي ٔؼبُ ِجٝ دٕٛشٝ ثٝ ٥ٍٛ ٖٔمُ ٚػٛى ىاٍى. ثٙبثَايٗ وبٍػبييىٕشٍبٞي اُ ػبثٝ

 ٘يَٚٞبي هبٍػي ٍٚي ِجٝ دٕٛشٝ ثٝ ٙىُ ُيَ إز:

    0 0 s ,A s v ds


     

ىٍ ايٙؼب  0 s  ٚ 0 s ٞبيي اُ سبث٬ ٍٕي وٝ ٖٞشٙي. ثٝ ٘٪َ ٔيA ٝث v ٚ

( ٗث40ٝ-7ثٖشٍي ه٦ي ىاٍى. ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفش )آٍٚيٓ:ىٕز ٔي 

 1 2 1 2.E U adq dq T M adq dq 
    

 
     æ 

 -ٌيَي ػِء ثٝ ػِء ٚ ل٢يٝ ٌبٚٓثب إشفبىٜ اُ ا٘شٍَاَ Eسجييلار ىيٍَي اُ 

آيي. ثبيي ىٕز ٔيإشٌََٚاىٕٚىي ثٝ   ٚæ ٝػبي ث v  ٚ  ٕ٘٘بي

ٞبي ٦ٕق هٌف وَى.  ثَهلاف كبِز وٖٚب٘ي ٕٝ ىاىٜ ٚ ٔٚشمبر آٟ٘ب ٍا اُ ا٘شٍَاَ

ثٛىٜ ٚ ثٙبثَايٗ ا٘شٍَاَ ػِء ثٝ ػِء ثبيي ىٚثبٍ  ٙبُٔ ٔٚشمبر ىْٚ  æ، ثٮيي
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اي وٝ ثٝ ٌٛ٘ٝ وبٍ ثَىٞبي َُٔي ثبيي سجييلار ىيٍَ ٍا ثٝا٘ؼبْ ٙٛى. اغّت ثَاي ا٘شٍَاَ

آٟ٘ب ٙبُٔ ٭ٛأُ  v  ٚ ٞب ىٍ ثو٘ َٔث٣ٛ ثٝ ٝفلٝ ٔٮَفي ايٗ ٍٚٗ، ثبٙٙي

Eٙٛى. ٔٮبىِٝ ٔي A   ُثَاي َٞ وٕيز ٔؼب vٚ ثَلَاٍ إز. سٟٙب ثب ا٘شوبة

 v  ٚ سٛاٖ ٘م٦ٝ وٕيٙٝٔي، وٝ ىٍ َٙاي٤ ٕيٕٙبسيه ٍٕٞٗ ٝبىق إزv  ٚ 

ثب ث٤ٖ ىٕشٍبٜ  ىٕز آٍٚى. ٕذٍٔا ثٝ ٝبىق ىٍ ٔٮبىلار سٮبىَ  v  ٚ  ْثب سٕب

 v  ٚىٕشٍبٜ َٔث٣ٛ ثٝ َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي ُيَ ٍا ثَاي، v ٚوٕيبر ٔؼبُ

 ٙٛ٘ي:سٮَيف ٔي ىٕز ٔي آٍٚيٓ. آٟ٘ب ٍٚي ثٝ

(7-44)

                  

 

    

   

0

0

0

. . . ,

. . . . . ,

. . s .

 

A s

s
s



 





 






 



 

v T A

v Tn v M n n

v M n

 

ايٟٙب ٕٞب٘ٙي َٙاي٤ َُٔي ٕيٕٙبسيىي اغّت ىاٍاي ؿٟبٍ ٔٮبىِٝ ٭يىي ٖٞشٙي. ىٍ ايٙؼب 

 0 s  ٚ 0 s  سٛاث٬ ىاىٜ ٙيٜ ٍٚي ٗٞبي سٙ٘ ٚ ٖٞشٙي وٝ ثيبٖ وٙٙيٜ ٔجي

 ُٚع ٞبي هٕييٜ ٍٚي ِجٝ دٕٛشٝ إز. 

 اَٝٛ َٙاي٤ َُٔي ٍٔٛى إشفبىٜ ٟٔٙيٕيٗ ثٝ ٍٝٛر ُيَ إز:

 ِجٝ ٔميي )طبثز(:

,       0.









 


v 0 

 ِجٝ دٚشيجبٖ ٕبىٜ:

 0,       . . 0.
 
  v v M n v 

 ِجٝ آُاى:

  

 

. . ,         . . . . 0,

                            . . 0.

A
s  






   


 

vT 0 vTn v M n

v M n v
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-7سٛاٖ )ٔي ٍٚي لٖٕشي اُ ، دٌيَ إز. ثَاي ٔظبََٙاي٤ َُٔي سَويجي ٘يِ أىبٖ

( سٮييٗ وَى. ٖٔبيُ ٔمياٍ َُٔي 44-7( ٍا ٔٚوٜ وَىٜ ٚ ثبليٕب٘يٜ آٖ ٍا ٍٚي )43

لبثُ سٮَيف ، ؿٟبٍ سب ٍٚي َٞ ٘م٦ٝ اُ ، ٌٛ٘بٌٛ٘ي اُ َٙاي٤ َُٔي سَويجي ىيٍَي

 ٙٛى.ٞبي ٔؼبُ َٙاي٤ َُٔي س٤ٕٛ ؿيئبٖ ٍٚىٙي ايٗ ٖٔبيُ سٮَيف ٔيإز. سَويت

 لاٍ      -تذكزاتي در ثبرُ ًظزيِ كزضْف 7-7

لاٚ ٚػٛى ىاٍى. ايٗ ٘٪َار اُ ف١َيبر  -ىييٌبٜ ٞبي ٌٛ٘بٌٛ٘ي ىٍ ٍٔٛى ٘٪َيٝ وَٟٙف

ٕٞب٘ٙي ا٘شوبة  U ،T ٚMٕبىٜ ٙيٜ ٔشفبٚسي وٝ ثٖشٍي ثٝ ا٘شوبة ٍٚاث٤ ٕبهشبٍي

ىٍ ٘٪َيٝ  U( ثَاي38-7وٙي. ٔٮبىِٝ )إشفبىٜ ٔي   ٚæٌيَي ٞبي لبثُ سغييَ ا٘ياُٜ

ٌيَي سغييَ ٙىُ إز )ثَاي ٔظبَ ٍٚي ا٘ياُٜ Uه٦ي ىاٍاي ٙىُ ٭ٕٛٔي ٚاثٖشٝ ثٝ

(؛ سيٕٛٙٙىٛ 1991ؿَ٘ين ٚ ٔيوبيّٛفٖىي )، (؛ ّ٘ٛٚيّٛف1970(؛ وٛيشَ )1976=ىاُ٘ )

 (> ٍ٘بٜ وٙيي(. 1985)

 ثٝ ٍٝٛر ُيَ: Tٔشفبٚر إز. ثب سٮَيف Tٞب ثَكٖت سٮبٍيف ٚيَاي٘

 
1
. z 


 T A B 

 سٛاٖ آٖ ٍا ثٝ ٙىُ ىيٍَي ٘ٛٙز:ٔي Sفَٟ ٚ ثب إشفبىٜ اُ 

. .T A 

ىٕز يبفز. ، سٛاٖ ثٝ َٞ ىٚ سٮَيف اثشيايي ٚ ٕبىٜ ٙيٜلاٚ ٔي -ىٍ ٔمبلار وَٟٙف

وٙيٓ. اثشيا ثب ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ٚيْٜ اوٖٙٛ ايٗ سفبٚر ٍا ثب ػِييبر ثيٚشَي ثٍَٕي ٔي

وٙيٓ. ٔي٫َٚٙ ، سٮَيف ٙيٜ ٞبي اّٝي ا٘لٙبي ٍٚي ٍٚي دٕٛشٝ وٝ س٤ٕٛ ٔٙلٙي

 ٙٛى:ثٝ ٍٝٛر ل٦َي سجييُ ٔي Bاوٖٙٛ

1 1 1 2 2 2 ,e e R e e R B 
 إز. ىٍ ايٗ ٍٝٛر: ٞبي اّٝي ا٘لٙبء ٍٚي ٙٮب٫ 1R  ٚ2Rوٝ 

1 1 2 2e e e e A 
ٚ 

  1 21 1 .G z R z R   
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سبٍٖ٘ٛ  
1

G z


A B ٝٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔيث 

 
1

1 1 2 2

2 1

1 1 .
z z

G z e e e e
R R

    
       

   
A B 

 ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ:

 
1
. ,z 


 T A B 

 ٍٕيٓ:ٔي Tٞبي ثٝ فََٔٛ ُيَ ثَاي ِٔٛفٝ

2 2

11 11 22 22
2 2

2 1

2

12 21 12
2

1  ,        1  ,  

                                 .

h h

h h

h

h

z z
T dz T dz

R R

T T dz

 



 



   
      

   

 

 



 

T .سٮَيف ىيٍَ  A ٙٛى:ٞبي ُيَ ٔئٙؼَ ثٝ ٭جبٍر 
2 2 2

11 11 22 22 12 21 12
2 2 2

 ,         ,      .

                                

h h h

h h h
T dz T dz T T dz  

  
      

ٔٙؼَ ثٝ ٔٮبىلار سٮبىَ ٔي ٙٛى وٝ ىٍ وٕيبر ثب َٔسجٝ ىْٚ  Tىٚ سٮَيفثٙبثَايٗ 

س٤ٕٛ سٮياىي اُ ٘ٛيٖٙيٌبٖ ٕٞب٘ٙي  Tٔشفبٚر ٖٞشٙي. ٙىُ ٕبىٜ ٙيٜ، وٛؿه

(> 1985(؛ سيٕٛٙٙىٛ )1991ؿَ٘ين ٚ ٔيوبيّٛفٖىي )، (؛ ّ٘ٛٚيّٛف1976=ٌِٛي٘ٛيٍِ )

( 7-40( ٚ )7-38إشفبىٜ اُ ) (> ثب1970ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٌَفشٝ إز. وٛيشَ =وٛيشَ )

اٍسجب٥ي ٍا ثَلَاٍ وَى أب اٚ ٔلبٕجٝ ٭جبٍر  Uٞبي سٙ٘ ٚ ُٚع ٞبي هٕييٜثيٗ ٔجيٗ

 ٞبي ديـييٜ سَ آٟ٘ب ٍا اُ ٥َيك سٙ٘ ثَاي ػٖٓ ٕٝ ثٮيي ٘يِ ٘ٚبٖ ىاى.

Mٞبي اغّت ِٔٛفٝ  ( اٍسجب٣ ثب 34-7ثب ثٝ وبٍ ٌيَي ٚ )U ( ث40ٝ-7س٤ٕٛ )  ٍٛ٥

سٛاٖ ىٍ ٔمبلار ٔي Tٕٞب٘ٙي كبِز َٔث٣ٛ ثٝ ، ٝ إز. َٞ ؿٙيٍايغ لبثُ ٔلبٕج

Mٞبي َٔث٣ٛ ثٝ  يبفز. ثَاي ٔظبَ ٭جبٍر Mٞبي ىيٍَي ثَاي ٔٮَفي  ٍٚٗ   ٍى

 َٔثٮي ٖٞشٙي.  z(> ٙبُٔ ػٕلاسي إز وٝ ٖ٘جز ثٝ 1976=ٌِٛي٘ٛيٍِ )

ٖٔبيُ  "سَويجي"ثٙيي  ٞبي َٔث٣ٛ ثٝ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثب ثيبٖ ؿٍٍٛ٘ي فََٔٛثَهي ٘ٛٙشٝ

T .ٞبي سٙ٘ ٍا اُ ٥َيك فََٔٛ ٕبىٜ ٙيٜ ٔجيٗ، ٔمياٍ َُٔي A  ٔٮَفي
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( سجييُ ٙيٜ ىٍ كبِي وٝ ٔٮبىلار سٮبىَ ٙبُٔ 38-7وٙي. ٔٮبىلار ٕبهشبٍي ثٝ ) ٔي

ىٕز آٔيٜ اُ سٮَيف وبُٔ ػٕلار ا١بفي ثٝ 
1
.z 


 T A B    .إز 

(> ٚ 1991ؿَ٘ين ٚ ٔيوبيّٛفٖىي )، (؛ ّ٘ٛٚيّٛف1970ىٍ =وٛيشَ ) ٕٞـٙيٗ سبٍٖ٘ٛ 

ثَهي وبٍٞبي ٔٚوٜ ىيٍَ ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٌَفشٝ إز. اغّت ىٚٔيٗ ا٘ياُٜ ٌيَي 

ٞبي ىاٍاي ٙىُ، ىٕز آٔيٜثٝ س٤ٕٛ æوٝ ػبثٝ ػبيي ٕبىٜ ٙيٜ سغييَ ٙىُ 

سٛا٘ي ىٍ (> ٍ٘بٜ وٙيي(. هٛا٘ٙيٜ ٔي1970ٔشفبٚسي إز )ثلز َٔث٥ٛٝ ٍا ىٍ =وٛيشَ )

ُ ٞبي ٔوشّفي اُ ٔٮبىلار سٮبىَ ٕٞب٘ٙي سفبٚر لاٚ ثب ٙى -٘٪َيٝ ه٦ي دٕٛشٝ وَٟٙف

ٞبي ٞبي سٙ٘ ٚ ُٚع ٞبي هٕييٜ ٍٚثَٚ ٙٛى. ثٝ ١ٚٛف ىٍ ٚيَاي٘ٞبي َٔث٣ٛ ثٝ ٔجيٗ

ٞبي َٔث٣ٛ ثٝ َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي ٘يِ ٔشفبٚر إز ٚ ٙىُ، ٔشفبٚر ٘٪َيٝ دٕٛشٝ

 ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ىٍ ٔمبلار ٔٙٮىٔ ٙيٜ إز.

سٛا٘ي ثٝ ٔٮبىلار ٔٮبىلار سٮبىِي يىٖبٖ ٔي، وشّفٙٛيٓ وٝ ىٍ ٔمبلار ٔٔشٌوَ ٔي 

ٞب ٔٙؼَ ٙٛى. ايٗ اهشلاف ثَاي دٕٛشٝ ٘بُن ثب ٔيبٖ ٦ٕق  ػبييسٮبىِي ٔشفبٚسي اُ ػبثٝ

لبثُ ٔمبيٖٝ ثب ػٕلار اّٝي ٔٮبىلار ، ٕٞب٘ٙي لبٖ٘ٛ، ثٖيبٍ سوز ٚ ثبٌٌٍاٍي يىٙٛاهز

 ثب َٔسجٝ ىْٚ وٛؿىي إز. 

 ًظزيِ سغح 7-8

 ًيزٍّب ٍ اًذاسُ حزكت ّبي هجيي رٍي سغح؛ هعبدلات تعبدل    
B.ٝفلٝ اّٝي ، ٦ٕق ٘بُن كبِز هبٝي اُ دٕٛشٝ إز. لٖٕشي اُ  ٦ٕق وٝ  0 

 آيي. ٔٮبىلار سٮبىَ ٭جبٍسٙي اُ:ىٕز ٔياُ ٦ٕق إز. ٍٚاث٤ ٦ٕق اُ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثٝ

(7-45  )              . ,    . ,      T q 0 M T m 0 

 وٝ:

(7-46)              . ,      . z .    T A M A n 

1ىٍ ىٕشٍبٜ ٔوشٞبر ىوبٍسي  2 3, , i i i n ،:ٓىاٍي 

 33 33 ,   ,   ,    1,G
x

       



   


       


i i i n ni A i i i 

1وٝ  2,x x ٗٞبي سٙ٘ ٭جبٍسٙي اُ:ٔوشٞبر ىوبٍسي ىٍٖٚ ٦ٕق ٖٞشٙي. ٔجي 
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(7-47)     2 2

3 3
2 2

                            ,           

 ,        .

n

h h

n
h h

T T

T dz T dz

    

        
 

 

    

T i i i n
 

ٞبي سٙ٘ ثَٙي اٍيجي ٞبي سٙ٘ يب ٔجيٗىٍ سٮَيف ٔجيٗ 33سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ

ىٞي:ىٕز ٔيٍا ثٝ Tٙٛى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٔشمبٍٖ ثٛىٖ ٩بَٞ ٕ٘ي
 
T T  وٕيز .

T  ََٛٔٙٛى:ُيَ ٔلبٕجٝ ٔيس٤ٕٛ ف 

2 1 1 2.n n n nT T T T T              T i i i n i n i i 

 وٙيٓ:ىٍ اىأٝ ٔبسَئ ا٘ياُٜ كَوز ٞب ٍا سٮَيف ٔي

(7-48   )                    
2

2
.

h

h
M z z dz   


   

Mىٍ ايٙؼب    :َ٘يِ ٔبسَئ ٔشمبٍٖ إز. ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ سٖبٚي ُي 

11 1 2 12 1 1 21 2 2 22 2 1        ,

   

   

  

    

n i i n

i i i i i i i i
 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث46ٝ-7اُ )

11 1 2 12 1 1 21 2 2 22 2 1.z z z z      M i i i i i i i i 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ سجييُ ٔيثٝ M، (48-7ثٝ وٕه )

11 1 2 12 1 1 21 2 2 22 2 1

     .

M M M M

M   

   

 

M i i i i i i i i

i i n
 

 ٍٝٛر ُيَ إز:سٮبىَ ىٍ ىٕشٍبٜ ىوبٍسي ثٝثٙبثَايٗ ٔٮبىلار 

(7-49   )     ,     .n
T MT

x x x

 
 

  



 
      

  
i n q 0 i n T m 0 

 ٞب ٭جبٍسٙي اُ:ايٟٙب  ثَ كٖت ِٔٛفٝ

(7-50)

                                    

11 21
1

1 2

12 22
2

1 2

1 2

1 2

0,

0,

0,n n
n

T T
q

x x

T T
q

x x

T T
q

x x

 
  

 

 
  

 

 
  

 
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ٚ 

(7-51)                    

    

11 21
1 1

1 2

12 22
2 2

1 2

0,

0,

n

n

M M
T m

x x

M M
T m

x x

 
   

 

 
   

 

 

 وٝ:

  . ,       . ,       . .nq q m      i q n q i n m 

12سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ  21T T  ٚ12 21M M ٍٖ؛ اُ ٕ٘بىٌٌاٍي ٔشفبٚسي ثَاي سمب

 ٙٛى.إشفبىٜ ٔي

ىٍ ٔمبيٖٝ ثب ٘يَٚٞبي هبٍػي ؿٚٓ دٛٙي  mىٍ وبٍثَىٞبي ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ٔٮٕٛلا اُ 

mىٞيٓٙٛى. ثٙبثَايٗ ثَاي ٕبىٌي لَاٍ ٔئي ٍا اُ ٔٮبىلار  1nT  ٚ2nT. اوٖٙٛ 0

ٚ ٔٮبىِٝ  2x( ثَ كٖت 51-7اُ ٔٮبىِٝ ىْٚ )، ( هبٍع ٔي وٙيٓ. ثَاي ايٗ وب7-51ٍ)

وٙيٓ. ثب ٘شيؼٝ ٍا ثبٞٓ ػ٬ٕ ٔي ٌيَي وَىٜ ٚىيفَاٖ٘يُ 1x( ثَكٖت 51-7اَٚ )

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔئٮبىِٝ ٘بٔٮّْٛ ٘٪َيٝ ٦ٕق ٍا ثٝ، (50-7إشفبىٜ اُ ٔٮبىِٝ ْٕٛ )

(7-52    )             
2 2 2

11 12 22

2 2

1 21 2

2 0.n

M M M
q

x xx x

  
   

  
 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ ٔيايٗ ثَكٖت ٕ٘بىٌٌاٍي ا٘ييٖي ثٝ
2

0,n

M
q

x x



 


 

 
 

 ٙٛى:ٍٝٛر ٘ٛٙشٝ ٔياي ثٝىٍ كبِي وٝ ثَ كٖت ٕ٘بىٌٌاٍي ثيٖٚ ِٔٛفٝ

(7-53    )                       . . . 0    M n q n 

 ىٍ كميمز:

.M     M i i n 

 ثب إشفبىٜ اُ اسلبى ُيَ:

  ,    i n n i 

 ىاٍيٓ:، ٙٛىوٝ اطجبر آٖ ثٝ هٛا٘ٙيٜ ٚاٌٌاٍ ٔي
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  .M M          M n i i n n i i 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيٕذٔ ثٝ

    
2

. ,      . .  ,
M M

x x x

 



  

 
      

  
M n i M n 

 آيي.ىٕز ٔي( اُ ايٗ ٍٚاث٤ ث53ٝ-7ىٍ ٘شيؼٝ )

ػبيي ٔيياٖ ٍٝٛر فَٟ ٕٞب٘ٙي ػبثٝف١َيبر ٕيٕٙبسيىي وَٟٙف ىٍ ٘٪َيٝ ٦ٕق ثٝ

 يٮٙي:، يبثي ٔي وبٞ٘

(7-54)

                   

     1 2 1 2 1 2, , , ,

                  ,     . 0

x x z x x z x x

z



 

  

   

u v

v n vn =
 

 آٍٚيٓ. ىاٍيٓ:ىٕز ٔيثٝ u اوٖٙٛ ٭جبٍسي ثَاي سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ٔشٙب٩َ ثب

 

( )

                  ,

z
z

v z

 

  

 
     

 

       

u = n v n

n n

 

ٚ 

      .
TT

z           u v n n 

 ثٙبثَايٗ:

 2 2 .
T

z     v v 

.0 .  .وٝ اُ آٖ ٔي سٛاٖ ٘شيؼٝ ٌَفز   n n. 

 ثب إشفبىٜ اُ ٕ٘بىٌٌاٍي:

 2 ,      ,
T

    v v æ= 

 آيي: ىٕز ٔيٍٝٛر ىٚ لٖٕز ُيَ ثٝوٚ٘ ٦ٕق ٍا ثٝ

(7-55)                                
 

z  æ. 

ثب هٕييٌي ٦ٕق ٔشٙبٕت إز.  æ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ سغييَ ٦ٕق سوز إز ٚ  ىٍ ايٙؼب 

سَٚيق وٙٙيٜ سغييَار وٛؿىي اُ ا٘لٙبي ٦ٕق ٔشٙبٕت ثب هٕييٌي  æاُ ٘٪َ ٞٙيٕي 

 إز.
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33وٙيٓاوٖٙٛ اُ ف١َيبر إشبسيىي وَٟٙف إشفبىٜ ٔي 0  ٝاُ لبٖ٘ٛ ٞٛن ٘شيؼ .

 ٌيَيٓ:ٔي

(7-56)

                                  

 

 

11 11 222

22 22 112

12 122

,
1

,
1

.
1

E

E

E

  


  


 


 


 





 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ىٍ ٔٮبىلار ثبلا ث55ٝ-7ثب ػبيٌٍاٍي )

   

   

11 11 222 2

22 22 112 2

12 122

,
1 1

,
1 1

.
1 1

E Ez

E Ez

E Ez

  
 

  
 


 

     
 

     
 

  
 

11 22

22 11

12

æ æ

æ æ

æ

 

ٍٚي ١وبٔز  zثَكٖت  ( اُ ٭جبٍر ٞبي 48-7( ٚ )47-7اوٖٙٛ ثب إشفبىٜ اُ )

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيٞبي سٙٚي ثٝٞب ٚ ػفز٭جبٍسي ٍا ثَاي ٔجيٗ، ٌيَي وَىٜا٘شٍَاَ

 

 

 
 

 
 

11 11 222

22 22 112

12 122

3

11 2

3

22 2

,
1

,
1

,
1

,
12 1

,
12 1

Eh
T

Eh
T

Eh
T

Eh
M

Eh
M

 


 











 


 





 


 


11 22

22 11

æ æ

æ æ

 

(7-57)                                  
 

3

12 .
12 1

Eh
M





12æ 
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 طبثز ُيَ

 3 212 1D Eh   

Mٙٛى. ثب ػبيٌٍاٍي ٭جبٍر ٞبي ٕوشي هٕييٌي ٘بٔييٜ ٔي  ( ٍىٍ ٘٪َ 52-7ى ٚ )

 ٌَفشٗ ٔمبىيَ ُيَ:
2 2 2

2 2

1 2 1 2

,      ,        ,
x x x x

    
     

   
11 22 12æ æ æ 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيثٝ

(7-58)
                         

4 4 4

4 2 2 4

1 1 2 2

2 .nD q
x x x x

     
   

    
 

 اي ثَاثَ إز ثب:ٍٝٛر ثيٖٚ ِٔٛفٝايٗ ٭جبٍر ثٝ

(7-59)
                                            

4 .nD q  

 ُيَا:

 
2

4 2 2 ,     

 ٙٛى.٘بٔييٜ ٔي ٔٮبىِٝ ىٚ ٕٞبٍٞٙي(( 59-7( )يب )58-7ٔٮبىِٝ )

ٕٛفيب  -ايٗ ٔٮبىِٝ سبٍيوي ٥ٛلا٘ي ىٍ ٘٪َيٝ ٦ٕق ىاٍى. ٔٮبىِٝ هٕييٌي س٤ٕٛ ٔبٍي

َٔٙٚ ٙي. ، ىٍيبفز وَى 1816ػَٔيٗ وٝ ػبيِٜ ٘ٛثُ ٍا اُ آوبىٔي ٭ّْٛ فَاٖ٘ٝ ىٍ ٕبَ 

ىٍ اىأٝ ثَهي اٙشجبٞبر ػَٔيٗ س٤ٕٛ لاٌَاْ٘ سٞليق ٌَىيي وٝ اوٖٙٛ آٖ ٍا ٔٮبىِٝ 

ٔي ٘بٔٙي. ٘٪َيٝ ٦ٕق وٝ آٖ ٍا ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ  لاٌَاْ٘ -ٔٮبىِٝ ػَٔيٗػَٔيٗ يب 

ٔٙٞٛة ، ثٙيي وَىىاىيٓ ثٝ وَٟٙف وٝ َٙاي٤ َُٔي سٞليلي ٍا ثَاي ٦ٕق فََٔٛ

آٙىبٍي ف١َيبر ٔٮٙبىاٍ فيِيىي َٔسج٤ ثب سُٛي٬ ػبثٝ إز. ٕٞـٙيٗ وَٟٙف ثٝ ٥ٍٛ 

 ػبيي ٞب ٚ سٙ٘ ٞب ىٍ ٦ٕق ٍا ٔٮَفي وَى. 

ثٖشٍي ٘ياٍى. ثٙبثَايٗ ٔٮبىلار سٮبىَ ٦ٕق ثٝ ىٚ  ثٝ  Tسٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ 

ىٍ ، إز v( ٖ٘جز ثٝ 50-7ٙٛى. اِٚيٗ ٌَٜٚ ٙبُٔ ىٚ ٔٮبىِٝ اَٚ )ٌَٜٚ سؼَيٝ ٔي

 إز. ( ثَاي ٔشغيَ 59-7ُٔ ٔٮبىِٝ )كبِي وٝ ىٚٔيٗ ٌَٜٚ ٙب

T.اوٖٙٛ ٔٮبىلار A ٝػبيي ٕٔبٕي ٍا ثَكٖت ثَىاٍ ػبثv 7٘ٛيٖيٓ. ٔٮبىلار )ٔي-

 ٍٝٛر سبٍٖ٘ٛي ُيَ ٖٞشٙي:( ث50ٝ
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(7-60   )                           . . .  T A q A 0 

T .ٔٮبىلار ٕبهشبٍي  A :ثَاثَ إز ثب 

. tr .
1 1

Eh 
 

 

 
    

T A A 

 ثٙبثَايٗ ىاٍيٓ:

 

 

 

. . . tr
1 1

2
              . . . 

2 1 1

1
             . . .

2 1 1

Eh

Eh

Eh


 

 



 



 

 
       

 
        

 
       

T A

v v v

v v

 

 ٙٛى:ُيَ سجييُ ٔيٍٝٛر ثٝ v( ثَ كٖت 60-7ٔٮبىِٝ )

(7-61)          
 

1
. . . .

2 1 1

Eh 

 

 
        

v v q A 0 

ٞبي سٙٚي ثَٙي ( وٝ ٙبُٔ ٔجي51ٗ-7ٞب ىٍ ٍٔٛى ٔٮبىلار )ٕٔىٗ إز ثَهي ٍَ٘ا٘ي

 . ٍٕي وٝ َٞ ىٚ ٭جبٍرٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي. ثٝ ٘٪َ ٔي، إز 1nT  ٚ2nTاٍيت n 0 ٚ

1nT  ٚ2nT  ثب إشفبىٜ ف١َيٝ ٕيٕٙبسيىي ( ِٝثبيي كٌف ٙٛ٘ي. 47-7ٚ آهَيٗ ٔٮبى )

ٙٛى. ٍٝٛر سغييَ ٙىُ يبفشٍي ٔليٚى ٔييٕٙبسيىي وَٟٙف سٟٙب ثٝأب ٘٪َيٝ ٕ

ٙٛ٘ي؛ آٟ٘ب ٞب سٮَيف ٕ٘يس٤ٕٛ وٚ٘، ىٍ ٘٪َيٝ ٦ٕق وَٟٙف  1nT  ٚ2nTثٙبثَايٗ 

ٍٝٛر ٭ىٔ اِٮُٕ ٞبي ٔشٙبٕت ثب لييٞبي وٚ٘ ٖٞشٙي. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ثٝ

 ٍٚ٘ي.   وبٍ ٔيثٝ 1nT ٚ2nT( ثَاي سٮيي51ٗ-7ٔٮبىلار )

 هزسيضزايظ 

 سٛاٖ ٍٚي ٕٙبٍ٘يٜ َُٔي ٭ٙٛاٖ كبِز هبٝي اُ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ٔيىٍ ٘٪َيٝ ٝفلٝ ثٝ

 َٙاي٤ ٕيٕٙبسيىي:

(7-62)
                     

     0 0 0s ,      s ,      s ,


  



 


v v 

 يب َٙاي٤ إشبسيىي:
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      0 0. . . ,       . .  . . ,ns s
s

  


   


v T A A v T n v M n

 
7-63

                                
   0    . . .s v M n v 

سٛا٘ي ٍٚي ٍا ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ايٗ ٔؼٕٛ٭ٝ اُ َٙاي٤ ثَاي ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي سَويجي ٔي

-7سٛاٖ َٙاي٤ )ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ٔي، ثيبٖ ٙٛى. ثٝ ٥ٍٛ ػبيٍِيٗ ٞبي ػِيي اُ لٖٕز

( ٍا ىٍ ٘٪َ ٌَفز. ىٍ َٞ ٘م٦ٝ ثبيي ؿٟبٍ ٣َٙ ٭يىي 63-7( ٚ َٙاي٤ ىٌٚبٖ )62

 اهشٞبٛ ىاىٜ ٙٛى. 

 وٙيٓ:َٙاي٤ ٍٔٛى ٘٪َ ٍا ثٝ ىٚ لٖٕز ٕٔبٕي ٚ ٭ٕٛىي سؼِيٝ ٔي
0 0 0 0 0. ,      . .n n      A n n 

ىٕز ٞبي سٙ٘ ثٝ( ثَ كٖت ُٚع51-7ٔجيٗ ٞبي سٙٚي ثَٙي ٭١َي اُ ٣َٙ سٮبىَ )

1ىٞيٓآيي. ٕٞب٘ٙي ٍفشبٍ ديٚيٗ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ لَاٍ ٔئي 2 0.m m :ٓىاٍي . 

11 21 12 22
1 2

1 2 1 2

,      .n n

M M M M
T T

x x x x

   
   

   
 

 سٛاٖ ثٝ ٍٝٛر ٔٮبىِٝ سه ثَىاٍي ٘يِ ٘ٛٙز:ايٗ وٕيبر ٍا ٔي

 . . . T n M n 

( 62-7ا٘ٛا٫ ٔوشّفي اُ َٙاي٤ َُٔي سَويجي ٚػٛى ىاٍى. ىٍ ايٙؼب هٛى ٍا ثٝ ىٚ سٮَيف )

T .وٙيٓ. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ( ٔليٚى ٔي7-63ٚ ) A  ٝسٟٙب ثv ىٍ ، ثٖشٍي ىاٍى

٤ َُٔي ىٍ ٘٪َيٝ ٝفلٝ ٙجيٝ ٙٛى. ثٙبثَايٗ َٙايسٮَيف ٔي س٤ٕٛ  Mٍٝٛسي وٝ

 ػبيي ٭ٕٛىي ٔٮبىلار سٮبىَ ثٝ ىٚ لٖٕز سؼِيٝ ٔي ٙٛى. لٖٕز اَٚ ٘بٙي اُ ػبثٝ

 إز: 

(7-64 )        

   

       

   

1

1

2
2

2

0 0

0

0

                             ,      ,   

.  .  . . ,

                                      . . . 

n

s s

s
s

s










  



 




 




    



 

v M n v M n

v M n
   

 

 ٙٛى: ٘شيؼٝ ٔي vٞبي ٕٔبٕي ػبييلٖٕز ىيٍَ اُ ػبثٝ
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(7-65)                   
3 4

0 0,     . . . .s s
 

 v v v T A A 

2اي سمٖيٓ ثٙيي ٙيٜ وٝ ٌٛ٘ٝٙٛى وٝ ٕٙبٍ٘يٜ ٝفلٝ ثٝفَٟ ٔي 1    ٚ

4 3    .ثَلَاٍ إز 

آٔيٜ  ىٍ ديٕٛز اِف فَٟٕشي اُ َٙاي٤ َُٔي ٍٕٞٗ ٍايغ ثَاي ٝفلٝ ثَ كٖت 

 إز.

 اًزصي كططي صفحِ

وٙيٓ. ايٗ وٕيز اوٖٙٛ ؿٍبِي اَّ٘ي وٚٚي ٦ٕق ٍا ثب ػِئيبر ثيٚشَي ثٍَٕي ٔي

 ثَاثَ إز ثب:

(7-66  )
   

3
2 2.. tr tr .

2 1 1 24 1 1

Eh Eh
U

 
  

   

   
           

æ..æ+ æ 

Bأب ثب ، اي إز وٝ ىٍ ثبلا ثٍَٕي ٙيَٞ ٦ٕق كبِز هبٝي اُ دٕٛشٝ . دٔ 0

 سٛاٖ اُ ٭جبٍر ؿٍبِي وٚٚي دٕٛشٝ إشفبىٜ وَى: ٔي
1 1 1 1

æ .. ..( ).
2 2 2 2

U T M 
      T M n æ 

 وٙيٓ:ٞب ثبُ٘ٛيٖي ٔيػبييٍا ثَكٖت ػبثٝ Uاوٖٙٛ 

 

 

2

2
3 2 2 2

2 1 1

   .
24 1 1

                                                                                              

u u uEh
U

x x x

Eh

x x x x x x

  

  

     



 

   

 

    
    

       

    
    

          

  

 

 ٞبي ّٝتكَوز
0Uاوٖٙٛ ٘شبيغ ٔٮبىِٝ   ٍٝا ثٍَٕي ٔي وٙيٓ. اُ آ٘ؼبيي وU ٔٮيٗ ٔظجز إز ،

ٝفَ ثبٙي. أب    ٚæٔمياٍ آٖ ٝفَ إز اٌَ ٚ فم٤ اٌَ َٞ ىٚ ٔمياٍ  0  ايؼبة

سٛا٘ي ثَ ٝفلٝ هٛى سٟٙب ثٝ ٍٝٛر ػٖٓ ّٝت كَوز وٙي. ثٝ وٙي وٝ ٦ٕق ٔئي
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سٛا٘ي كَٛ ٔلٍٛ ٭ٕٛى ثَ ٔيبٖ ٝفلٝ ا٘شمبَ ٚ ىٍٚاٖ يبثي. ٔيياٖ ٭جبٍر ىيٍَ ٔي

 ٍٝٛر ُيَ إز:ػبيي ٔشٙب٩َ ثٝ ػبثٝ

 0 0 0 ,     v v n 

0v . 0ثَىاٍ طبثز ىِوٛاٜ ٚال٬ ىٍ ٔيبٖ ٝفلٝ يٮٙي 0vىٍ ايٙؼب  n0ٚيٝ ُا  ُٝاٚي

 0ثَىاٍ ٔىبٖ َٞ ٘م٦ٝ ٚال٬ ثَ ٔيبٖ ٝفلٝ ٚ  ثَىاٍ ، nىٍٚا٘ي طبثز ىِوٛاٜ كَٛ 

ثَاي سغييَ  (41-6ثَىاٍ طبثز ىِوٛاٜ ىٍ ٕٞبٖ ٝفلٝ إز. ايٗ فََٔٛ كبِز هبٝي اُ )

 ٙىُ ٝفلٝ إز.

 ٔٮبىِٝ:

  0æ - 
 سبثٮي ه٦ي إز: 1x  ٚ2xثَ كٖت  ايؼبة ٔي وٙي وٝ  

0 1 1 2 2 ,x x      
0وٝ  1, ٚ2 ىِوٛاٞي ٖٞشٙي.  اُ ٘٪َ فيِيىي ٞبي طبثز٭يى ،  ثب ا٘شمبَ وُ ٦ٕق

1ىٍ ػٟز ٭ٕٛى ٚ ىٍٚاٖ كَٛ ٔلٍٛٞبي  2,i iٝ٭ٙٛاٖ وٖٚب٘ي ٔشٙب٩َ إز.  ثٙبثَايٗ ث

0U، ٕٝ ثٮيي  ٝٞبي وٛؿه ٦ٕق ػبييٞبي ٔشٙب٩َ ثب ػبثٝػبييسٟٙب ثَاي ػبث

 ٕٞب٘ٙي ػٖٓ ّٝت ثَلَاٍ إز. 

 اصل ٍردضي لاگزاًض ًظزيِ سغح

وٙي. اُٝ ٍٚىٙي لاٌَاْ٘ وٖٚب٘ي سغييَ ٔي، ١يبر وَٟٙف ىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝثٝ ىِيُ فَ

ٙٛيٓ وٝ سبثٮي وٙيٓ. يبىآٍٚ ٔيثٙيي ٔياوٖٙٛ اُٝ ٍٚىٙي لاٌَاْ٘ ٍا ثَاي ٦ٕق فََٔٛ

 اَّ٘ي وُ ىٍ وٖٚب٘ي ٕٝ ثٮيي ثٝ ٍٝٛر ُيَإز:

    0 . .  .
v v s

E w dV dV dS     u f u t u 

 .ثب ا٘شٍَاَ ٍٚي ٔيبٖ ٝفلٝ  Vٞبي ٘بُن ىٍ ٔي يبثيٓ وٝ ا٘شٍَاَ ٍٚيثَاي دٕٛشٝ

 ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي ٙٛى. ايٗ ٦ّٔت ثَاي ٦ٕق ٘يِ ثَلَاٍ إز:

    ,
v
w dV U ud


   
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ٍا وٝ ثب وبٍ  Eٙٛى. اوٖٙٛ ػٕلار ثبليٕب٘يٜ ىٍ ( سٮَيف ٔي66-7س٤ٕٛ ) Uوٝ 

وٙيٓ. آٟ٘ب ىٍ ػٕلار ٘٪َيٝ ٦ٕق ثٝ ٍٝٛر ثٍَٕي ٔي، ٘يَٚٞبي هبٍػي ٔشٙب٩َ إز

 ُيَ ٖٞشٙي:

 
4 2

0 0 0 .  .  .nd s dS dS
 


  



 
    

 
  q v v 

 ٙٛى:اَّ٘ي وُ ٦ٕق ثٝ ىٚ ثو٘ سؼِيٝ ٔيثٙبثَايٗ سبثٮي 

    ,E E E  v v 

 وٝ:

 
 

 
4

2

0

.. tr
2 1 1

           .    . 

Eh
E

d s dS



  

 







 
    

  



 

v v

q v v

 

 ٞبي ٕٔبٕي ٚػبيئَث٣ٛ ثٝ ػبثٝ

 
 

2 2

3
2

0 0

 .. tr  
24 1 1

           .     n

Eh
E d

d dS dS



 




 


  







 
     


   





  q n

æ æ æ

 

 ٔشٙبٕت ثب هٕييٌي إز.

Eَٔث٣ٛ ثٝ  v  ٚٞبي ٙٙبٕٝ v  ٚE ثٙبثَايٗ ٖٔبِٝ وٕيٙٝ ٕبُي ، ٖٔشمُ ٖٞشٙي

ٙٛى. ٕٞـٙيٗ ٔي سٛاٖ اَّ٘ي وُ ثٝ ٥ٍٛ٥جيٮي ثٝ ىٚ ٖٔبِٝ وٕيٙٝ ٕبُي سمٖيٓ ٔي

ٍا فََٔٛ ثٙيي وَى: يىي ثَاي سغييَ ٙىُ ٞبي ٕٔبٕي ٚ ىيٍَي ثَاي ىٚ اُٝ ٍٚىٙي 

 هٕييٌي ٦ٕق.

 اصل ٍردضي لاگزاًض ثزاي تغييز ضكل هوبسي

 v٘م٦ٝ دبيياٍ ، ػبيي ٕٔبٕي لبثُ لجَٛٞبي ػبثٝاي اُ ٔيياٍٖٚي ٔؼٕٛ٭ٝ. 9-7قضيِ 

Eاُ  v ٝ( ٍا ٍٚي 60-7اي )ٔٮبىلار سٮبىَ ٝفل ( َ61-7يب ثٝ ٥ٍٛ ٔٮبى ) ٣َٙ ٚ

  وٙي:َُٔي ُيَ ثَآٍٚى ٔي
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 
4

0. . . ,s


v T A A 

Eٔمياٍ ، ٚ ثَ٭ىٔ. اٌَ ٘م٦ٝ دبيياٍ ٚػٛى ىاٙشٝ ثبٙي v وٙي. ٍا وٕيٙٝ ٔي 

ٙبُٔ سبث٬ ٞبي ثَىاٍي ىٚثبٍ  vٞبي ٕٔبٕي لبثُ لجَٛػبيياي اُ ػبثٝٔؼٕٛ٭ٝ

( ٍا ثَآٍٚى 65-7اُ ) 3إز ٚ ٣َٙ َُٔي ٕيٕٙبسيىي ٍٚي  دٌيَ ٍٚي  ٔٚشك

 (.18-7ٔٚبثٝ اٛ لاٌَاْ٘ ىٍ وٖٚب٘ي ٕٝ ثٮيي إز )سَٕيٗ وٙي. اطجبر آٖ  ٔي

سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ وبٍ ٘يَٚٞبي هبٍػي ٘بٙي اُ سٮَيف وّي وبٍ ٚ كبِز ٭ٕٛٔي 

ثيبٖ ٙي. كميمز ٔٮبىلار سٮبىَ ٚ َٙاي٤ َُٔي ٕيٕٙبسيىي وٝ ثَاي ٘م٦ٝ دبيياٍ سبثٮي 

 ٍ ىليك ٘ٛٙشٝ ٙيٜ إز. اَّ٘ي سٮَيف ٙي ثيبٖ وٙٙيٜ ايٗ إز وٝ سبثٮي وبٍ ثٝ ٥ٛ

 اصل ٍردضي لاگزاًض ثزاي سغح خويذُ

 Eاُ ٘م٦ٝ دبيياٍ، ٞبي ٔٙلَف لبثُ لجَٛاي اُ ٔيياٍٖٚي ٔؼٕٛ٭ٝ. 9-7قضيِ 

-7ٚ ٣َٙ َُٔي إشبسيىي ) ( ٍا ٍٚي 59-7( يب )53-7اي )ٔٮبىلار سٮبىَ ٝفلٝ

ٍا وٕيٙٝ  Eوٙي ٚ ثَ٭ىٔ. ٘م٦ٝ دبيياٍ ىٍ ٍٝٛر ٚػٛى ثَآٍٚى ٔي 2( ٍٚي 64

  وٙي. ٔي
ٙبُٔ سبث٬ ٞبيي إز وٝ ىاٍاي ٔٚشك سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ا٘لَاف ٞبي لبثُ لجَٛ

-7ٍا اُ ) 1ثٛىٜ ٚ ىٚ ٣َٙ َُٔي ٕيٕٙبسيىي ٍٚي  ٍٚي  4ٞبي ديٕٛشٝ سب َٔسجٝ 

 وٙي.( ثَآٍٚى ٔي64

 وٙيٓ. ىاٍيٓ:ٍا سٮَيف ٔي Eاوٖٙٛ ٍٚىٗ  احجبت.

   

3 3
2

2

 ..  ..  
24 1 1 12 1 1

                                                        

                                                        .

Eh Eh
tr tr

M

M
x x






 

 
 

   







   
           




 



 æ æ æ æ æ æ

æ 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔيإشٌََٚاىٕىي ثٝ -ٚ ل٢يٝ ٌبٚٓثب إشفبىٜ اُ ايٗ ٍاث٦ٝ 
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2

2

                              

                               

                           . . 

M
M d d M ds

x x x x x

M M
d ds

x x x

M ds
x



  


    

 




  

 




  


  




 



  
   

   

 
  

  






   

  

 



  

  

 

                           . .  

d

ds







 

  





M n

v M n

 

(7-67)                             .  . ,  ds


   v M n 

.ىٍ ايٙؼب    v i  ٚs  .دبٍأشَ ٥ِٛي ٍٚي  إز 

سٛا٘ي ٔي ٭جبٍر  وٙيٓ. ٍٚي( ٍا ثٍَٕي ٔي67-7اوٖٙٛ اهَيٗ ا٘شٍَاَ )

 ٍٝٛر ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٙٛى: ثٝ

,
 

 
 

 
  

 
v 

ىٍ ايٙؼب   n v ٕٔبٓ ثَىاٍي ٍٚي ٝوبٌٍيَي ٕٙبٍ٘يٜ دبٍأشَ ٥ِٛي إز.  ثب ث

s  ٍٚي :ٓىاٍي 

.
s

 



 


 
 

ٞبي سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ٭جبٍر    ٚ  ٍٚي .ٖٔشمُ ٖٞشٙي

sٞبي  ٭جبٍر   ٚ ٍاُ آ٘ؼبيي وٝ ٔمياs   ٚلشي  ٍٚي  ّْٛٔٮ

ٌيَي ػِء ثٝ ػِء ٚاثٖشٝ ٖٞشٙي. ثب ا٘شٍَاَ، ثٝ ٥ٍٛ ٔٙلَٞ ثٝ فَى سٮَيف ٙيٜ، ثبٙي

sسٛاٖ ٔٚشكٔي  ٍٚي ٕٙبٍ٘يٜ ثٖشٝ   :ٍا كٌف وَى 

,
g f

f ds g ds
s s 

 
 

   

وبٌٍيَي ايٗ ٍاث٦ٝ ىٍ اهَيٗ ا٘شٍَاَ ٖٞشٙي. ثب ثٝ sسٛاث٬ ىِوٛاٜ اُ  f  ٚgىٍ ايٙؼب 

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث7-67ٝ)
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   

  

 .  . . .  

                                         . .  .

ds

ds
s

 






 


      

 
   

 v M n v M n v

v M n

 

 ىاٍيٓ: 1ٍٚي 

0 ,






 


 

 ىٍ ٘شيؼٝ:

  

   

  

2

0

. . .  

        . . 

       . . n

E d

ds
s





 

  



       
 

  

 
    





M n q n

v M n

v M n

 

(7-68)                            
2

0. . .ds







      v M n v 

(> ٍا ٍ٘بٜ 2003) ثٝ وٕه فَآيٙي إشب٘ياٍى كٖبثبٖ ٍٚىٙي )ثَاي ٔظبَ =ِجيٚف ٚ وّٛى

0Eسٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ثب ثَلَاٍي ٔٮبىِٝ وٙيي( ٔي   َٛثَاي سٕبْ ٔمبىيَ لبثُ لج

 ،:ٝىٚ ٔٮبىِٝ سٮبىَ ثَاي ٝفل َٞ 

  . . . 0    M n q n ٍٚي  

 ٚ َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي: 

      0. . . . 0n
s

  


     


M n v M n 

ٚ 

  0. . 0  v M n v 2ٍٚي 

 ٙٛى. ا١ٍبء ٔي

ٕٞـٙيٗ ايٗ ٔٚشك ثَ سٮَيف ٝليق وبٍ ٘بٙي اُ ثبٍ ٭١َي ٘يِ ىلاِز ىاٍى؛ َٞ ٘م٦ٝ 

 ٝبىق إز. 2ٍٚي  (64-7ٚ َٙاي٤ َُٔي ) ( ٍٚي 53-7ىٍ )  Eدبيياٍ 



 397           ّبيي ثب كطسبًي خغي                                            : دَستِ 7فصل 

 

َٔث٣ٛ ثٝ ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي  سٛاٖ ٭ىٔ ايٗ ٦ّٔت ٍا طبثز وَى: ػٛاة اوٖٙٛ ٔي

( ىٍ ٔمياٍ لبثُ 53-7إز. ثب ١َة وَىٖ ) Eاي دبيياٍ اُ ( ٘م7-64ٝ٦)، (7-53)

ثٝ ، ٌيَي ػِء ثٝ ػِء ٔٙبٕت ٚ ا٘ؼبْ سجييلار َٔسجٝ ٔٮىٕٛٓذٔ ا٘شٍَاَ، لجَٛ 

0Eٔٮبىِٝ   وٙي. ٍٕيٓ. ايٗ اطجبر ٍا وبُٔ ٔئي 

سٛاٖ ٘ٚبٖ ىاى وٝ ٔي، ثٝ ٍٚٙي ٔٚبثٝ ثب اطجبر وٕيٙٝ ٕبُي اُٝ لاٌَاْ٘ ىٍ وٖٚب٘ي

وٙيٓ دبيياٍي ىٍ ٖٔبِٝ هٕييٌي إز. هٛا٘ٙيٜ ٍا سَغيت ٔي ٕٞب٘ٙي وٕيٙٝ ٙيٖ ٘م٦ٝ

وٝ اطجبر وبّٔي ٍا ا٘ؼبْ ىٞي. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ٍٔٛى ٟٔٓ ىٍ اطجبر وٖٚب٘ي ٕٝ 

ثٮيي سٟٙب ٕبهشبٍ سبثٮي اَّ٘ي وُ ثٛى: ايٗ ٭جبٍر إز اُ ػ٬ٕ سبث٬ ي ٞبي َٔثٮي ٚ 

 ه٦ي إز ٚ لٖٕز َٔثٮي آٖ ٔٮيٗ ٔظجز إز.

ىٕشٍبٞي اُ ، شٝ ثبٙيي وٝ ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ٦ٕق ثٝ ٭ٙٛاٖ ػٖٕي ٕٝ ثٮييسٛػٝ ىاٙ

ٞبي َٔسجٝ ىْٚ ثب ٕٝ ٣َٙ َُٔي ىٍ َٞ ٘م٦ٝ اُ َُٔ ػبيئٮبىلار ٞٓ ُٔبٖ ثَاي ػبثٝ

ٙٛى وٝ ىٚثبٍٜ ثٝ آٍٚيٓ. سجييُ ٖٔبِٝ ثٝ ٖٔبِٝ ٦ٕق ىٚ ثٮيي ثب٭ض ٔيىٕز ٔيٍا ثٝ

اُ َٔسجٝ  ىٕز آيي أب ٔٮبىِٝ َٔث٣ٛ ثٝ ثٝ ػبييٕٝ ٔٮبىِٝ ىيفَاٖ٘يُ ثَاي ػبثٝ

ؿٟبٍْ إز؛ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثب ىٚ ٣َٙ ثَاي َٞ ٘م٦ٝ اُ ِجٝ ٦ٕق ٚ ىٚ ٔٮبىِٝ ىيٍَ اُ 

َٔسجٝ ٖٔبِٝ ٕٝ ثٮيي ٍا ثٝ ٖٔبِٝ ، ٌَىى. افِاي٘ َٔسجٝ ىٕشٍبَٜٔسجٝ ىْٚ سىٕيُ ٔي

 ىٞي.ىٚ ثٮيي وبٞ٘ ٔي

ٚػٛى ىاٍى. إٞيز آٟ٘ب ىٍ ايٗ ٘٪َيٝ  ٞبي ىيٍَي ٘يِ ىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝاَٝٛ ٍٚىٙي

كشي اُ كبِز وٖٚب٘ي ثيٚشَ إز. آٟ٘ب إبٓ ٍٚٗ ٞبي ٭يىي ٚ ثٍَٕي ٕٛالار 

ويفي ٘٪َيٝ ٖٞشٙي. ٕٞـٙيٗ اَٝٛ ٍٚىٙي ىٍ ٕبهشبٍ َٔث٣ٛ ثٝ ٚيَاي٘ ٞبي ٔوشّف 

ٚ سٛاٖ كبِشي اُ سُٛي٬ سٙ٘ ٭ٙٛاٖ ٔظبَ ٔيٌيَى. ثٝ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ٍٔٛى إشفبىٜ لَاٍ ٔي

دييا وَىٖ ٔؼٕٛ٭ٝ ، ىٕز آٍٚىٖ ٔٮبىلار سٮبىَػبيي ٞبي ىٍ أشياى ١وبٔز ٚ ثٝػبثٝ

ٞبيي لبثُ لجَٛ اُ َٙاي٤ َُٔي ٚ اطجبر هٛٗ ٍفشبٍي َٙاي٤ ٔشٙب٩َ ثب ٖٔبيُ ٔمياٍ 

 ٔٮَفي وَى.، َُٔي
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 يكتبيي جَاة

ٕز. يىشب ا، ػٛاة ثَاي ٖٔبِٝ سٮبىَ ىٍ ٘٪َيٝ ٦ٕق ٕٞب٘ٙي ٖٔبِٝ ٕٝ ثٮيي وٖٚب٘ي

ىٍ ايٗ ٍٝٛر ػٛاة كميمشب ، يٮٙي اٌَ ثَهي لٖٕز ٞبي ٕٙبٍ٘يٜ َُٔي ٔميي ٌَىى

ػٛاة ثٝ ٍٝٛر يىشب ، وٙييىشب هٛاٞي ثٛى. ٚلشي ٦ٕق ٕٞب٘ٙي ػٖٓ ّٝت كَوز ٔي

س٤ٕٛ ٔٮبىلار ٚ َٙاي٤ َُٔي ىٍ ثبُٜ كَوشي وٛؿه ّٝت سٮَيف ٔي ٙٛى. ثٝ ٥ٍٛ 

 هلاٝٝ اطجبسي اُ آٖ ٍا اٍايٝ ٔي ىٞيٓ.

ٚ  (53-7)، (65-7)، (60-7ثَاي ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ) 1v  ٚ2vوٙيي وٝ ىٚ ػٛاة  فَٟ

2( ٚػٛى ىاٍى. سفب7-64ُ١) 1 v v v ٝػٛاثي ثَاي ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ٍٕٞٗ إز. ث

 سٛا٘ي ٘م٦ٝ دبيياٍي اُ سبثٮي اَّ٘ي وُ ثبٙي:ٙٛى وٝ ايٗ ٔمياٍ ٔيإٓب٘ي ىييٜ ٔي

.Ud


 

 وٙي وٝ:ٍاث٦ٝ ثبلا ايؼبة ٔي

0.Ud


  

ثٙبثَايٗ ثب ػبيٌٍاٍي ، ٍٝٛر ٍٕٞٗ َٔثٮي ثٛىٜثٝ Uأب  v v ٍىU ٝىٕز ث

آٍٚيٓٔي 2U U  v :ٝىٍ ٘شيؼ ٚ 

2 0.Ud


  

 أب ديٚشَ ٕٛاَ َٔث٣ٛ ثٝ ٝفَ ٙيٖ سبثٮي اَّ٘ي وٚٚي ٍا ثٍَٕي وَىيٓ: ٔٮبىِٝ

0Ud


  

ػبيي وٛؿه ّٝجي اُ ٦ٕق إز. ثٙبثَايٗ يىشبيي ػٛاة ػبثٝ vايؼبة ٔي وٙي وٝ 

ٙٛى وٝ ػبيي ٞبي ّٝت ٚلشي ثٝ ٍٝٛر يىشب ٔيػبثٝسٮبىَ ٘م٠ ٔي ٙٛى:  ػٛاة ٍٚي 

 ليٛى ٕيٕٙبسيه َُٔي ٘ياٙشٝ ثبٙيٓ.

 ( ثٝ ىٕز آٍٚيي.49-7( ٍا اُ )50-7) .96-7توزيي 

. .٘ٚبٖ ىٞيي وٝ  .99-7توزيي  .z   v 

ٚ ٔٚشمبر َٔسجٝ اَٚ ٚ ىْٚ آٖ وٛؿه ثبٙٙي.  ثيبٖ  فَٟ وٙيي  .96-7توزيي 

وبٍ ٍا ثٝ 33-5ٜ ٝفلٝ إز. ٘شبيغ سَٕيٗ سبٍٖ٘ٛ ا٘لٙبء اُ ٦ٕق هٕيي æوٙيي وٝ 

 ثَيي.
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 ىٕز آٍٚيي.( ٍا ث58ٝ-7٭جبٍر ) .97-7توزيي 

 ٞبي ٕٔبٕي ىٍ ٘٪َيٝ ٦ٕٛف ٍا ثيبٖ وٙيي. ػبيياُٝ ٍٚىٙي ػبثٝ .98-7توزيي 

ىاٍاي ٔمياٍ وٕيٙٝ  E، ٘ٚبٖ ىٞيي وٝ ىٍ َٞ ٘م٦ٝ اُ سٮبىَ ٝفلٝ .99-7توزيي 

 إز.

 تذكزات 

وَٟٙف ثٝ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ لبثُ ث٤ٖ إز. ف١َيبر وَٟٙف ىٍ ٘٪َيٝ ٘٪َيٝ ٝفلٝ 

لاٚ ٍٚي  -٘بٔٙي. ٔٮبىلار ىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ وَٟٙفلاٚ ٔي -دٕٛشٝ ٍا ف١َيبر وَٟٙف

ٔيبٖ ٦ٕق ٘ٛٙشٝ ٙيٜ إز. ٕٞـٙيٗ ؿٍبِي اَّ٘ي وٚٚي دٕٛشٝ ثٝ ىٚ لٖٕز سغييَ 

ثَهلاف سؼِيٝ اَّ٘ي  ٙىُ ٞبي ٕٔبٕي ٚ هٕييٜ سؼِيٝ ٔي ٙٛى. ٌَؿٝ ايٗ ٭جبٍر ٞب

ػبيي ٞب اُ سٕبْ َٞ ٕٝ ٔٮبىِٝ سٮبىَ ثَاي ػبثٝ، ٝفلٝ ٖٔشمُ ٖٞشٙي. ٭لاٜٚ ثَ ايٗ

لاٚ اُ  -ػبيي سٚىيُ ٙيٜ إز. ىٍ ا٦ٝلاف ٘٪َيٝ دٕٛشٝ وَٟٙفٞبي ثَىاٍ ػبثِٝٔٛفٝ

٘٪َيٝ ٝفلٝ ديـييٜ سَ إز أب اُ ٘٪َ ويفي وبٔلا ٔٚبثٝ ٖٞشٙي. اُٝ ٍٚىٙي لاٌَاْ٘ 

سٛاٖ شبيي ػٛاة ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ٍا ىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ىاٍيٓ. ٕٞـٙيٗ ىٍ َٞ ىٚ ٔيٚ يى

ٚػٛى ػٛاة ٍا اطجبر وَى أب ايٗ اطجبر ىٍ ٘٪َيٝ دٕٛشٝ ثٝ اثِاٍٞبي ديَٚفشٝ ٍيب١يبر 

 ٘يبُ ىاٍى.  

 ّبي غيز كلاسيك صفحِ ٍ دَستِ در خصَظ ًظزيِ 7-9

 ىييٌبٜ ٍيَٖٙ ىٍ ٍٔٛى ٘٪َيٝ ٝفلٝ ٚ دٕٛشٝ
ٞبي ٚالٮي وٙيٓ وٝ ف١َيبر وَٟٙف سٟٙب ٔٙؼَ ثٝ سمَيجي ثَاي سغييَ ٙىُبىآٍٚي ٔيي

ٞبي ىيٍَي ثَاي ٕ٘بي٘ سغييَ ٙٛى. ىٍ ٔىب٘يه ٝفلٝ ٚ دٕٛشٝ ٍٚٗاػٖبْ ٘بُن ٔي

ٍٔٛى ، ث٤ٖ ٭ٕٛىي ٚ ىيٍَ ٭ٛأُ ٚػٛى ىاٍ٘ي، ٞبي ٕٝ ثٮيي وٝ سغييَ ٙىُ اٍيتٙىُ

ىٞٙي وٝ ٞبي ٍيَٖٙ ٚ ٔيٙيِيٗ اػبُٜ ٔيٍٚٗ، ٌيَ٘ي. ىٍ كبِز هبٛثٍَٕي لَاٍ ٔي

ٞبي ٕٝ ثٮيي ىليك سَي ٍا ثَاي ػٛاة ٖٔبِٝ وٖٚب٘ي ٕٝ ثٮيي دٕٛشٝ ثٖبُيٓ. ٔيَ

 ٙٛى. ٞيف اّٝي ٘٪َيٝ ثب إشفبىٜ اُ ٔٮبىلار ٝفلٝ ٍيَٖٙ سٛٝيف ٔي



 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                               391

 

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔيػبيي ىٍ ٍٚٗ ٍيَٖٙ ثٝ( ٔيياٖ ػبث54ٝ-7ثَهلاف )

(7-69         )             
     2 1 1 2 1 2, , , ,

                  ,     . 0.

x x z x x z x x

z



  

 

   

u v

v n n
 

ٙٛى. ىٍ ٭ٙٛاٖ ُٚايبي ىٍٚا٘ي ٦ٕق ٔم٬٦ دٕٛشٝ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔيثٝ ٞبي ِٔٛفٝ

، كبِز وّي ثَهلاف ٘٪َيٝ وَٟٙف    ٚ  ُٖٔشمُ اv  ٍإز. ثٙبثَايٗ ى

1ٞبي ٘٪َيٝ ٍيَٖٙ دٙغ ٔشغيَ ٔؼَٟٛ ٚػٛى ىاٍى: ِٔٛفٝ 2, ,    ُاv ٝٞبي ٚ ِٔٛف

1 2,   ُاٗاٍيت ٭١َي ىٍ ٘٪َيٝ ٍيَٖٙ ىاٍاي ١ٚٮيشي ٕٞب٘ٙي  ٞبي وٚٚي. ٔجي

ٞبي سٙٚي هٕييٌي ٚ ديـٚي ٖٞشٙي. آٟ٘ب ثَ هلاف آ٘ـٝ ىٍ ٞبي سٙ٘ ٚ ػفزٔجيٗ

ٖٔشمُ ثٛىٜ ٚ ثٙبثَايٗ لاُْ إز وٝ ٔٮبىلار ٕبهشبٍي ، افشئيَ وَٟٙف اسفبق ٔي

اي ٝفلٝ ثٙيي ٙٛى. ٙىُ ٔٮبىلار سٮبىَ ثَ( ف47ََٛٔ-7ا١بفي ىٍ أشياى ه٣ٛ٦ )

 ( إز:45-7ٍيَٖٙ ٕٞب٘ٙي ٘٪َيٝ وَٟٙف يٮٙي )

(7-70   )                . ,     . ,      T q 0 M T m 0 

 q  ٚmسَسيت سبٍٖ٘ٛ ٔجيٗ سٙ٘ ٚ سبٍٖ٘ٛ ػفشي سٙ٘ ثٛىٜ ٚ ثٝ T  ٚMىٍ ايٙؼب 

ٖٞشٙي. سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ  ٞب ٚ ٘يَٚٞبي سُٛيٮي ٍٚي وٙٙيٜ ػفزثيبٖ

. 0 mnٝ( يىٖبٖ ٖٞشٙي. 51-7( ٚ )50-7اي ثب ) . ايٟٙب ثَ كٖت ٕ٘بي٘ ِٔٛف 

 ٔٮبىلار ىيٙبٔيىي ٘٪َيٝ ٭جبٍسٙي اُ:

(7-71                       )1

1 2

      . . ,

. . . ,T

v  

  

    

      

T q v

M T m v
 

 سبٍٖ٘ٛٞبي ِوشي ثٛىٜ ٚ ثَاثَ٘ي ثب: 1  ٚ2، ؿٍبِي دٕٛشٝ ٦ٕق إز وٝ 

2 2.T   
 َٙاي٤ َُٔي ٝفلٝ ٭جبٍسٙي اُ

(7-72 )                            
1 3

0 0,          ,v s s
 

  v 

(7-73)                             
2 4

0 0. ,        . ,s s
 

   T M 

وٝ  0 sv  ٚ 0 s ٞبي ثَىاٍي اُ دبٍأشَ ٥َٛسبث٬s   ٝ0ٖٞشٙي و.  n . آٟ٘ب 0

وٙٙي. ثب ىٍ ٞبي َُٔ ٍا سٮَيف ٔيػبيي ٞب ٚ ؿَه٘ ٍٚي ثَهي اُ لٖٕزسَسيت ػبثٝثٝ
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٘٪َ ٌَفشٗ s ٚ s ٞبي سٙ٘ ٚاٍى ثَ ِجٝ ٝفلٝ ٞبي سٙ٘ ٚ ػفزسٛاٖ ٔجيٗٔي

 ٍا سٮَيف وَى.    0n .ٕبوٗ 

 ٍٝٛر ُيَ ٖٞشٙي:ٕبهشبٍي ىٍ ٘٪َيٝ ٝفلٝ ٍيَٖٙ ثٝ ٔٮبىلار

(7-74)
                     

. .. ,     . . ,       .. .     T A C T n M D 

T .ىٍ ايٙؼب   n سبٍٖ٘ٛ ٔجيٗ سٙٚي ٦ٕق ،. T n ٗٞبي سٙٚي اٍيت ٭١َي ٚ ٔجيM 

سبٍٖ٘ٛ   ٙٛى: ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ ٔيٞبي وٚ٘ ثٝسبٍٖ٘ٛ ػفشي سٙ٘ إز. ا٘ياُٜ

ٞبي ثَٖٚ سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ kٚٞبي اٍيت ٭١َي ثَىاٍ وٚ٘  ، ايوٚٚي ىٍٖٚ ٝفلٝ

 ٍٝٛر ُيَ إز:ٞب ثٝاي إز. سٮَيف ايٗ وٕيزٝفلٝ

  1
,      ,     .

2

T

            v v n 

سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ  C  ٚDٕ٘بىٌٌاٍي ثبليٕب٘يٜ ثَاثَ إز ثب سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ؿٟبٍْ 

  وٝ هٛاٛ ٕوز ٙيٌي ٔٛطَ ٝفلٝ ٍا سَٚيق ٔي وٙٙي؛ ايٗ وٕيبر ثٝ هٛاٛ ٔٛاى

ىٍ كبِز يىٙٛاهز ثٛىٖ ٝفلٝ وٝ هٛاٛ ٝفلٝ ٚ ٞٙيٕٝ ٦ٕق ٔم٬٦ ثٖشٍي ىاٍ٘ي. 

ٍٝٛر ُيَ سبٍٖ٘ٛٞبي ٕوز ٙيٌي ٔٛطَ ثٝ، سمبٍ٘ي كَٛ ٔيبٖ ٝفلٝ ٚػٛى ىاٍى

 ٖٞشٙي:

 

 

11 22 2 2 4 4

22 2 2 4 4 33 3 3

,

,

,

C C A

D D

  

  

  

C AA A A A A

D A A A A A A

A

 

 وٝ:

1 1 2 2 2 1 1 2 2

3 1 2 2 1 4 1 2 2 1

,          ,

,          ,

   

   

A i i i i A i i i i

A i i i i A i i i i
 

 ٚ1i  ٚ2i  1ثَىاٍٞبي دبيٝ يىٝ ثب ٣َٙ 2. 0i i ىٞيٓ ٍٚي ٔيبٖ ٝفلٝ ٖٞشٙي. لَاٍ ٔي

1 A Aىٕز آٍٚى:سٛاٖ ثٝ. ٍاث٦ٝ سٮبٔي ُيَ ٍا ٔي 

 
1

 ..       , 1,2,3,4 .
2

i j ij i j A A 

ٍٝٛر ُيَ سٮَيف ثَاي ٝفلٝ ٍٕٞٗ يىٙٛاهز ثٝ ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٕوز ٙيٌئِٛفٝ

 ٙٛى: ٔي
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   

   

11 22

3 3 3

33 22

,          ,
2 1 2 1

,          .
24 1 24 1 12

Eh Eh
C C h

Eh Eh h
D D


 



 

  
 

  
 

 

 ٍٝٛر ُيَ إز:ٕوز ٙيٌي هٕييٌي ولإيه ثَاي ٝفلٝ ثٝ

(7-75             )           
 

3

33 22 2
.

12 1

Eh
D D D


 


 

 ؿٍبِي ٦ٕق ٚ سبٍٖ٘ٛ ِوشي ٭جبٍسٙي اُ:

(7-76)
            

3

0
0 1 2,      0,     ,        ,

12

h
h


       A 

 ؿٍبِي ٔبىي ٝفلٝ إز.  0وٝ 

 ٙٛى:ٕوز ٙيٌي اٍيت ٭١َي ثٝ ٍٝٛر ُيَ ىاىٜ ٔي 

(7-77             )                           ,k h  

إز وٝ ثَاي اِٚيٗ ثب س٤ٕٛ سيٕٛٙٙىٛ ىٍ ٘٪َيٝ  ٭بُٔ سٞليق اٍيت kىٍ ايٙؼب 

14ٔيٙيِيٗ، kثَاي ٔمياٍ ٔٮَفي ٙي.  13دَسٛ
 

2 /12k َٖٙ15ٍا اٍايٝ ىاى. ٍي 

5ٔمياٍ ٔٚبثٝ /6k  ٍا اٍايٝ ٕ٘ٛى. ىٍ ٔمبلار ٔمبىيَ ىيٍَ ثَايk ًوَ ٙيٜ إز ،

٥ٍٛ ٔٚوٜ ٔمياٍثٝ، ا٘ي٭ٙٛاٖ ٔظبَ ثَاي ٝفلبسي وٝ ىٍ ١وبٔز ث٦ٍٛ لٛي ٘بٍٕٞٗ ثٝ

k 16ثب ٔمبىيَ ثبلا ٔشفبٚر إز.      

  

                                                                                                                                        
13 Timoshenko, S. P. On the correction for shear of the differential equation for transverse 

vibrations of prismatic bars. Phi l . Mag. Ser . 6, 41, 744–746, 1921. 

 
14 Mindlin, R.D. Influence of rotatory inertia and shear on flexural motions of isotropic, 

elastic plates. Tr ans. ASME J. Appl . Mech., 18, 31–38, 1951. 

15
 Reissner, E. On the theory of bending of elastic plates. J. Math. Physics, 23, 184–194, 

1944. 
 
16

 Altenbach, H., and Eremeyev, V.A. Direct approach based analysis of plates composed 

of functionally graded materials. Ar ch. Appl . Mech., 78, 775–794, 2008. 
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 ٍٝٛر ُيَ إز:ؿٍبِي اَّ٘ي وٚ٘ ثَاي ٝفلٝ ٍايَٖٙ ثٝ
1 1 1

.. .. .. .. . . .
2 2 2

U         C D 

 ٙٛى وٝ:ىٍ ايٙؼب ىييٜ ٔي

. ,      . ,      .     
U U U

  

  
  
  

TA Tn M 

1( اُ دٙغ ٭يى ٘بٙٙبهشٝ 51-7( ٚ )50-7دٙغ ٔٮبىِٝ ٭يىي ) 2 1, , ,     ٚ2  ُسٚىي

 وٙي:ٍٝٛر ُيَ سغييَ ٔيىٍ ٔيَ ٍايَٖٙ ثٝ ( ثَاي 59-7ا٘ي. ٔٮبىِٝ )ٙيٜ

(7-78)
                                     

4 .n n

D
D q q   


 

ىِيُ ىٕز آٔيٜ اُ ل٢يٝ ٍايَٖٙثَاي ثبٌٌٍاٍي ٞبي ثٖيبٍ ٙييي غيَ ٍٕٞٗ ثٝ٘شبيغ ثٝ

ٚػٛى ػّٕٝ ا١بفي   nD q  ٔيَ  ٥ٍٛ ٔٚوٜ اُ ٘شبيغ َٔث٣ٛ ثٝسٛا٘ي ثٝٔي

 وَٟٙف ٔشفبٚر ثبٙي.

 ديٟٚٙبى ُيَ ٍا ثَاي هٛا٘ٙيٌبٖ ٭لالٕٙي ىاٍيٓ.

 ىٕز آٍٚيي.( ٍا ث78ٝ-7ٔٮبىِٝ ) .91-7توزيي 

ٖٔبيُ ىيٙبٔيىي ٚ كبِشي اُ ٔٛاى غيَ ، ل٢يٝ ٍايَٖٙ ٔٮٕٛلا ثَاي ٝفلبر غيَ ٘بُن

ر ثيٚشَ ٙٛى. ٕ٘بي٘ ثب ػِئيبثٝ وبٍ ٌَفشٝ ٔي، يىٙٛاهز وٝ ىاٍاي ٕوشي ٔبيُ ٖٞشٙي

(> يبفز؛ ٕٞـٙيٗ 2006(؛ ّيّيٗ )2000ٍىي ٚ ِي )، سٛاٖ ىٍ =ٚاً٘ايٗ ل٢يٝ ٍا ٔي

 ٍا ٍ٘بٜ وٙيي. 18ٚ ٌَيٍِٛيٛن ٚ ّْٕٚف 17آِشٙجبم

 

                                                                                                                                        

 
17 Altenbach, H. An alternative determination of transverse shear stiffnesses for sandwich 

and laminated plates. I nt . J. Sol i ds St r uct ., 37, 3503–3520, 2000. Altenbach, H. On the 

determination of transverse shear stiffnesses of orthotropic plates. ZAMP, 51, 629–649, 

2000. 
 
18 Grigolyuk, E.I., and Selezov, I.T. Noncl assi cal  t heor i es of  vi br at i on of  beams, pl at es 

and shel l s (in Russian). In: Itogi nauki i tekhniki, Mekhanika tverdogo deformiruemogo 

tela, vol 5, VINITI, Moskva, 1973. 
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 ّبي هزتجِ ثبلاتز صفحِ ٍ دَستِ   ًظزيِ

ٞبي َٔث٣ٛ ثٝ ل٢يٝ ه٦ي إز. ىٍ ٘ٛٙشٝ z( ى69ٍ-7ػبيي ٔيياٖ )سمَيت ػبثٝ

ي اّٝي ث٤ٖ ٍٚثَٚ ٖٞشيٓ. اييٜ zػبييٞبي ػبثٝثبلاسَي اُ سمَيتٞبي دٕٛشٝ ثب َٔسجٝ

سٛاٖ ٔشٮّك ثٝ وٛٙي ٚ دٛإٖٛ إز. ؿٙيٗ ٔي zٞبيػبيي ثَ كٖت َٕي سٛاٖػبثٝ

ٌفز وٝ ٔٮبىِٝ ػَٔيٗ ثَاي سغييَ ٙىُ ٝفلٝ ٘ٚبٖ ىٞٙيٜ ل٢يٝ َٔسجٝ ٝفَ إز ثٝ 

سٛا٘ي ثٝ ٭ٙٛاٖ ( ٔي69-7ثٖشٍي ٘ياٍى. ٔٮبىِٝ ) ٥zٍٛي وٝ ٔيياٖ سغييَ ٙىُ ثٝ

ٞبي ل٢يٝ َٔسجٝ ث٤ٖ ثَهي ٚيَاي٘  اي اُ ل٢يٝ َٔسجٝ اَٚ ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى. دبيٝ

ٞبي ٚالٮي ٕٞب٘ٙي ؿٍٍٛ٘ي سٮَيف آٖ ثبلاسَ ىٍ سٮياىي اُ وبٍٞب آٔيٜ؛ ٌَؿٝ ىٙٛاٍي

 يبثي.ٍٚي َٙاي٤ َُٔي ٚ سٮجيَ فيِيىي َٔسجٝ ثبلاسَ ٕٔبٖ افِاي٘ ٔي

ثٝ ٭ٙٛاٖ ٔظبَ ل٢يٝ ٝفلٝ َٔسجٝ ْٕٛ ٍا ٍٔٛى ثٍَٕي لَاٍ ٔي ىٞيٓ. ٍَٔٚي ثَ اىثيبر 

ػبيي (> ٚػٛى ىاٍى. ٔيياٖ ػبث2000ٍٝىي ٚ ِي )، ايٗ ٚيَاي٘ اُ ل٢يٝ ىٍ ٔمبِٝ =ٚاً٘

 ٙٛى:٥ٍٛ سمَيجي ُيَ ثيبٖ ٔيثٝ

(7-79     )         
       3

1 2 1 2 1 2 1 2

3

, , , , ,

                  ,

x x z x x z x x z x x

z z

 

 

  

   

u v

v n 
.وٝ  0vn  ٚ  ٚ ٝوٝ ٥ٍٛيسٛاثٮي ٖٞشٙي ث. 0 n  ٚ. 0 n  .ثَلَاٍ إز

 ديٟٚٙبى ىاى: سٛاٖ ٭جبٍر ُيَ ٍا ثَاي ٔي، ثَاي كبِشي هبٛ

  ,      

وٝ  24 3h   ٚh ٙٛى ثب:١وبٔز ٝفلٝ إز. سبٍٖ٘ٛ وٚ٘ ثَاثَ ٔي 

(7-80)                            
 

 
1

,
2

     n n 

 وٝ
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     

     

 

3

3

2 2 2

 
2 2

  2 ,
2 2

3 3 3 ,

2 .     

T T

T T

T

z z

z z

z z z

     

      

      



        

          

     

  v v

 

Mٚ ُٚع ٞبي سٙٚي  nTسٙٚي اٍيت ٭١َي، Tٞبي سٙٚئجيٗ  ٝىٍ ل٢يٝ َٔسج

ٞبي سٙٚي َٔسجٝ ثبلاسَ أب ثَهي وٕيبر ا١بفي ٕٞب٘ٙي ٔجيْٕٗٛ لبثُ سٮَيف ٖٞشٙي. 

P  ٚR وٙيٓ:ٍا سٮَيف ٔي 
2 2

3
2 2

,               ,
h h

n n
h h

T dz T dz        
 

     

(7-81)                     
2

2
,

h

h
M z z dz   


   

2 2
3 3 2 2

3
2 2

,      . 
h h

n
h h

p z z dz R z z dz        
 

     

ٞبي ( ٍا ثَكٖت ِٔٛف81ٝ-7ٔٮبىِٝ )، (56-7( ٚ )80-7ثب إشفبىٜ اُ ) .99-7توزيي 

  ٚٝىٕز آٍٚيي. ث 

ثَاي كبِز ٦ٕلي ثٛىٜ وٝ ٙىُ آٖ ٙٛى. اِٚي ٔٮبىلار سٮبىَ ثٝ ىٚ ىٕشٍبٜ سؼِيٝ ٔي

 ٕٞب٘ٙي ل٢يٝ وَٟٙف إز:

(7-82)             
 

11 21 12 22
1 2

1 2 1 2

0,       0.
T T T T

q q
x x x x

   
     

   
 

 ٙٛى:( ثب َٙاي٤ َُٔي ُيَ وبُٔ ٔي82-7ٔٮبىلار )

(7-83     )              
1 2

0 0,          . . ,v s s
 

  v AT 

 وٝ
0 0

1 2 1 2 . 0,      . 0,     ,      .           n v n 

 ٔٮبىلار سَويجي ٭جبٍسٙي اُ:
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 

 

11 11 222

22 22 112

12 12

,
1

,
1

.
1

Eh
T

Eh
T

Eh
T









   


   


 


 

 ٙٛى:ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ثَاي ٝفلٝ هٕييٜ ثب ٔٮبىلار سٮبىَ ُيَ ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي
2 2 2

1 2 11 12 22

2 2

1 2 1 1 2 1

11 12
1

1 2

2 0,

ˆ ˆ
ˆ                    0,

n n
n

n

T T P P P
q

x x x x x x

M M
T

x x


     
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      
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  
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(7-84        )                  12 22
2

1 2

ˆ ˆ
ˆ 0,n

M M
T

x x

 
  

 
 

 وٝ
ˆ ˆ,     3 .n nM M P T T R          

 َٙاي٤ َُٔي ٕيٕٙبسيىي ثَاي ٖٔبِٝ هٕييٌي ٙبُٔ ؿٟبٍ ٔٮبىِٝ ٭يىي ُيَ إز:

     0 0 0,          ,     ,ns s s
n 




    


  


 

.0 . 0وٝ  nٗٞبي سٙٚي ٚ ُٚع، ٞبي سٙٚي. َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي ثَكٖت ٔجي

ٍىي ٚ ، سٛا٘ٙي ثٝ ٔٙبث٬ اّٝي =ٚاً٘ٙٛى؛ ٭لالٕٙياٖ ٔيٞبي َٔسجٝ ثبلاسَ ثيبٖ ٔئٕبٖ

 َٔاػٮٝ وٙٙي.  21ٚ ٍىي 20ِٛيٖٖٙٛ، 19(> ٚ وي2000َِِِٙي )

                                                                                                                                        
19 Kienzler, R. On consistent plate theories. Ar ch. Appl . Mech., 72, 229–247, 2002. 

 
20 Levinson, M. An accurate, simple theory of the statics and dynamics of elastic plates. 

Mech. Res. Comm., 7, 343–350, 1980. 

 
21 Reddy, J.N. A simple higher-order theory for laminated composite plates. Tr ans. 

ASME J. Appl . Mech., 51, 745–752, 1984. 
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ىٞٙي وٝ ؿَا سٛػٝ ىاٙشٝ ثبٙيي وٝ ل٢بيبي ٝفلٝ ٚ دٕٛشٝ َٔسجٝ ْٕٛ ٚ ثبلاسَ ٘ٚبٖ ٔي

ثٙيي ٍٚىٙي ٘يبُ إز. ايٟٙب سٟٙب ٍاٜ سٮَيف ٝليق َٙاي٤ َُٔي إشبسيىي ثٝ فََٔٛ

 ٖٞشٙي.

 هتزيدَستِ ّبي هيكزٍ سغحي يب قضيِ دَستِ ضص دبرا

ٞبي ٔيى٦َٕٚلي ٍا ٦َٔف ل٢يٝ دٕٛشٝ، ٭ٙٛاٖ ٔظبِي اُ ل٢يٝ دٕٛشٝ غيَ ولإيىيثٝ

يٛػيٗ ٚ فَاٖ٘ئ =وَٕٛار ٚ ، وٙيٓ. ٍيٚٝ آٖ اثشيا ىٍ وبٍٞبي ثَاىٍاٖ وَٕٛارٔي

ٞب ىٍ وبٍٞبي أٍيف ٚ ُٚثٛف (> آٔيٜ إز.  ل٢يٝ ٔيى٦َٕٚلي دٕٛش1909ٝوَٕٛار )

 (> ٚ ىيٍَاٖ ثيبٖ ٙيٜ إز. 2006يٗ =ّيّيٗ )ّيّ، (>2008=أٍيف ٚ ُٚثٛف )

ٔٮبىلار ىيٙبٔيىي ٚ ٕيٕٙبسيه دٕٛشٝ ىٍ ايٗ ل٢يٝ ثب ٕٞيٗ ٔٛاٍى ىٍ ل٢يٝ دٕٛشٝ 

ٞبي ِيجبي ٚ ٕيٕٛ٘يُ =ِيجبي ٚ ٙ٘ دبٍأشَي وٝ ٚيَايٚي غيَه٦ي اُ آ٘ـٝ ىٍ وشبة

ٔبوٛفٖىي ٚ ، (> ٚ ؿَٚٙيّٕٛىي ٚ ٕٞىبٍاٖ =ؿَٚٙيّٕٛىي1998ٕيٕٛ٘يُ )

٦ٔبثمز ىاٍى. ل٢يٝ ٝفلٝ ٔيى٦َٕٚلي ىٍ ٘ٛٙشٝ اٍيٍٙٗ ، (> آٔي2004ٜشَاّويٛيْ )دي

ٌيَي ٍٚي ١وبٔز ٦ٕق إز ٍٞٙبٔي (> ٚػٛى ىاٍى. إبٓ آٖ ا٘شٍَا1999َ=اٍيٍٙٗ )

وٝ ٔبىٜ آٖ ثٝ ٍٝٛر ديٕٛشبٍ وَٕٛاسي ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٙٛى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ اُ ل٢يٝ ٙ٘ 

 ٙٛى.ٙ٘ سبث٬ ٭يىي ٘بٔٮّْٛ ٍا ٙبُٔ ٔي دبٍأشَي ٝفلٝ ٔشفبٚر إز ُيَا ثي٘ اُ

ٕيٕٙبسيه ٦ٕق دٕٛشٝ ثب ٙ٘ وٕيز ٭يىي لبثُ سَٚيق إز وٝ ٕٝ سب اُ آٟ٘ب ِٔٛفٝ 

ٖٞشٙي. ثٙبثَايٗ  ٞبي ثَىاٍ ٔيىَٚ ؿَهٚي ٚ ٔبثمي ِٔٛفٝ vػبيي ٞبي ثَىاٍ ػبثٝ

 ٙٛى. ثَىاٍ  سَٚيق ٔي v  ٚٞبي ٙ٘ ىٍػٝ آُاىي َٞ دٕٛشٝ هبٛ ثب ِٔٛفٝ

.٭جبٍر  0 n وٙي؛ ثَىاٍٞبي ٍا ا١ٍبء ٔيv  ٚ ٝ٥ٍٛ ٔشمبثُ ٖٔشمُ ٖٞشٙي. ايٗ ث

ٞبي ػفشي ٚ ثَٞٓ وٙ٘ ؿَهٚي ًٍار ٙجيٝ ٚيَاي٘ ىٚ ثٮيي ٔلي٤ وَٕٛار ثب سٙ٘

 إز. 

سٛاٖ ُٚع ٘يَٚي ٚاٍى ثَ دٕٛشٝ ٍا سٮييٗ وَى. ىٍ ايٙؼب َٔسجٝ ثَاي دٕٛشٝ ٔيى٦َٕٚق ٔي

ٙٛ٘ي. سُٛي٬ وٝ ثب ٙ٘ ٣َٙ ٍٚي ِجٝ دٕٛشٝ سىٕيُ ٔيإز  12ٔٮبىلار سٮبىَ ثَاثَ 

، سٛاٖ ٍٚي لٖٕشي اُ ِجٝ وٝ ىاٍاي ٕبهشبٍ ٞٙيٕي آُاىسَي إز٘يَٚٞب ٚ ُٚع ٞب ٍا ٔي

ٞبي  سٮييٗ وَى. ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ثب٭ض ٌٖشَٗ ىأٙٝ وبٍثَىي ايٗ ل٢يٝ ىٍ ٔمبيٖٝ ثب ل٢يٝ
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دٕٛشٝ ٔميي ، َٙاي٤ َُٔي ٍٔٛى ثٍَٕي ثبلا ٔي ٙٛى: يٮٙي ٔي سٛاٖ ٌفز وٝ ثب سٮييٗ

 ثٝ ػٖٓ ّٝت لبثُ سَٚيق إز.

ىٍ كبِز هبٛ ثَاي سَٚيق دٕٛشٝ ٞبي ا٘ٚٮبثي ٚ اػٖبْ ىاٍاي ىيٛاٍٜ ٘بُن ثب ٕبهشبٍ 

ٞبي دٕٛشٝ، ٞبي ؿٙي لايٝ يب سَويجي ٖٞشٙيىٍٚ٘ي ديـييٜ وٝ ٙبُٔ ٦ٕٛف ٚ دٕٛشٝ

ٙ٘ ١ّٮي يب ٕبهشٝ  ثٙيي ىاهّي ثب سيَن ٞبي ٭ٕٛىي ٚ ٔٚبثٝ آٍاي٘ىاٍاي سمٖيٓ

 ٙٛى.ٙيٜ اُ ٔٛاى ثٖيبٍ ٔشوّوُ اُ ل٢يٝ ٔيى٦َٕٚق إشفبىٜ ٔي

آٍٚيٓ. ىٕز ٔياوٖٙٛ ٔٮبىلار دٕٛشٝ ٔيى٦َٕٚق ٍا ثَاي سغييَ ٙىُ وٛؿه ثٝ

 ٔٮبىلار ىيٙبٔيىي ثَاثَ٘ي ثب:

(7-85   )             1

1 2

 .  . ,

 . .  . ,T

v

v

  

  

    

      

T q

M T m
 

ُٚػي ٕٞب٘ٙي آ٘ـٝ سَسيت ٭جبٍسٙي اُ سبٍٖ٘ٛٞبي سٙٚي ٦ٕق ٚ سٙٚي ثٝ T  ٚMوٝ 

سبٍٖ٘ٛٞبي ايَٕٙي  1  ٚ2، ؿٍبِي ٦ٕق دٕٛشٝ إز ، ىٍ ل٢يٝ وَٟٙف آٔي

2ٔشمبٍٖ إز يٮٙي  2ٖٞشٙي وٝ  2

T   ، ٚq  ٚm ٝسَسيت ثَاثَ ٘يَٚٞب ٚ ث

سٛاٖ يه ُٚع ؿَهٚي ٞبي سُٛي٬ ٙيٜ ٦ٕلي ٖٞشٙي. ٕٞـٙيٗ ىٍ ايٗ ل٢يٝ ٔي ُٚع

 ٍٝٛر ُيَ ٖٞشٙي:ى. ٔٮبىلار سٮبىَ ثٝ)يب ٕٔبٖ ىٍٚا٘ي( ثَاي ٦ٕق دٕٛشٝ ديٟٚٙبى ىا

(7-86)             . 0,         . .      T q M T m 0 

 سٛا٘ي ثٝ ٍٝٛر ٕيٕٙبسيىي:َٙاي٤ ىٍ ٘مب٣ َُٔي ٔي

(7-87    )              
1 3

0 0,          ,v v s s
 

   

 يب إشبسيىي:

(7-88)                
2 4

. ,          . ,s s
 

   T M 

و٥ٍٝٛيثٝ، ثبٙٙي 0 sv  ٚ 0 s  َٛثب سٛاث٬ ثَىاٍي دبٍأشَ ٥s ٙٛ٘ي وٝ ىاىٜ ٔي

ٞبي ٦ٕق ٚ ٙٛى. سِٙ٘جٝ دٕٛشٝ س٤ٕٛ آٟ٘ب سٮَيف ٔيٞب ٚ ٔيىَٚ ىٍٚاٖ ػبييػبثٝ

ٞبي سٙٚي ٍٚي ِجٝ ثب سٛاث٬ُٚع s ٚ s ٙٛ٘ي. ىٍ ايٙؼب ىاٍيٓ:سٮييٗ ٔي 

1 2 3 4 2 1 4 3        \         \ .              
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( ٚ 70-7ٙىُ ٔٮبىلار سٮبىَ ٚ ىيٙبٔيىي ثَاي دٕٛشٝ ٔيى٦َٕٚق سفبٚسي ثب ٍٚاث٤ )

0m . ( ٘ياٍى. ىٍ ايٗ ل٢يٝ ثٝ ٥ٍٛ وّي 7-71) n  ٚ . 0n  ثَلَاٍ إز. ىٍ كبِز

M . هبٛ  n 0. 

 ٍٝٛر ُيَ ٖٞشٙي:ٞبي وٚٚي ثٝا٘ياُٜ

(7-89)                       
 

,     ,      v A 

 سَسيت سبٍٖ٘ٛٞبي وٚٚي ٘بٔشمبٍٖ ٚ وٚٚي هٕييٌي ٖٞشٙي.ثٝ   ٚىٍ ايٙؼب 

ٔٮبىلار اّٝي ثَاي َٞ دٕٛشٝ وٖٚبٖ ثب إشفبىٜ اُ ؿٍبِي اَّ٘ي وٚٚي 

 ,U U   ٙٛى:٘ٚبٖ ىاىٜ ٔي 

(7-90)
                          

,        .
U U

 

 
 
 

T M 

 ىاٍاي ٙىُ ىٍػٝ ىْٚ اُ ٔشغيَٞب إز: Uثَاي دٕٛشٝ ٍٕٞٗ 

(7-91)
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k  ٚىٍ ايٙؼب  1,2,3,4k k  ( 91-7ٔيَٚ ٞبي وٖٚب٘ي ٖٞشٙي. ثب ػبيٌٍاٍي )

 آٍٚيٓ:ىٕز ٔي( ث90ٝ-7ىٍ )

(7-92)            
 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

 tr . ,

 tr . .

T

T

       

       

   

   

T A n n

M A n n
 

ٞبي ( ٖٔبِٝ ٔمياٍ َُٔي ه٦ي ثب سٛػٝ ثب ٔييا92ٖ-7( ٚ )88-7) -(86-7ٔٮبىلار )

وٙي وٝ سَٚيق وٙٙيٜ سٮبىَ دٕٛشٝ ٔيى٦َٕٚق ىٍ ػبيي ٚ ٔيىَٚ ىٍٚاٖ ٍا ثيبٖ ٔيػبثٝ

-7( ػبيٍَيٗ )85-7ٔٮبىِٝ )، كبِز سغييَ ٙىُ وٛؿه ٖٞشٙي. ثَاي ٖٔبيُ ىيٙبٔيىي

ٙٛى. ل٢يٝ دٕٛشٝ ٍايَٖٙ ٍا ٔي سٛاٖ ثب ىٍ ٘٪َ ٌَفشٗ ثَهي ف١َيبر سىٕيُ ( ٔي86

 ٔيى٦َٕٚق ىٍ ٘٪َ ٌَفز. اي اُ ل٢يٍٝٝٛر ٘شيؼٝوٙٙيٜ ثٝ

. اُٝ ثٙيي وَىسٛاٖ ثَهي اَٝٛ ٍٚىٙي ٍا فََٕٔٛٞب٘ٙي ىيٍَ ٘٪َيبر دٕٛشٝ ٔي
ىٕز ثَاي دٕٛشٝ ٔيى٦َٕٚق وٖٚبٖ اُ فََٔٛ سبثٮي اَّ٘ي وُ ثٝ ٍٚىٙي لاٌَاْ٘

 آيي: ٔي
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(7-93         )              , , , ,E U d A   


 v v 

وٝ دشبٖ٘يُ ٘يَٚٞبي هبٍػي  ,A v :ثَاثَ إز ثب 

   
2 4

, . .   . . .A d ds ds
 

   


     v q v m v 

سبثٮي  ,E v ٝػبيي ٚ ٞبي ٔشغيَ ثٝ ٙير ديٕٛشٝ ػبثٝاي اُ ٔيياٍٖٚي ٔؼٕٛ٭

ٙٛى. ػفز ىٍ ٘٪َ ٌَفشٝ ٔي، وٙٙي( ٍا ا١ٍبء ٔي87-7ٔيىَٚ ىٍٚاٖ ٞب وٝ ) ,v  ٝو

٘م٦ٝ دبيياٍ ، ( ٍا ا١ٍب ٔي وٙي7-88( ٚ )7-86) ,E v  إز. اٌَ اُٝ دبيياٍي

 ٍٕي.وٕيٙٝ هٛى ٔي( ثٝ كبِز 93-7سبثٮي )، لاٌَاْ٘ ٍٚي ػٛاة سٮبىَ وٕيٙٝ ثبٙي

 آيي.اوٖٙٛ اُٝ ٍٚىٙي ٍيّي ثٝ ٍٝٛر ُيَ ثٝ ىٕز ٔي
اي اُ سٛاث٬ ثب َٙاي٤ َُٔي ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝ

1 3

0,  0
 

 v ، وٝ اُ ليي ُيَ ديَٚي

 وٙي: ٔي

 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2

1 1
, . . . . . 1,

2 2
K d    



 
       

 
v v v v 

 ٔيٞبي ٚيْٜ ٕ٘ٛب٘ي دٕٛشٝ ثٝ ٍٝٛر ٘مب٣ دبيياٍي اُ سبثٮي اَّ٘ي وٚٚي ُيَ ٖٞشٙي:

(7-94)
                             

   0 0 0 0, , ,E U d  


 v 

0وٝ  0 0   v A  ٚ0 0 . 
اي اُ سٛاث٬ وٝ سلز سٛاٖ ثٝ ٍٝٛر ىيٍَي ثيبٖ وَى: ٍٚي ٔؼٕٛ٭ٝاُٝ ٍيّي ٍا ٘يِ ٔي

ٚ  0vثَاثَ ٔيٞبي ٚيْٜ ٕ٘ٛب٘ي ٖٞشٙي. ىٍ ايٙؼب  E٘مب٣ دبيياٍي ، ٙٛ٘يليٛى ا١ٍبء ٔي
0 ُٜٞبي ٖٔبِٝ ٞب ٖٞشٙي وٝ ٕٞب٘ٙي ػٛاةػبيي ٚ ٔيى٦َٕٚقٞبي ٕ٘ٛب٘بر ػبثٝا٘يا

0ٙىُ ٚيْٜ ٕ٘ٛب٘ي ثٝ i te v v ،0 i te   ٙٛ٘ي. هبٍع لٖٕز ٕ٘بي٘ ىاىٜ ٔي

 ٙٛى:ٍٝٛر ُيَ ثيبٖ ٔيٍيّي ثٝ

 
 
 

0 0

0 0

0 0

,
, .

,

E
R

K







v
v

v
 

 Rاوٖٙٛ وٛؿىشَيٗ ٚيْٜ ثٖبٔي دٕٛشٝ وٝ وٕشَيٗ ثٖبٔي إز ثب وٕيٙٝ ٔمياٍ سبثٮي 

 ثَاثَ إز.
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، هٛاٞيٓ ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ٍا سىَاٍ وٙيٓ وٝ ثَ٭ىٔ ١ٚٮيز وٖٚب٘ي ه٦يىٍ ٟ٘بيز ٔي

ٞب ٚ لٕٙياٖ ديٕٛشٝ ىٍ ػٖشؼٛي ٔيَ٭لا، ل٢يٝ دٕٛشٝ ُٞٙٛ لبثُ ٌٖشَٗ إز

ٞبي ٭يىي ثٟشَ ثَاي كُ ٖٔبيُ ٭ّٕي ٖٞشٙي. ٍٞٙبٔي وٝ وٖي ثب إشفبىٜ اُ  ٍٚٗ

ايٗ ٫ٛ١ٛٔ ، ٖٔبِٝ ٔٚبثٟي ٍا كُ وٙي، ٞبي ىٚثٮيي ل٢يٝ دٕٛشٝيه ػٛاة اُ ٔيَ

سٛا٘ي ٔٙؼَ ثٝ ايٗ كميمز ٙٛى وٝ ٙبيي ثشٛاٖ سمَيت ىليمي ثَاي ٖٔبِٝ وٖٚب٘ي  ٔي

         ثٮيي ثب سٕبْ ػِئيبر دييا وَى.ٕٝ 

   
 
 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 ّبديَست: فزهَل
 

 

)وٝ  وٙيٓ. ٕ٘بى ىٕز آٔيٜ ىٍ َٞ فُٞ ٍا فَٟٕز ٔيٞبي ثٝفََٔٛ، ثَاي ٍاكشي

 ٙٛى( ىلاِز  ثَ ٍٕٛ ٭ٕٛٔي ىاٍى.يب ثَاي َٞ هٛا٘يٜ ٔي "ثَاي ٕٞٝ"

 

 

 

 9فصل 

 ايضزة ًقغِ

1 1 2 2 3 3. | || | .cos .a b a b a b   a b a b 

 ضزة خبرجي

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

 

i i i
a b 

 گبًِ عذدي ضزة سِ

1 2 3

1 2 3

1 2 3

.( )

a a a

b b b

c c c

 a b c 
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 9فصل

 دبيِ هتقبثل)دٍگبى(
 ٕ٘بى ىِشبي وَٚ٘ىَ  

1     

0     

i

j

j i

j i


  


 

 سٮَيف دبيٝ ٔشمبثُ
. i i

j j e e 

 ٞبي ثَىأٍِٛفٝ
.

.

i i

i i

x e

x e





x
x

           i i

i ix x x e e 

 ٞبي ىٌٚبٍٖٚاث٤ ثيٗ دبيٝ
1 1

( )     ( )i j k

j k i
v v

   


e e e e e e 

 وٝػبيي

) يب  (2,3,1)يب  (3,1,2)  , , ) (1,2,3)i j k  

ٚ 

1/V V                     
1 2 3

1 2 3

.( )

.( )

V

V

 

  

e e e

e e e
  

 ١َايت ٔشَيه

jk k

ij ig g                
.

.

jq j q

ip i p

g

g





e e
e e

 

 ٞبي ىوبٍسيىٍ ؿبٍؿٛة
ij i

jg                          j

ij ig   

  َٔوت ٚ غئََوت ٞبياي ىٍ دبيٝٞبي ٘م١ٝ٦َة
. i j ij i i

ij i j i ia b g a b g a b a b   a b 

 ٞب ثبلا ثَىٖ ٚ دبييٗ ثَىٖ ا٘يئ
                 i i ij

j ij jx x g x x g  
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 اًتقبل چبرچَة
  ٔٮبىلار سجييُ

                     
.

.

j j

i i

j j

i i

A

A





e e

e e
                              

j

i i j

j

i i j

A

A





e e

e e
 

 وٝػبيي
j k j k k

i j i j iA A A A   

 ِٔٛفٝ ٞبي ثَىاٍ ٚ لٛا٘يٗ سجييُ
i i i i

i i i ix x x x   x e e e e 

                         
i i j

j

j

i i j

x A x

x A x




                       

i i j

j

j

i i j

x A x

x A x




 

 هتفزقِ
 ؿيٛيشب(-ٕ٘بى ػبيٍٚز)ِٛي

 

 
 اسلبىٞبي  ٔفيي

                           pqr p q q p

ijk i j i j              

p q r

i i i

pqr p q r

ijk j j j

p q r

k k k

 

  

   

  

 

 ىسَٔيٙبٖ اُ ٔبسَئ ٌَاْ 
2 det ijV g   

 

 ١َة هبٍػي
i j k ijk

ijk i j ka b a b   a b e e 
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 فصل سَم

 ضزة دٍتبيي
 ٚيٌْي ٞب

( ) ( ) ( )

( )

( )

b

c

      

     

     

a b a b a
a b c a b c
a b c a b a c

 

 اي ىٚسبيي ثب ثَىا١ٍَة ٘م٦ٝ
. ( . )

.( ) ( . )





abc bc a
c ab ca b

 

 تبًسَرّب اس ديذ عولگز
 ثَاثَي سبٍٖ٘ٛٞب

,  . .  A B x Ax Bx 
 ٞبِٔٛفٝ

.

.

. .

. .

. .

. .

ij i j

ij i j

i i

j j

j j

i i

a

a

a

a e A e









e Ae
e Ae

e Ae
 

Aسٮَيف ػ٬ٕ  B 

,( ). . .   x A B x Ax Bx 
 cAسٮَيف ٭يىي ؿٙيٌب٘ٝ 

, ( ). ( . )c x c x A Ax 
 AB.اي سٮَيف ١َة ٘م٦ٝ

( . ). .( . )AB x A Bx 
 yA.سٮَيف دي٘ ١َة 

,  ( . ). .( . ) x yA x y Ax 
 Eسٮَيف سبٍٖ٘ٛ ٚاكي 
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, . .  x Ex xE x 
 ٞبي سبٍٖ٘ٛ ٚاكئِٛفٝ

i j ij i j

i j i j ijg g   E e e e e e e e e 

 سبٍٖ٘ٛ ٔٮىٛٓ
1

1 1 1

.

( . ) .



  





AA E

AB B A
 

 Aسبٖ٘ٛ غئَفَى 

.   Ax 0 x 0 
 ىسَٔيٙبٖ سبٍٖ٘ٛ

.

.

. . .

1
det

1
          

6

j k pq

i m st

mnp i j k

ijk m n p

a a a g a
g

a a a 

   



A
 

 ّبي دٍتبيي تحت تجذيلهَلفِ
 سجييُ ثٝ دبيٝ ٔشمبثُ

ij

km ki jma a g g 

 ٞبي وّي سَسجييُ

          

j ij km i j

i i j k m

j ij km i j

i i j k m

k i i

j k j

A a a A A

A a a A A

A A

  

  

 

e e

e e 

 
.

.

.

.    

ij k l j i k l

i j kl i j l k

ij k l j i k l

i j kl i j l k

a a a a

a a a a

   

   

A e e e e e e e e

e e e e e e e e
 

 وٝػبيي
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. .

. .

ij i j kl

k l

k l

ij i j kl

i i l k

j k j l

j k j l

i i l k

a A A a

a A A a

a A A a

a A A a









            
. .

. .

ij i j kl

k l

k l

ij i j kl

i i l k

j k j l

j k j l

i i l k

a A A a

a A A a

a A A a

a A A a









    

 دٍگبًِ ثيطتزّبي عولگز
 اي١َة ٘م٦ٝ

. ( . )abcd bc ad 
.( ) . .

( ). . .

   

   

  

  

A a b Aa Ab
A B a Aa Ba

 

 اي ىٌٚب١َٝ٘ة ٘م٦ٝ

.. ( . )( . )ab cd bc a d 
 ١َة ٭يىي سبٍٖ٘ٛٞبي َٔسجٝ ىْٚ

( . )( . )ab cd a c bd 
 هجبحج تبًسَرّبي هزتجِ دٍم

 سَاٟ٘بىٜ
.

.

T ji i j j i i j

i j ji i j j ia a a a   A e e e e e e e e 

. .

( )

( . ) .

. . . .

T

T T

T T T

T









Ax xA

A A

AB B A

aC b bCa

 

 

            
1 1 1

1 1

( . ) .

( )

  

 





AB B A

A A
                   

1 1

1 1

det (det )

( ) ( )T T

 

 





A A

A A
 

 ٞبي ثبلاسَ سبٍٖ٘ٛسٛاٖ
                      0 A E             1.n nA AA   1,2,3ثَاي,...n  

1 1.n n   A A A  2,3,4ثَاي,...n  
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2 3

1! 2! 3!
e     A A A A

E 

 دبىٔشمبٍٖسبٍٖ٘ٛٞبي ٔشمبٍٖ ٚ 
,  ٔشمبٍٖ: . .       ; T  x Ax xA A A  

T دبىٔشمبٍٖ: A A                                   
1 1

( ) ( )
2 2

T T   A A A A A 

 ػفز ٚيْٜ

. Ax x 
 ٞبي دبيبي ٚييشٝ فََٔٛ

1 1 2 3

2 2

2 1 2 1 3 2 3

3 1 2 3

( )                  tr

1
( )        tr tr

2

( )                          det

I

I

I

  

   

 

   

      

 

A A

A A A

A A

 

 سبٍٖ٘ٛ ٔشٮبٔي

. .T T QQ Q Q E 
 سؼِيٝ ل٦جي

   

       .A SQ                       Q  ٔشٮبٔي 
      . A QS                      , S S  ٍٖٔٮيٗ ٔظجز ٚ ٔشمب 
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 6فصل 

 ّبي ثزداريهيذاى

 يسٛاث٬ ثَىاٍ يَئٚشك ٌيٗ اُ لٛا٘ يثٮ٢

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )

( ( )) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( )
( ) ( )

d t e t d t d t

dt dt dt

d c t d t
c

dt dt

d f t t df t d t
t f t

dt dt dt


 



 

e e e

e e

e e
e

 

  

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( ( ). ( )) ( ). ( ) ( ). ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

d
t e t t t t t

dt

d
t t t t t t

dt

 

    

 

 

e e e e e

e e e e e e
 

ٚ 

   

 

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ), ( ), ( ) ( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( )

d
t t t t t t

dt

t t t

t t t













e e e e e e

e e e

e e e 
 

 وٝػبيي

 1 2 3 1 2 3( ), ( ), ( ) ( ( ) ( )). ( )t t t t t t e e e e e e
 

 ثَىاٍٞبي ٕٔبٓ ثٝ ه٣ٛ٦ ٔوشٞبسي

       ( 1,2,3)i i
i

q


 


r
r

 
 ّاوٛثي
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1 2 3.( )
i

j

x
g

q


  


r r r

 
 اي  دبيٝ ٔشمبثُسٮَيف ٘م٦ٝ

.i i

j j r r
 

 سٮَيف ١َايت ٔشَيه
.

.

.

ij i j

ij i j

j j j

i i i

g

g

g





  

r r

r r

r r

 

 لٛا٘يٗ سجييُ

                               

                               

j
j j i

i i j i i

j
j j i

i i j i i

q
A A r

q

q
A A r

q


 




 



r r

r r
 

                            i i j j i i j j

j i i j j i i jf A f f A f f A f f A f    
 

 ديفزاًسيل ٍعولگز ًبثلا
 ٞبي ٔشَيهفَْ

2( ) . i j

ijds d d g dq dq r r 
 ٭ٍَّٕ ٘بثلا

i

iq


 


r

 
 ٌَاىيبٖ سبث٬ ثَىاٍي

. .Td d d  f r f f r
  

 ىيٍّٛا٘ٔ)ٚاٌَايي( ثَىاٍ
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div . .i

iq


  



f
f f r

 
 ىٍٚاٖ ٚ ؿَه٘ )وََ( ثَىاٍ

 

1
rot                  rot

2

i

iq



   



f
f f r f

 
 ىيٍّٛا٘ٔ ٚ ىٍٚاٖ اُ سبٍٖ٘ٛ َٔسجٝ ىْٚ

. .                   i i

i iq q

 
    

 
A r A A r A

 
 

 ديفزاًسيل تبثع ثزداري 

 ١َايت وَيٖشٛفُ ٫ٛ٘ ىْٚ

                         
j

k j ti
ij k itj iq q

 
   

 

r r
r r

 
k k

ij ji   
 ١َايت وَيٖشٛفُ اُ ٫ٛ٘ اَٚ

1
( )

2

tj jiit
ijtj i t

g gg

q q q

 
   

  

 
ijk jik  

 ٍٚىٌيَي ٞٓىيفَاٖ٘يُ 

k j

i k j iiq


   



f
r f r f

 

                   
i

j i i ti
k i ki j k ktk k

f f
f f f f

q q

 
     

  
i j i j

i j j i    f r r f r r f 
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ٍرد تبًسَر هزتجِ دٍمگيزي ّنديفزاًسيل
 

.

.

ij i j j i i j

K i j K ij K i j K j ik
a a a a

q


   


A r r r r r r r r

 

.
.. . .

. . .

       

       

ij
ijij i sj j is s s

k ks ks k ij ki sj kj isk k

ij
jj s j j s i i s s ii

k i ki s ks i k j ks j kj sk k

aa
a a a a a a

q q

aa
a a a a a a

q q


       

 


       

  

 ّبي ديفزاًسيلگزعول

1

1
. ( )

jijk

k i

i

in n

i

i

q

g

qg

g f
qg




 



 




 



f
f r

f

 

2
2

( )

1
. ( )

. ( )

kin j

n ijk

ij

ji

ij k

iji j k

a
q

g a
qg

f f
f f g

q q q




 



 



 
   

  

A r r

A r

 
2

2

2

         

.

.

j j ij

j i

i j

j i

i j

i j

f f g

f

f

     

   

   

   

f r

f r

f f f
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 ّبي هختصبت هتعبهذدستگبُ
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 9فصل 
 ّبًظزيِ هقذهبتي اس خن

 دبٍأشَي وَىٖ
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2 1 2
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 6فصل 

 تٌصتبًسَر 
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 يدكبرت در هختصبت ياصل هعبدلات
 ٔٮبىلار كَوز
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 هٌحٌي الخظ در دستگبُ هختصبت ياصلهعبدلات 
 ٔٮبىلار كَوز

 
2

2

j
ij j mn j

mni

u
g g f g

q t
   

 
  

 
 

 وٚ٘

1
             

2

s t rs t
st st st r

t s

u u
u

q q
  

  
    

  
r r

 
 



 ى در هكبًيكآ ّبيآًبليش تبًسَري ٍ كبرثزد                                               399

 

 يادر هختصبت استَاًِ ياصلهعبدلات 
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 7 فصل

 ِيرٍ ِيًظز يّبفزهَل
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 هعبدلات تعبدل دَستِ
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 ًبهِ فبرسي ثِ اًگليسي ٍاصُ

trace of 

tensor(s) 

curvature tensor

commutative tensors 
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virtual displacement 
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sum of tensors 

weak solution 

principal directions 

force density 

calculus of variations 
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 lines of curvature 

curvature 

complete curvature

normal curvature

mean curvature 
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second fundamental tensor 
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second curvature 

second fundamental form 

covariant differentiation 

eigenpair 

extremal 
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thin-walled structure 
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developable surface

isometric surfaces

bending stiffness 

wave velocity 

 triads 

boundary conditions 

static boundary conditions 

mixed boundary conditions 

compatibility condition 

radius of curvature 

osculating plane 

plane stress 

normal plane 

surface analog 

plane strain 

rectifying plane

scalar product

cross product

double dot product 

scalar triple product 

bulk modulus

dot product 
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shear correction factor 

principal normal 

quotient law 

right-hand rule 

diagonalization 

curl 

moving trihedron 

gradient

surface gradient
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torque

stress resultant

 transverse shear stress resultants 

principal axes 
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intrinsic coordinates 

curvilinear coordinates

oscillation mode 

order of contact 

plane elasticity problems 

covariant derivatives 

constitutive equations

dynamical equations 

natural equations 

degenerate eigenvalue 

multiple eigenvalue
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plane wave 

generator 

contravariant components 

physical components 
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covariant components 

vector field 

 solenoidal field 

minimizer

meridian 

stationary point 

point of inflection 

singular point 

permutation symbol 

summation convention 

orthogonal representation 
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contact forces    

body forces

external forces

resultant force 

divergence 

plate 

cofactor 
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curvilinear coordinates

degenerate eigenvalue 
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developable surface

diagonalization 

divergence 

dot product 

double dot product 

dyad 

dynamical equations 

eigenoscillation 

eigenpair 

even permutation

evolute

external forces

extremal 

force density 

surface analog 

generalized orthogonality 

generator 

geodesic

gradient

intrinsic coordinates 

isometric surfaces

level surface 

 lines of curvature 

mean curvature 

meridian 

minimizer

mixed boundary conditions 

moving trihedron 

multiple eigenvalue

natural equations 

normal curvature
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normal plane 

oblique coordinates

odd permutation 

order of contact 

orthogonal representation 

oscillation mode 

osculating plane 

parallel 

permutation symbol 

physical components 

plane elasticity problems 

plane strain 

plane stress 

plane wave 

plate 

point of inflection 

principal axes 

principal directions 

principal normal 

quotient law 

radius of curvature 

rectifying plane 

resultant force 

right-hand rule 

     rotation 

scalar product

scalar triple product 

second curvature 

second fundamental form 

second fundamental tensor 

shear correction factor 
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singular point 

 solenoidal field 

static boundary conditions 

stationary point 

stress resultant

sum of tensors 

summation convention 

surface 

surface gradient

tensor(s) 

thin-walled structure 

torque

trace of 

 transverse shear stress resultants 

 triads 

vector field 

virtual displacement 

wave velocity 

weak solution 
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